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Resumo
Este trabalho de Iniciação Científica tem como objetivo estudar alguns exemplos clássicos de sistemas dinâmicos e  
conhecer,  através  deles,  os  principais  conceitos  da área.  Os exemplos  estudados incluem os  principais  modelos  
dinâmicos, como os shifts de Bernoulli, endomorfismos expansores no círculo S¹, automorfismos hiperbólicos no toro e 
a ferradura de Smale. Também são estudadas conjugações desses sistemas com o shift de Bernoulli e com cadeias de 
Markov.
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Introdução
A noção de  sistemas  dinâmicos  utilizada  foi  a  de  um 
sistema dinâmico discreto: um par  em que  é um 
conjunto  e   a  dinâmica.  Inicialmente,  são 
estudados  alguns  sistemas  dinâmicos  clássicos.  O 
estudo desses sistemas clássicos consiste na definição 
do espaço e da dinâmica envolvidos e de proposições e 
teoremas  sobre  periodicidade  da  órbita  dos  pontos, 
densidade  de  órbitas  e  de  conjuntos  de  pontos  no 
espaço  em  questão.  Foram  então  estudados  os 
conceitos de uma conjugação entre sistemas dinâmicos, 
o  importante  shift  de  Bernoulli  e,  por  fim,  algumas 
dinâmicas  mais  interessantes,  como  automorfismos 
hiperbólicos no toro , a ferradura de Smale e cadeias 
de Markov.

Resultados e Discussão
Os primeiros sistemas estudados foram a rotação e a 
expansão no cículo  , que é definido como o intervalo 

 em que 0 e  1 são identificados.  A rotação   é 
definida  a  partir  de  um  número  real   como 

. A expansão  é definida a partir 
de  um  número  natural   como  . 
Pontos com órbitas periódicas são classificados.

Define-se  uma  conjugação  entre  dois  sistemas 
dinâmicos  e  como uma função sobrejetiva e 
contínua   que  satisfaz   e  cuja 
inversa também tem as mesmas propriedades.

Em seguida,  o shift  de Bernoulli  foi  estudado,  sistema 
importante  na  teoria  de  sistemas  dinâmicos  por 
representar uma grande classe de sistemas. Ele consiste 
em um espaço  de sequências   e 
uma  função   definida  por  . 
Algumas  conjugações  entre  o  shift  de  Bernoulli  e 
sistemas estudados foram apresentadas.

O toro   é definido como o produto cartesiano de dois 
círculos  .  Nesse  espaço,  são  estudados 
automorfismos  hiperbólicos  definidos  por  uma  matriz 

 que satisfaz três propriedades: (1) suas entradas 

são  inteiras,  (2)  seu  determinante  é  unitário  e  (3)  os 
autovalores são distintos. A dinâmica leva um ponto  do 
toro no ponto . A primeira propriedade garante que a 
dinâmica é bem definida no toro, a segunda, que ela é 
invertível,  e  a  terceira,  que  ela  é  hiperbólica.  São 
estudados pontos periódicos e conjuntos densos no toro 
relacionados a essa dinâmica.

Por fim, sistemas um pouco mais  interessantes como a 
ferradura  de  Smale  e  cadeias  de  Markov  foram 
brevemente estudados.

Conclusão
O estudo ainda não foi concluído. Nos primos meses, os 
sistemas  citados  no  final  da  discussão  serão  mais 
aprofundadamente  analisados  em  relação  com 
conjugação com o shift de Bernoulli.  Até o momento, o 
trabalho cumpriu o objetivo de apresentação da área de 
sistemas  dinâmicos  e  permitiu  que  alguns  problemas 
específicos  fossem  estudados  e  resolvidos.  As 
referências usadas estão mencionadas abaixo.
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