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RESUMO
Este estudo aborda o problema de planejamento da reposição de corpos moedores no

processo de moagem. Foi proposto um controlador fuzzy para determinar a potência recomendada
dos moinhos e um modelo preditivo para estimar essa potência. Uma formulação MILP e um
algoritmo baseado no Enhanced Iterated Local Search (E-ILS) foram propostos para determinar o
instante e a quantidade recomendada de corpos moedores a serem repostos em cada moinho. Os
métodos foram testados em instâncias da Usina Cauê da Vale S.A. Comparado com o Gurobi, o
E-ILS alcançou soluções ótimas com uma variabilidade média de 1%. Diante disso, o E-ILS foi
integrado a um sistema de decisão com uma arquitetura de dois nı́veis. O nı́vel superior planeja a
reposição com o E-ILS, enquanto o nı́vel inferior a executa em um PLC industrial. A implantação
em 2024 resultou em uma redução de 17% no consumo de corpos moedores.

PALAVRAS CHAVE. Moagem, Moinhos de bolas, Reposição de corpos moedores, Iterated
Local Search, Programação Linear Inteira Mista.
Tópicos: POI – PO na Indústria, OA – Outras Aplicações em PO

ABSTRACT
This study addresses the grinding ball replacement planning problem. We proposed a

fuzzy controller to determine the recommended power of the mills and a predictive model to es-
timate this power. Also, we proposed a MILP formulation and an algorithm based on Enhanced
Iterated Local Search (E-ILS) to determine the instant and the recommended bulk weight of the
grinding balls to be replaced in each mill. We test the methods on instances from the Vale S.A.’s
Cauê Plant. Compared to Gurobi, E-ILS achieved optimal solutions with an average variability
of 1%. With this good result, we integrate the E-ILS into a decision system with a two-level archi-
tecture. The higher level plans the replacement with E-ILS, while the lower level executes it in an
industrial PLC. Implementation in 2024 resulted in a 17% reduction in the consumption of grinding
balls.

KEYWORDS. Grinding, Ball mills, Ball replacement, Iterated Local Search, Mixed-Integer
Linear Programming.
Paper topics: Industry OR, OA – Others OR Applications
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1. Introdução

A cominuição desempenha um papel essencial em muitos processos de beneficiamento
mineral. Seus principais objetivos são: ajustar o tamanho das partı́culas do material para estágios
subsequentes, aumentar a área de superfı́cie das partı́culas e adequar o tamanho das partı́culas para
comercialização imediata. Geralmente, a cominuição é realizada em duas etapas: britagem e mo-
agem. Na britagem, o minério é comprimido contra superfı́cies rı́gidas e móveis. Já na moagem,
a redução do tamanho ocorre por meio da combinação de impacto, compressão, abrasão e fricção,
causadas pelo movimento do meio de moagem dentro do moinho [Gupta e Yan, 2016].

Este trabalho concentra-se na etapa de moagem do processo de cominuição. Conforme
destacado por Yin et al. [2023], a energia necessária para fragmentar o material e o esforço mecânico
envolvido no processo de moagem têm um impacto significativo na sua eficiência. Além disso, a
moagem representa o maior custo no tratamento de minério [Jeswiet e Szekeres, 2016], tornando a
otimização uma prioridade para as empresas. Rodrigues et al. [2021] exploraram formas de reduzir
o consumo de energia por tonelada de minério durante a moagem, destacando o grau de enchimento
como um fator importante. Este parâmetro, que é a relação entre o volume da carga e o volume
total do moinho, influencia o desempenho, o consumo de energia e o tamanho final das partı́culas.
Operar com o enchimento recomendado é essencial para otimizar a energia e maximizar a produção
[Opazo et al., 2022].

No contexto descrito, Keshav et al. [2011] desenvolveram o “Sensormag”, um sensor in-
terno que mostrou alta precisão nas estimativas de nı́vel de enchimento e concentração de sólidos.
Martins et al. [2013] criaram uma bola instrumentada com sensores e câmeras para medir o grau de
enchimento, ajustando um modelo de elementos discretos (DEM) com base nos resultados experi-
mentais. Opazo et al. [2022] desenvolveram um sistema de controle em tempo real para moinhos
semi-autógenos, utilizando sensores para medir vibrações e sons, enquanto Shumway e Kuznetsov
[2019] criaram um sistema similar para moinhos autógenos e semi-autógenos, ajustando automati-
camente a operação do moinho. Nayak et al. [2020] propuseram um método baseado em sinais de
vibração e redes neurais artificiais, destacando a Transformada Rápida de Fourier como a técnica
mais eficaz para estimar o nı́vel de enchimento. De acordo com Strutzel [2014], os diferentes nı́veis
de controle e automação em processos industriais podem ser representados pela pirâmide de con-
trole de processos (ver Figura. 1).

Figura 1: Representação da pirâmide de controle de processo. Adaptado de Strutzel [2014].

Os estudos existentes focam em técnicas de controle dos nı́veis 1, 2 e 3 da pirâmide
de controle de processos, visando decisões imediatas sobre a reposição de corpos moedores, sem
considerar o planejamento ao longo de um turno. Além disso, não abordam a medição do consumo
especı́fico de energia e a porcentagem de moagem do material para inferir a potência recomendada,
nem estimam a potência instantânea dos moinhos com base em dados operacionais como taxa de
alimentação e porcentagem de sólidos, entre outros.
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Para preencher essa lacuna, este estudo explora o nı́vel 4 da pirâmide de controle de
processos, introduzindo o Problema de Planejamento da Reposição de Corpos Moedores (GBRPP).
Esse planejamento é realizado para um turno de trabalho no processo de moagem de minério de
ferro em moinhos de bolas. O estudo apresenta um controlador fuzzy para determinar a potência
recomendada dos moinhos a partir dos valores de energia especı́fica consumida e do tamanho do
produto final no processo de cominuição, bem como um modelo preditivo para estimar a potência
dos moinhos com base em dados operacionais.

Foi desenvolvido um sistema de decisão implementado em uma arquitetura de dois nı́veis,
integrando um modelo de otimização para a tomada de decisões no nı́vel superior e um Controlador
Lógico Programável (PLC) industrial para executá-lo em tempo real no nı́vel inferior. Também foi
proposta uma formulação de programação linear inteira mista (MILP) para representar o GBRPP.
Além disso, foi desnvolvido um algoritmo baseado no Iterated Local Search que explora carac-
terı́sticas especı́ficas do GBRPP para obter o planejamento reposição dos corpos moedores para um
turno de trabalho. A Figura. 2 ilustra em cinza o esquema de funcionamento da proposta para esse
planejamento.

Figura 2: Proposta para otimizar o planejamento da reposição de corpos moedores.

As principais contribuições deste estudo são: 1) um controlador fuzzy para determinar
a potência recomendada para os moinhos em tempo real; 2) um modelo preditivo para estimar
a potência dos moinhos; 3) uma formulação MILP para representar o problema e determinar o
momento adequado e a quantidade, em massa, de corpos moedores a serem substituı́dos em cada
moinho; 4) uma adaptação do algoritmo E-ILS [Oliveira et al., 2023], projetada para explorar as
caracterı́sticas especı́ficas do problema e encontrar soluções de alta qualidade; 5) um sistema de
decisão desenvolvido em uma arquitetura de dois nı́veis, onde o nı́vel superior propõe a reposição
dos corpos moedores através do E-ILS e o nı́vel inferior executa essa solução por meio de um PLC
industrial; e 6) uma redução estimada em 2,4 milhões de dólares nos custos relacionados a reposição
das bolas por ano na mina objeto do estudo de caso.
2. Descrição do Problema

Este estudo concentra-se no processo de moagem em uma planta de processamento de
minério de ferro em Itabira, MG, pertencente à Vale S.A., especializada no tratamento de minério
de itabirito Esta etapa do processo de cominuição é responsável por 60% dos custos de aquisição
de matéria-prima da planta. O processo de moagem é dividido em duas etapas distintas: primária
e secundária. A moagem primária ocorre em um circuito aberto, sem carga circulante, enquanto a
moagem secundária é realizada em um circuito fechado, conforme ilustrado no diagrama de fluxo
do processo na Figura 3. Existem dois sistemas de reposição de corpos moedores, um para os
moinhos primários e outro para os moinhos secundários. Cada sistema inclui três moinhos que só
podem ser abastecidos com corpos moedores de forma independente.
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Figura 3: Fluxograma de processo.

O planejamento da reposição de corpos moedores nos moinhos, supervisionado pelo
técnico de controle operacional, enfrenta diversos desafios operacionais. Entre esses desafios,
destaca-se a complexidade de determinar a potência recomendada para os moinhos e escolher o
momento e a quantidade, em massa, adequada de corpos moedores para reposição. Uma escolha
inadequada pode resultar em sobrecargas ou subcargas nos moinhos e na criação de carga circu-
lante nos moinhos secundários, eventualmente eliminando os corpos moedores devido ao excesso
de enchimento. Essas dificuldades impactam significativamente a produção de material com tama-
nho de partı́cula superior a 0,15 mm para a próxima etapa de beneficiamento da planta, a flotação,
resultando na necessidade de melhorar a gestão da reposição de corpos moedores para otimizar o
desempenho da moagem.

Para representar o problema GBRPP, uma formulação de programação não linear inteira
mista (MINLP) foi desenvolvida e está disponı́vel em http://dx.doi.org/10.1016/j.
cor.2025.106975. Nesta formulação, a função objetivo é descrita pela Expressão (1), que visa
a minimização da soma da diferença absoluta entre a potência recomendada (Pw

j ) e a potência
estimada (peij) para cada moinho j em cada instante i do horizonte de planejamento.

min
∑
i∈I

∑
j∈J

|Pw
j − peij | (1)

A formulação anterior foi linearizada, uma vez que a função objetivo (1) é uma função
linear por partes.

3. Sistema de Decisão
O Sistema de Decisão para o GBRPP é composto por 3 módulos: (1) um controlador

fuzzy para determinar a potência recomendada para os moinhos em tempo real; (2) um modelo
preditivo para estimar a potência dos moinhos; e (3) um algoritmo baseado em E-ILS para otimizar o
planejamento da reposição de corpos moedores a partir das caracterı́sticas especı́ficas do problema.
O sistema de decisão foi implantado em uma arquitetura de dois nı́veis, onde o nı́vel superior propõe
a reposição dos corpos moedores por meio do E-ILS e o nı́vel inferior executa essa solução em
tempo real por meio de um controlador industrial.

3.1. Determinação da potência recomendada através do controlador fuzzy
O controlador fuzzy foi desenvolvido com nove regras de inferência combinando três

faixas de valores para cada uma das entradas, sendo estas o consumo energético especı́fico (E) e
o percentual do tamanho da partı́cula superior a 0,15 mm no produto da moagem (Rp). Durante
o processo de desfuzzificação, a variável de saı́da fuzzy, que representa a potência recomendada
(Pw

j ), foi determinada como multiplicadores da potência atual (P 0
j ) do moinho j.
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3.2. Modelo preditivo para estimar a potência dos moinhos
O modelo preditivo para estimar a potência dos moinhos foi desenvolvido através de

análise de regressão dos dados operacionais como taxa de alimentação do minério, água, corpos
moedores, e vazão de alimentação dos hidrociclones. Assim, a Equação (2) é utilizada para estimar
a potência (peij) de cada moinho j em cada instante i. Ela fornece uma estimativa baseada na análise
do incremento prij e no decaimento P d

ij de potência dos moinhos em diferentes momentos.

peij = pe[i−1]j + (prij − P d
ij) ∀i ≥ 2, (2)

3.3. Enhanced ILS
O E-ILS foi proposto para encontrar soluções de alta qualidade para este problema. Ele

difere do ILS tradicional ao alterar o nı́vel de perturbação apenas após um certo número de iterações
sem melhora durante o processo de busca.

Uma solução para o problema é representada por uma matriz s = (sij)n×m, em que n
representa o horizonte de planejamento, m é o número de moinhos, e sij indica a quantidade, em
massa, de corpos moedores repostos no moinho j no instante i. Neste problema, apenas um moinho
é alimentado por vez devido à presença de uma única linha de alimentação. A Tabela 1 mostra um
exemplo com m = 3 moinhos e n = 6 instantes. Nesta tabela, o Moinho 1 recebe uma reposição de
360 kg de bolas de moagem no instante 2, enquanto o Moinho 2 é alimentado com 390 kg de bolas
de moagem no instante seguinte. Além disso, a tabela mostra a potência estimada de cada moinho
para cada instante.

Tabela 1: Exemplo de reposição de corpos moedores em cada instante de planejamento.

Instante (i)
x (kg) pe (kW )

Moinho 1 Moinho 2 Moinho 3 Moinho 1 Moinho 2 Moinho 3
1 480 0 0 3952 3987 4002
2 360 0 0 3953 3984 3999
3 0 390 0 3950 3985 3994
4 0 0 0 3948 3983 3991
5 0 0 570 3945 3980 3994
6 0 0 210 3942 3977 3995

Uma solução s é avaliada pela função de avaliação f(s), dada pela Equação (3), que deve
ser minimizada. Nesta equação, Pw

j representa a potência recomendada para o moinho j, e peij
representa a potência estimada para o moinho j no instante i, calculada de acordo com a Eq. (2).

f(s) =

|I|∑
i=1

|J |∑
j=1

|Pw
j − peij | (3)

A solução inicial do algoritmo E-ILS é gerada com base na correlação entre o grau de en-
chimento e a potência do motor. Para explorar o espaço de soluções do problema foram desenvolvi-
dos seis tipos de movimentos, cada um resultando em uma estrutura de vizinhança Ni, i = 1, · · · , 6.
O procedimento de busca local é realizada pelo método Random Variable Neighborhood Descent
(RVND) [Souza et al., 2010], utilizando as seis estruturas de vizinhança com a estratégia de Pri-
meira Melhoria (FI). O procedimento de perturbação consiste em aplicar perturbações de intensi-
dade nı́vel na solução atual usando a vizinhança N6.

4. Estudo de caso
O E-ILS proposto foi validado usando um estudo de caso do circuito de moagem primária

na planta de Itabira da Vale S.A., no Brasil. O experimento utilizou 30 instâncias representando
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dados de produção de 15 dias nesta planta, em turnos diários de trabalho de 12 horas. A Fig.4
mostra esses resultados graficamente. A Figura 4(a) mostra as reposições feitas pelo operador e as
sugestões feitas pelo algoritmo E-ILS. Por sua vez, a Fig.4(b) e a Fig. 4(c) mostram os resultados
previstos para o consumo especı́fico de energia e o percentual de partı́culas maiores que 0,15 mm
no produto da moagem, com base no método de Donda.

(a)

(b) (c)

Figura 4: Comparação entre as soluções do operador e as do algoritmo E-ILS.

Os resultados para cada instância em relação à função objetivo definida pela decisão do
operador, pelo solver Gurobi e pelo algoritmo proposto através da Equação (3) foram comparadas.
O algoritmo E-ILS encontrou o ótimo global em todas as instâncias, e o RPD médio foi de aproxi-
madamente 1%. A Fig. 4 mostra que, em muitas instâncias, o algoritmo E-ILS sugeriu reposições
em quantidades menores do que as do operador. Considerando todas as instâncias, as reposições
sugeridas pelo algoritmo E-ILS resultariam em uma redução média de 48% na quantidade, em
massa, de corpos moedores. Apesar dessa redução, de acordo com o método de Donda, o con-
sumo especı́fico de energia e o tamanho das partı́culas do produto da moagem Estariam dentro das
especificações esperadas.

O E-ILS foi escolhido como método de otimização no DS proposto devido à sua boa
convergência e capacidade de encontrar soluções ótimas rapidamente. A planta usa o controlador
IC-3173, programado com LabVIEW, o que impede a implementação do MILP com bibliotecas
nativas. Embora drivers externos possam ser usados, eles podem comprometer a segurança. Assim,
o algoritmo heurı́stico é executado 30 vezes, retornando a melhor solução.

5. Conclusões
Este estudo abordou o problema da reposição de corpos moedores nos moinhos durante o

processo de moagem de minério de ferro. O objetivo foi manter o consumo especı́fico de energia
e o percentual de partı́culas com tamanho superior a 0,15 mm do produto final da moagem para
a flotação dentro dos valores recomendados durante o processo de moagem. Foi desenvolvido um
controlador fuzzy para identificar os valores de potência de trabalho recomendados para os moinhos
e proposta uma formulação MILP para representar o problema. O solver Gurobi, versão 11, foi
utilizado para obter soluções ótimas a partir da formulação MILP. Também foi desenvolvido um
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algoritmo baseado em E-ILS, que utiliza seis vizinhanças especialmente projetadas para lidar com
este problema. Finalmente, uma arquitetura de dois nı́veis foi desenvolvida para implementar o
algoritmo E-ILS no nı́vel superior e executar sua solução em tempo real através de um controlador
lógico industrial no nı́vel inferior. Os métodos Gurobi e E-ILS foram avaliados em 30 instâncias
reais do processo de moagem na Usina Cauê da Vale S.A., representando 15 dias de operação.
O E-ILS superou o método do operador em termos de função objetivo e precisão das potências
recomendadas. Comparado ao Gurobi, o E-ILS encontrou o ótimo em todas as instâncias, com um
desvio médio de 1%. Além disso, o sistema de decisão foi aplicado, resultando em uma redução
estimada em 17% no consumo de corpos moedores por ano. Houve também ganhos significativos
no consumo de energia especı́fica e na qualidade do material entregue para a flotação.
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Bolas a Úmido, e Meio Legı́vel Por Controlador Industrial. BR 10 2024 018024 0. Ins-
tituto Nacional da Propriedade Industrial - INPI. Disponı́vel em https://drive.
google.com/file/d/1u8v2M87C9LaEqYdHJXIOOSvwMYvK8CGW/view?usp=
sharing

2. de Souza, Daniel L., Santos, M. S., Costa, C. P., Souza, M. J., & Cota, L. P. A. (2024).
ORCm: Sistema de Otimização da Reposição de Corpos moedores. Usina de Cauê,
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