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RESUMO

O Coupled-Task Scheduling Problem tem o objetivo de alocar N tarefas independentes
de forma a minimizar o makespan. Cada tarefa ¢ € composta por duas partes a; € b; e, entre elas,
deve haver um intervalo de tamanho fixo /;. O primeiro objetivo do artigo é realizar testes empiricos
com modelagens matematicas existentes na literatura e uma nova modelagem de Programacdo por
Restricdes, proposta neste trabalho. Os testes envolvem instancias da literatura. Algumas delas
possuem caracteristicas bem especificas. O segundo objetivo deste trabalho estd na verificacdo do
impacto que essas caracteristicas possuem na execucao das modelagens matematicas. Os resultados
mostram que a modelagem proposta foi superior as demais e que existem caracteristicas que tornam
o processo de otimizac¢do mais eficiente, em alguns casos, e menos eficiente, em outros.
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ABSTRACT

The Coupled-Task Scheduling Problem aims to allocate NV independent tasks in order to
minimize the problem makespan. Each task i is composed of two parts a; and b; and, between them,
there must be a fixed-size interval [;. The first objective of the article is to carry out empirical tests
with existing mathematical models in the literature and a new Constraint Programming model pro-
posed in this work. The tests involve instances from the literature. Some of them have very specific
characteristics. The second objective of this work is to verify the impact that these characteristics
have on the execution of the mathematical models. The results show that the proposed model was
superior to the others and that there are characteristics that make the optimization process more
efficient in some cases and less efficient in others.
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1. Introducao

O Coupled-Task Scheduling Problem (CSTP) ([Simonin et al., 2011]) € um problema da
classe de Problemas de Escalonamento de Tarefas, onde o objetivo é escalonar um conjunto de N
tarefas no menor tempo possivel (makespan). No CTSP, cada tarefa 7 é composta por duas partes
ditas acopladas, respectivamente a; e b;, com duragdo A; e B;. Néo existe relacdo de precedéncia
entre duas tarefas do problema, mas apds a execucdo de uma tarefa a;, deve ser respeitado um in-
tervalo de tempo (delay), denotado por [;, para que a respectiva tarefa b; possa iniciar sua execugao.
Nao existe a possibilidade de preempcgao (interrupcao parcial das tarefas durante a execuc¢do) e ndo
pode haver sobreposicdo de tarefas.

Nesse artigo, serd tratada a versdo na qual o delay é considerado fixo ([Khatami et al.,
2020]), por ndo haver possibilidade de execucdo das tarefas b; nem antes nem depois do tempo
indicado pelo intervalo /;. Como nao é possivel flexibilizar o inicio de uma tarefa b; em relacio
ao inicio de sua respectiva tarefa a;, ao se escalonar uma tarefa, é necessdrio garantir que suas
duas partes ndo entrem em conflito com outras tarefas ja escalonadas. O problema é considerado
NP-Dificil ([Shapiro, 1980]).

A Figura 1 mostra um possivel escalonamento para trés tarefas, onde os tempos da tarefa
1sdo Ay = 5,11 =28 e By = 6. A tarefa 2 € composta por Ay = 6,1l = 7e By = 6. A tarefa 3
possui os tempos A3 = 6, I3 = 6 e B3 = 5. Como o intervalo da tarefa 1 ¢ significativo, utiliza-se
dele para executar outras tarefas e tentar minimizar o makespan que, nesse exemplo, € igual a 39
unidades de tempo.
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Figura 1: Exemplo de escalonamento com trés tarefas

Existem algumas diferentes aplicacdes para o problema, encontradas na literatura. [Or-
man et al., 1996] e [Simonin et al., 2011] utilizaram o CTSP em problemas navais. O primeiro
artigo, na representacdo e modelagem de um sistema de radar, onde a tarefa inicial consistia na
emissdo do pulso de radiofrequéncia do radar e a segunda tarefa consistia na recep¢do do pulso re-
fletido de volta. O segundo seguiu em uma linha semelhante, mas modelando o controle de sensores
utilizados para guiar torpedos. O CTSP foi utilizado por [Ageev e Kononov, 2007] para representar
processos de manufatura quimica, onde um procedimento inicial deve ter um tempo de espera para
que um procedimento final s6 ocorra quando o produto estiver pronto. Por fim, [Condotta e Shakh-
levich, 2014] trataram da marcacdo de procedimentos médicos de quimioterapia, onde a marcacgio
de duas consultas de um mesmo paciente deve respeitar um periodo pré-determinado de intervalo
entre elas.

Esse trabalho tem dois objetivos principais: propor uma modelagem matemadtica para
o problema na forma de Programacdo por Restricdes, comparando-a empiricamente com outras
modelagens matemaéticas da literatura, e investigar possiveis caracteristicas das instincias do pro-
blema que podem tornar a execugdo dessas modelagens mais ou menos eficientes. Essas sdo as
contribuicdes tedricas propostas para o avango da literatura do problema.

O restante desse trabalho estd organizado da seguinte forma. Na Secfo 2, € feita uma
breve revisdo da literatura do problema em questido, mostrando algumas variantes do problema e as
abordagens mais utilizadas. Na Secdo 3, s@o explicadas a metodologia da pesquisa empregada neste
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artigo e as formulagcdes matematicas que serdo testadas. Na Secao 4, sdo apresentados os resultados
computacionais obtidos nos testes realizados. Nas Secdes 5 e 6, sdo trazidas, respectivamente, as
principais conclusdes obtidas e algumas propostas de trabalhos futuros.

2. Revisao da Literatura

A literatura do CTSP reporta algumas variantes em relagdo ao problema original. Uma
primeira variante considera que os intervalos /; entre as tarefas a; e b; ndo sio fixos, mas limitados
entre um valor minimo e maximo, conforme mostram [Dell’ Amico, 1996] e [Potts e Whitehead,
2007]. Na variante “flow-shop”, existem duas mdquinas disponiveis para executar as tarefas, uma
delas especifica para as tarefas a; e outra especifica para as tarefas b; ([Allahverdi, 2016]).

Existe ainda uma variante onde o objetivo ndo ¢ minimizar o makespan, mas sim executar
tarefas, cada uma com seu peso, dentro de um horizonte de tempo limitado, de forma que seja maxi-
mizado o peso total das tarefas executadas ([Elshafei et al., 2004]). Por fim, existem variantes onde
sdo definidas precedéncias entre as tarefas ([Blazewicz et al., 2010]), onde ha um escalonamento
ciclico ([Brauner et al., 2009]) e onde ha incompatibilidade entre as tarefas, ou seja, onde as partes
a; € b; de uma tarefa ndo podem ser executadas durante o intervalo /; de outras ([Simonin et al.,
2013)).

A literatura do CTSP apresenta abordagens heuristicas e meta-heuristicas ([Blazewicz
et al., 2012], [Blazewicz et al., 2010], [Hwang e Lin, 2004], [Li e Zhao, 2007] e [Condotta e
Shakhlevich, 2012]). Foram propostas também algumas modelagens matematicas na forma de
Programacdo Inteira Mista, como as apresentadas em ([Elshafei et al., 2004], [Sherali e Smith,
2004], [Békési et al., 2014] e [Arabameri e Salmasi, 2004]).

Ha diversos algoritmos de complexidade polinomial elaborados para situagdes bem es-
pecificas, onde as tarefas de uma instincia apresentam uma caracteristica peculiar. Nesses casos,
foi possivel elaborar o célculo de um fator aproximativo como, por exemplo, um algoritmo 1.5-
aproximativo proposto por [Li e Zhao, 2007], quando, para cada tarefa ¢, os tempos de A;, [; e B;
s30 iguais; um algoritmo 3-aproximativo, também proposto por [Li e Zhao, 2007], quando apenas
a duracdo A; € diferente de uma tarefa para outra e um algoritmo 3-aproximativo para a versao
“flow-shop”, proposto por [Leung e Zhao, 2007].

3. Metodologia

A versao original CTSP, que serd tratada nesse artigo, € um problema de estrutura muito
simples, em termos de quantidade de dados. Em uma instincia, existem apenas N tarefas, cada uma
com o tempo de duragdo das suas duas etapas e um tempo de intervalo. No entanto, como foi dito
na Secdo 2, existem casos em que podem ser aplicados algoritmos especificos que encontram uma
solug@o garantidamente préxima a solucdo Gtima.

Esse trabalho busca investigar se essas situacdes especificas podem ser percebidas durante
a execucdo de modelagens matemdticas por parte de otimizadores bem conhecidos. Em outras
palavras, o que se pretende € verificar se os otimizadores conseguem, de alguma forma, se aproveitar
das caracteristicas dos casos especificos para encontrar uma solugio 6tima de forma mais eficiente
ou ndo.

Para tanto, ser@o testadas duas formulagées matematicas de Programacao Inteira Mista,
existentes na literatura ([Khatami et al., 2020]), e uma formulag@o de Programacio por Restrigdes,
proposta nesse trabalho. A Programacao por Restricdes ([Ochoa et al., 2019],[Wang et al., 2015]) é
uma abordagem bem mais abrangente do que a Programacao Linear/Inteira, pois ela permite outros
tipos de varidveis como varidveis lgicas (verdadeiro/falso), varidveis semi-continuas, dentre outras.
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Na prética e de forma bem resumida, a execu¢do de uma modelagem com Programacio
por Restricdes comeca com uma andlise do dominio inicial das varidveis e das correlagdes que
elas possuem entre si. O objetivo, nesse momento, € limitar ao maximo possivel o dominio vidvel
das varidveis, isto é, o dominio de valores que podem ocorrer em uma solugdo real. Quando uma
varidvel tem o seu dominio restringido, existe a possibilidade disso impactar o dominio de outras
varidveis, pois algumas combinagdes de valores (entre as duas) que antes eram permitidas passam
a ndo ser mais. Quanto mais limitado é o dominio de uma varidvel, melhor para a execugdo da
modelagem, pois menos combinagdes empregando essa variavel permanecem possiveis.

Apdbs ndo conseguir mais reduzir o dominio das varidveis, o otimizador passa a fazer
inferéncias sobre um possivel valor para elas, como se fosse um processo de fixacdo de varidveis
no branch-and-bound. Essa “fixacdo” se propaga entre as varidveis correlacionadas até se obter
uma solugdo final. Esse processo, as vezes, é chamado de busca. Se ndo houver alguma limitacdo
imposta ao otimizador, ele passa a realizar buscas indefinidamente até que a solucio seja a melhor
possivel,

3.1. Programacao por Restricoes

A modelagem de um problema usando Programacio por Restri¢des ndo é tao padronizada
quanto em Programacdo Linear/Inteira porque a representa¢do das varidveis depende bastante do
otimizador que serd empregado. A modelagem proposta nesse trabalho foi pensada para o otimi-
zador CP Optimizer da empresa IBM/Ilog. Esse otimizador permite a criacdo de varidveis do tipo
“intervalo”, com duracdo pré-determinada, que sdo compostas por um ponto de inicio e um ponto
de fim, ambos nimeros reais. Esse tipo de varidvel € ideal para representar tarefas de um problema
de escalonamento, por exemplo, como sera feito com as tarefas a; e b; do CTSP.

minimize maz(end(b;)) (1)
s.t. start(b;) = end(a;) +1; i€ N, 2
presence(a;, b;) = true i € N, 3)

noOverlap(i,i') (i,i') € N, i <7, 4)

length(a;) = A; i € N, 3)

length(b;) = B; i€ N, (6)

A fung@o-objetivo (1) modela a minimizagao do makespan, que pode ser obtido pelo maior
tempo de encerramento dentre todas as tarefas b;. As restri¢des (2) determinam que as tarefas b;
comecem obrigatoriamente /; unidades de tempo apds o encerramento da respectiva tarefa a;. As
restri¢cdes (3) asseguram que todas as tarefas a; e b; serdo executadas. Por fim, as restricdes (4)
garantem que ndo haverd sobreposi¢io alguma entre as tarefas i e <. Caso ndo seja possivel utilizar
um otimizador que possua esse tipo de restricdo, serd necessario estabelecer, par a par, quando uma
tarefa pode comecar em relacdo ao tempo de inicio da outra. As restri¢des (5) e (6) fixam a duracgdo
das tarefas.

3.2. Programacao Inteira Mista

Também serdo tratadas nesse trabalho duas formula¢des matematicas ja existentes na li-
teratura, ambas na forma de Programacdo Inteira Mista. A primeira foi proposta originalmente por
[Elshafei et al., 2004] e consiste em uma abordagem indexada por tempo. O horizonte de planeja-
mento do problema € discretizado em um conjunto de H unidades de tempo, tal que H = {0..7 }. A
varidvel bindria x;; vale 1 quando a tarefa a; comeca sua execucao no tempo t; caso contrério, vale
0. A constante P; = A;+1; + B; denota o tempo total de processamento da tarefa ¢, sendo composta
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do tempo necessdario para a execugao de suas duas partes e o tempo de atraso entre elas. Além disso,
a constante 7; representa o maior tempo possivel para que a tarefa ¢ comece sua execucdo e termine
dentro do horizonte de planejamento, ou seja, 7; = 7 — P;. Essa formulag@o sera chamada de F1.

A funcio-objetivo (7) modela a minimizac¢do do tempo de encerramento das tarefas. As
restricdes (8) garantem que o makespan seja pelo menos tdo grande quanto o tempo de encerra-
mento de cada tarefa ¢, considerando o inicio de sua execug@o no tempo ¢ e seu encerramento no
tempo (t+ P;—1). As restrigdes (9) exigem que todas as tarefas sejam executadas e encerrem dentro
do horizonte de planejamento. As restricdes (10) garantem que nio haverd sobreposi¢do de tarefas
dentro do horizonte de planejamento. Isso ocorre porque os conjuntos SA(i,t) e SB(i,t) repre-
sentam as unidades de tempo que serdo utilizadas pelas tarefas a; e b;, respectivamente, quando a
execucdo delas iniciar no tempo ¢.

minimize Crnaz 7
Ti
s.t. Coaz > (t+ P, —1xy 1€N, (8
=0
szt =1 7€N, )
Z S owatd, Y au<1 teH, (10)
1EN teSA(it) 1EN teSB(i,t)
rip €0,1, i€ N, teH (11)

A segunda formulagdo de Programacdo Inteira Mista, F2, diverge da primeira na abor-
dagem utilizada. [Sherali e Smith, 2004] ao invés de utilizarem um modelo indexado por tempo,
propuseram uma formulacdo que adota varidveis inteiras s; para representar o tempo de inicio da ta-
refa ¢. Para evitar sobreposicdes, no entanto, é necessério estabelecer uma relacao entre o tempo de
inicio de duas tarefas 7 e i’. Existem 5 casos possiveis para essa correlagdo. No caso 1, a execugdo
completa de 7 ocorre antes de i’ comegar. No caso 2, ocorre o inverso. No caso 3, durante o intervalo
entre as tarefas a; e b;, ocorre a execucgfo da tarefa a,/. Esse caso s6 pode ocorrer quando Ay < [; e
B; <. No caso 4, ocorre o inverso do caso 3, ou seja, durante o intervalo entre a; e by, ocorre a
execucdo de a;. Esse caso também sé pode ocorrer quando A; < I e By < [;. Por fim, no caso 5, a
execucdo completa de uma tarefa ocorre durante o intervalo da outra. Para isso ocorrer, é necessario
que P; < Iy ou que Py < [;. As duas situagdes ndo podem existir simultaneamente. As variaveis
binérias y;;,, valem 1 se a correlagdo entre as tarefas i e i’ for do tipo v e 0, caso contrario.

Para a formulagdo ficar coerente, ainda € preciso estabelecer a conexdo entre as varidveis
s ey. As constantes L;;,, € R;;, representam a menor e a maior diferenca de tempo possivel entre
o inicio das tarefas 7 e 4/, para o caso v. O calculo dessas constantes depende do caso em questdo e
estd disponivel em [Sherali e Smith, 2004].

A fungdo-objetivo (12) modela a minimizagdo do makespan do problema. As restrigdes
(13) garantem que o makespan seja pelo menos tdo grande quanto o tempo de inicio de cada tarefa
1 somado ao tempo total de sua execucdo. As restri¢des (14) asseguram que entre duas tarefas sera
aplicado apenas um modo de correlagdo. As restricdes (15) e (16) definem que a diferenca entre
os tempos de inicio de duas tarefas i e 7’ serd, respectivamente, maior ou igual a0 minimo possivel
(L4;,,) € menor ou igual ao maximo possivel (R;;,,), para a correlagdo escolhida v. As restri¢des
(17) e (17) indicam o dominio das varidveis envolvidas.
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minimize Chaz (12)
s.t. Cmazr > si+P, i€N, (13)
5
> g =1 (i,i) €N, i<, (14)
v=1
5
s =8> Ligyiw (i,) € N, i <7, (15)
v=1
5
s =8 <> Riwyiin (,7) € N, i <7, (16)
v=1
$; >0 1€N, 17)
Yii'v € {07 1}7 (Z7Z/) € Na 1< il? v e {1>2737475} (18)

4. Resultados Computacionais

Os testes computacionais foram feitos utilizando um processador 15-12450H, com 16GB
de memdria principal, armazenamento secundario em SSD e sistema Windows 11. As instancias
de teste foram obtidas de https://data.mendeley.com/datasets/dd7ht5k5pn/1 e
propostas por [Khatami et al., 2020]. Foram escolhidos 5 conjuntos de instancias com caracteristicas
distintas com o proposito de verificar quais dessas caracteristicas tornam a resolucio da instancia
mais ou menos eficiente, em termos praticos. Cada conjunto é formado por grupos de 150 instancias
com tamanhos de 5, 10, 15, 20 ou 25 tarefas cada (30 instincias de cada tamanho).

A formulagao de Programacao por Restri¢des utilizou o CP Optimizer 22.1.1.0 enquanto
as formulagdes de Programacao Inteira Mista usaram o CPLEX 22.1.1.0. As configura¢des-padrdo
foram utilizadas, exceto pelo tempo maximo de 900 segundos por execugao.

O primeiro conjunto de instdncias ndo apresenta nenhuma caracteristica especifica, ou
seja, os trés componentes das tarefas (duragdo da primeira parte, duragdo do intervalo e duragio
da segunda parte) ndo seguem nenhuma regra e podem variar de valor entre uma tarefa e outra.
Para esse tipo de instancia, [Shapiro, 1980] e [Sherali e Smith, 2004] mostraram que o problema ¢é
NP-Dificil.

Os resultados podem ser vistos na Tabela 1. Nas tabelas deste trabalho, a primeira coluna
representa o grupo de 30 instdncias em questdo. As colunas “TM(s)” representam o tempo médio
(em segundos) da execucdo dessas instancias. As colunas “GM(%)” indicam o gap médio (em
percentual) entre a melhor solucdo encontrada e o melhor limite dual. As colunas “SO” indicam a
quantidade de solugdes 6timas encontradas e provadas no grupo.

Tabela 1: Instancias sem qualquer restricdes

Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2 | CP Fl F2 |CP FlI F2
5 0,1 8,5 01{00 00 00| 30 30 30
10 3,1 7913 48100 139 00| 30 7 30
15 618,7 900,0 859,1 | 1,0 38,1 20,6 | 21 0O 2
20 900,0 900,0 9000 | 3,5 56,4 58,0 0 O
25 900,0 900,0 900,0 | 3,7 69,1 72,6 0O 0 0
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Tabela 2: Instancias onde todas as tarefas a; tém a mesma duracgio

Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2 | CP F1 F2 |CP F1 F2
5 0,1 8,5 0000 00 00| 30 30 30
10 3,5 713,0 84100 86 00| 30 & 30
15 6464 900,0 8713 |18 359 300| 17 0 2
20 900,0 900,0 900,0 | 39 556 628 0O 0 O
25 900,0 900,0 9000 | 3,8 64,7 72,7 0 0 O

Tabela 3: Instancias onde todos os intervalos /; t€ém a mesma durag¢ao

Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2 | CP F1 F2 |CP F1 F2
5 0,1 489 0000 00 00| 30 30 30
10 28,1 7093 11,2|0,0 16,1 00| 30 7 30
15 573,0 900,0 893,1 |25 414 255| 18 0 1
20 900,0 900,0 900,0 | 3,7 57,5 59,3 0O 0 O
25 900,0 900,0 9000 | 3,7 66,2 750 0O 0 O

De acordo com a Tabela 1, é possivel perceber uma significativa diferenga entre os gaps
médios da formulacdo CP para as outras. Isso é explicado pelo limite dual que melhora muito
rapidamente durante a execucdo. Tipicamente, o limite dual alcancga seu valor final em poucos
segundos, sendo o restante da execu¢do mais focado em encontrar solu¢des melhores. Os limites
duais das formulagdes F1 e F2 foram 29% piores, em média, em relacdo a formula¢ido CP, chegando
a aproximadamente 45% pior, apenas nas instancias onde a solucdo 6tima nao foi provada.

Outro fator a ser considerado diz respeito a melhor solu¢io encontrada durante a execucao.
A formulacdo CP encontrou a melhor solucdo em todas as 150 instancias, enquanto F1 encontrou
em 40 instancias e F2 em 62 instincias, considerando empates. Ou seja, a dificuldade mais comum
encontrada pela formulagcdo CP foi apenas em provar a otimalidade da solucdo incumbente, o que
pode ser explicado pelo algoritmo do otimizador, que vai realizando inferéncias e buscas até esgotar
todas as possibilidades disponiveis. Esse é um processo que pode ser bastante demorado, depen-
dendo da instincia. F1 e F2 tiveram solucdes 24% e 4% piores em média, respectivamente, nas
instancias onde a solug¢do 6tima nao foi provada.

As Tabelas 2 e 3 mostram os resultados para o conjunto de instancias onde todas as tarefas
a; e todos os intervalos [;, respectivamente, t€ém a mesma dura¢do. Embora [Orman e Potts, 1997]
tenham mostrado que instancias desse tipo podem ser consideradas NP-Dificil, era esperado que a
execucdo dos otimizadores sofresse alguma influéncia dessas caracteristicas.

Os resultados das Tabelas 2 e 3, no entanto, ndo mostraram nenhuma diferenca significa-
tiva em relacdo aos resultados da Tabela 1. A formulacdo CP continua com desempenho melhor
tanto em termos de gap médio quanto em nimero de solugdes 6timas provadas.

Além disso, um resultado negativo passou a acontecer com a execucdo da formulacdo F1.
Nas instancias do grupo com N = 20 e N = 25 da Tabela 2, o CPLEX ndo conseguiu sequer termi-
nar de explorar o né raiz do algoritmo do branch-and-bound em 2 e 9 instancias, respectivamente.
A quantidade de variaveis bindrias da formulacdo é n x T, isto €, depende do tamanho do horizonte
de planejamento. Esse, sem ddvidas, ¢ um ponto fraco dessa formulagdo, pois o célculo ruim do
tamanho do horizonte de planejamento pode fazer com que a quantidade de varidveis bindrias e,
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Tabela 4: Instancias onde todas as tarefas a; e b; tém duracdo de uma unidade de tempo (A; = B; = 1)

Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2 | CP F1 F2|CP Fl F2
5 00 01 00]00 00 00| 30 30 30
10 00 02 00|00 00 00| 30 30 30
15 00 04 0200 00 00| 30 30 30
20 00 08 1,7/00 00 00| 30 30 30
25 00 1,5 248100 00 00| 30 30 30

consequentemente, a matriz de coeficientes que serd manipulada pelo algoritmo branch-and-bound
seja muito grande.

O cdlculo utilizado no experimento foi 7 = sz\i 1 Pi, onde P, = A; +1; + B;, ou
seja, o tempo total de todas as tarefas somadas. Infelizmente, ndo € do nosso conhecimento uma
forma mais precisa ou mais ajustada de calcular esse horizonte de planejamento, pois em algumas
instancias, os intervalos das tarefas sdao tdo pequenos que nao conseguem ser aproveitados para se
comegar ou terminar a execugdo de outras tarefas.

Com essa situagdo e com a matriz de coeficientes relativamente densa, o processamento
do né raiz acaba demorando muito em algumas instancias. A possibilidade de “desligar” o proces-
samento mais intensivo do no raiz foi testada, mas os resultados mostraram um limite dual muito
pior, sem resultados positivos em relacdo ao gap final ou a qualidade da melhor solu¢do encontrada
durante o limite de tempo.

O mesmo problema ocorreu nas instancias onde o intervalo € mesmo para todas as tarefas,
cujos resultados foram mostrados na Tabela 3. Nesse caso, nos grupos com N = 15, N = 20 e
N = 25, foram observadas 1, 8 e 8 instincias, respectivamente, nas quais a execucao da formulacio
F2 encerrou antes do término da exploracdo do né raiz.

Vale destacar que, para as formulagdes CP e F2, ndo € preciso definir o tamanho médximo
do horizonte de planejamento, pois a representagdo do inicio (e do fim) da execucdo das tarefas é
feita por varidveis inteiras que sdo independentes de indices temporais.

O préximo conjunto de instancias testadas apresenta uma caracteristica bastante peculiar:
a durag@o das tarefas a; e b; é sempre igual a uma unidade de tempo (A; = B; = 1). Essa
caracteristica é costumeiramente chamada de UET (Unity Execution Time). [Békési et al., 2009]
mostraram que existe um algoritmo p-aproximativo, onde %S <p< %. A classe dessas instancias
continua sendo NP-dificil. Os resultados podem ser vistos na Tabela 4.

Os resultados da Tabela 4 mostram que esse tipo de instancia € resolvido muito facilmente
pelos otimizadores utilizados. Como o tempo de execucdo das tarefas a; e b; é minimo, basta
encontrar uma sequéncia de execug@o que nao cause sobreposicdes, 0 que torna o escalonamento
bastante flexivel. O tempo um pouco maior gasto pela formulagdo F2 para as instdncias com N =
25 se deve ao processo de fixagdo das varidveis inteiras, que pode ndo ser tdo imediato quanto nas
varidveis bindrias. Mesmo assim, os tempos sdo considerados bem baixos, caso a solu¢io 6tima
seja imprescindivel.

Por fim, o dltimo conjunto testado possui instdncias compostas por IV tarefas idénticas,
ou seja, as duragdes de a;, [; € b; sAo as mesmas para todas as tarefas da instancia em questao. Para
esse caso especifico, existe um algoritmo O(logn), proposto por [Baptiste, 2010]. Desta maneira, a
utilizacdo de formula¢des matematicas ndo € a abordagem mais eficiente em termos praticos, pois
todo o processo de criagdo e execugdo do modelo poderia ser substituido pela execucdo direta do
algoritmo. Em instincias de maior porte, o tempo consumido pelas etapas de preparacdo, leitura e
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Tabela 5: Instancias onde todas as tarefas tém a mesma durag¢@o e o mesmo intervalo (sem quebra de

simetria)
Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2 CP F1 F2 | CP Fl1 F2
5 0,2 9,7 01 00 00 00| 30 30 30
10 151,7 86,5 360,0 1,9 29 48| 28 28 21
15 873,1 4189 540,1 | 159 123 324 1 18 12
20 900,0 610,3 510,1 | 15,6 27,7 40,1 0 11 13
25 900,0 571,2 4825 | 16,3 33,9 41,8 0 13 14

pré-processamento da modelagem comecgaria a ser muito maior.

O que se pretende avaliar aqui € se os otimizadores conseguem encontrar um mecanismo
de resolver mais eficientemente a modelagem matematica, lancando miao da similaridade das tare-
fas. Os resultados sdo apresentados na Tabela 5.

De forma contra-intuitiva, até certo ponto, a formulacdo CP que vinha obtendo bons re-
sultados nos testes anteriores teve o pior desempenho dentre as trés modelagens testadas. O de-
sempenho ruim se deve aos limites duais que ndo foram aprimorados tdo bem quanto antes. Esse
foi o primeiro conjunto de instincias onde F1 e F2 tiveram limites duais melhores, em algumas
instancias. Por outro lado, as formulacdes CP e F2 obtiveram a melhor solugdo factivel em 150 e
142 instancias, respectivamente (considerando empates), enquanto a melhor solucéo foi obtida por
F1 em apenas 116 casos.

A execugdo em si da formulacdo CP também apresentou um comportamento diferente,
em relacdo aos testes anteriores. A melhor solu¢do final foi encontrada em menos de 1 segundo,
em 148 instancias. A partir desse ponto, todas as inferéncias e buscas realizadas pelo otimizador
surtiram pouco efeito nas instancias maiores, pois o otimizador “estagnou’, sem conseguir melhorar
nem a solug@o incumbente nem o limite dual.

As solucdes geradas apds a “estagnacdo”, embora distintas em termos de valores de
variaveis, apresentam o mesmo resultado estrutural final, pois as tarefas sdo idénticas. Assim, exe-
cutar as tarefas do problema em qualquer ordem vai gerar a mesma solucdo, apenas com as varidveis
trocadas. Essa situacdo ¢ comumente chamada de problema de simetria e € bastante comum em pro-
blemas envolvendo grafos ([Talbi e Weinberg, 2007]) ou clusterizagao ([Pelikan e Goldberg, 2000]).

Nesses casos, uma forma de auxiliar a execu¢do da formulacio consiste em acrescentar
ao modelo restricdes especificas que quebrem a simetria, sem comprometer a busca por solucdes
factiveis. A quebra de simetria proposta nesse trabalho consiste apenas em definir uma ordenacio
completa para a execugdo das tarefas, sem forcar que seu inicio ocorra em um determinado tempo (a
definicdo do tempo de inicio das tarefas € um trabalho do otimizador). Foi estabelecido que a tarefa
¢ deve iniciar antes da tarefa ¢ + 1, para todas as tarefas de cada instancia. Assim, a otimizac¢io ndo
explorard solugdes diferentes que tenham apenas a ordem das tarefas trocada, ou seja, solucdes que
sejam apenas uma permutacdo da ordem de execugdo das tarefas.

4.1. Quebra de Simetria

As restri¢des (19), (20) e (21) foram adicionadas as formulagdes CP, F1 e F2, respectiva-
mente, para garantir que a execucdo de uma tarefa ¢ ocorra antes da tarefa 1 + 1. As formulacdes
expandidas, com quebra de simetria, foram executadas novamente para as mesmas instancias da
Tabela 5 e os novos resultados podem ser vistos na Tabela 6.
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Tabela 6: Instancias onde todas as tarefas tém a mesma durag@o e o mesmo intervalo (com quebra de
simetria)

Grupo TM(s) GM(%) SO
N CP F1 F2|CP F1 F2|CP Fl1 F2
5 0,0 08 0,0]00 00 00| 30 30 30
10 01 722 00]00 1,2 0,0| 30 28 30

15 0,1 4724 0,1 0,0 - 00| 30 17 30
20 0,1 7786 0,2 0,0 - 00] 30 6 30
25 0,3 790,8 29 0,0 - 0030 4 30
start(a;) < start(a;+1) @ € {1,....,|N|—1}, (19)
T T
S tway < trmiay i€ {l,..,|N| -1}, (20)
t=0 t=0
;i < 841 L€ {1, vy ‘N‘ - 1}, 2D

Os resultados obtidos pelos otimizadores para as formulagdes com quebra de simetria
mostram que as novas restricdes foram muito efetivas para as formulagdes CP e F2, que passaram
a encontrar e provar a solucdo, para todas as 150 instancias testadas, em poucos segundos. De fato,
o desempenho original ruim, sobretudo da formulagdo CP, nesse conjunto de instincias com tarefas
idénticas se devia a simetria que foi resolvida pela adi¢do das novas restrigdes.

Contudo, a formulacao F1 mostrou um desempenho ainda pior com a adi¢c@o das restri¢des.
Em 47 das 150 instancias, a execugdo da formulacdo ndo conseguiu gerar sequer uma solucdo
factivel dentro do tempo limite, o que inviabilizou o calculo do gap médio e dificultou a obtencdo
da solucdo 6tima em algumas instancias.

5. Conclusoes
O presente trabalho abordou o Coupled-Task Scheduling Problem (CTSP). O objetivo do

trabalho foi investigar se caracteristicas especificas das tarefas podem fazer com que a execucio
de modelagens matemdticas de Programacao Inteira Mista (F1 e F2) e Programagdo por Restri¢cdes
(CP) apresente resultados diferentes significativos.

Os resultados mostraram que algumas caracteristicas tiveram impacto, sim, como as tare-
fas contendo apenas uma unidade de tempo de execucdo. No caso de tarefas idénticas, a execucdo
das formulagdes originais foi afetada pelo problema de simetria. A adi¢cdo de restricdes que que-
bram a simetria foi bem aproveitada pelas formulagdes CP e F2, mas ndo pela formulagdo F1, que
teve sua execugdo prejudicada com as novas restricdes impostas.

De modo geral, a formulacdo CP, proposta nesse trabalho, obteve resultados melhores
que as demais formulagdes da literatura em todos os conjuntos de instancias testadas e também
apresentou bom desempenho quando foi alterada para evitar o problema de simetria. Como pontos
positivos da formulagao, € valido destacar ainda a grande capacidade de encontrar as melhores
solucdes (comparada as outras duas formulagdes) e o baixo gap médio obtido. O tempo médio de
execucdo da formulagdo F2 € outro ponto importante a ser destacado.
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6. Trabalhos Futuros

Como trabalhos futuros, ainda sdo possiveis testes com instancias que possuam outras
caracteristicas além daquelas que foram testadas, bem como instancias de maior porte. O acréscimo
de restri¢des que fortalecam as formulagdes e facam o limite dual ser mais aprimorado ao longo da
execucdo também é uma boa oportunidade de estudo.
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