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RESUMO
Neste trabalho apresentamos um framework para implementagao de algoritmos de Branch-

and-Bound paralelo denominado Branch-and-Bound Library ou BBL. BBL é desenvolvida sobre
o paradigma de orientacdo a objetos em C++ e pode ser utilizada para a constru¢cdo de metodolo-
gias baseadas em Branch-and-Bound para otimizacao inteira, tanto para o caso linear quanto para
o caso ndo linear e para otimizag@o global por meio de Branch-and-Bound espacial. BBL ¢ dis-
tribuida sob a licenga MIT de software livre, possui uma série de parametros para customizacao e
permite que suas estruturas de dados (classes) sejam derivadas, possibilitando assim um maior nivel
de especializacdo das abordagens construidas. Como resultado deste trabalho, esperamos fornecer
suporte para pesquisa e desenvolvimento de aplicagcdes especializadas de Branch-and-Bound, tanto
em dominio discreto quanto em dominio continuo.
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ABSTRACT

In this work, we present a framework for the implementation of Branch-and-Bound al-
gorithms called Branch-and-Bound Library or BBL. BBL is developed using the object-oriented
paradigm and can be used to build methodologies based on Branch-and-Bound for integer optimi-
zation, for both linear and nonlinear cases, and for global optimization by means of spatial Branch-
and-Bound. BBL is released under the MIT free software license; it has several parameters for
customization and it allows derivation of its data structures (classes), thereby enabling a high level
of specialization in the developed approaches. As a result of this work, we hope to support research
and development of specialized applications of Branch-and-Bound in both continuous and discrete
domains.
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1. Introducao

Land e Doig propuseram o que parece ser o primeiro algoritmo de Branch-and-Bound
(BB) em Land e Doig [1960]. Desde entdo, algoritmos de Branch-and-Bound se consolidaram como
uma das principais técnicas para a resolucdo de problemas de otimizacdo que incorporam variaveis
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em dominios discretos, seja em contexto linear ou nao linear, e também para a resolucio de proble-
mas de otimizacdo global em dominio continuo através da variacdo conhecida como Branch-and-
Bound espacial (mais informacgdes podem ser encontradas em Morrison et al. [2016]; Huang et al.
[2021]; Liberti [2008]). Neste trabalho, consideramos o seguinte problema geral de otimizagao:

minimizar, f(z)
sujeito a: reX

(P) (1

onde f(x) é uma funcdo possivelmente ndo linear e possivelmente ndo convexa, e X é uma regido
vidvel definida por um conjunto de restri¢des, possivelmente incluindo restricdes nao convexas e/ou
de integralidade de varidveis. Em geral, algoritmos de BB sdo adotados para tratar problemas nao
convexos, seja pela incorporacao de restricdes de integralidade, seja pela presenca de fungdes ndo
convexas na sua funcdo objetivo ou no seu conjunto de restricoes. Em geral, hé trés elementos
principais presentes em uma tipica aplicacdo de algoritmo de BB:

1. Um esquema de relaxagdo convexa para o problema (P), com o qual se pode obter limites
duais (inferiores para o caso de minimizacao) para (P);

2. Um esquema de particionamento da regido vidvel de (P) que permita melhorar a relaxa¢do
convexa em cada subparticdo gerada, de modo que os limites duais possam ser melhorados a
medida que o algoritmo progride e explora novas subparti¢des;

3. Mecanismos que permitam obter limites primais para (P), em geral através de solucdes
vidveis que por ventura sdo encontradas pela metodologia. Dessa forma, pode-se adotar um
critério de parada principal baseado na nulidade da diferenca entre o melhor limite primal
conhecido e o melhor limite dual conhecido. Limites primais também sdo utilizados para o
descarte de subparticdes onde a busca por uma solugdo de melhora ndo se mostre promissora.

Os principais pacotes de otimizacao linear inteira, tanto comerciais quanto abertos, pos-
suem implementacdes engenhosas de algoritmos de BB, como, por exemplo Cplex (IBM [2015]),
Gurobi (Gu et al. [2011]), Xpress (FICO [2025]), Mosek (APS [2025]), GLPK (Makhorin
[2012]), CBC (Forrest et al. [2020]), dentre outros. Todavia, mesmo com os avangados recursos do
estado da arte na area, ainda existe dificuldade marcante para a resolugdes de diversas aplicacdes
do mundo real. De forma similar, os principais pacotes de otimizagdo global, por exemplo, Baron
(Tawarmalani e Sahinidis [2005]), SCIP (Bolusani et al. [2024]) e Couenne (Belotti et al. [2009])
possuem implementacdes amadurecidas de BB espacial. Entretanto, esses pacotes podem ter di-
ficuldade em abordar problemas ndo convexos mesmo em dimensdo reduzida. Por estas razdes,
pode ser necessario desenvolver algoritmos personalizados para abordar aplicagdes especificas de
otimizacdo. Por exemplo, em Bard e Moore [1990] é desenvolvido um algoritmo de BB especi-
alizado para o problema de otimiza¢ao em dois niveis. J4 em Fampa et al. [2016], € apresentado
um algoritmo de BB especializado para o problema de Steiner Euclidiano. Dentre as dificuldades
envolvidas na implementagao de um algoritmo de BB paralelo, podemos mencionar:

* Implementacdo de exploracdo paralela na arvore de particdes em sistemas com multiplos
processadores, com sincronizacio de threads de processamento e gerenciamento de zonas de
exclusdo mutua para atualiza¢ao de dados de execucao;

* Armazenamento de dados eficiente em memoria para possibilitar o tratamento de problemas
com arvores de enumeragio extensas;
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* Gerenciamento de estruturas de dados que representam a arvore de subparti¢des e os respec-
tivos subproblemas envolvidos em cada uma delas;

* Descarte de particdes ndo promissoras quando o limite primal é atualizado;

De modo apoiar a pesquisa e implementacdo eficiente de algoritmos de BB, tanto com ob-
jetivos gerais quanto para aplicacdes especificas, apresentamos nesse trabalho um framework aberto
em C++ para o desenvolvimento de algoritmos de BB paralelo. Nosso framework é orientado a
objetos e toma para si a complexidade envolvida no gerenciamento das threads de execugao, das es-
truturas de dados envolvidas e da exploracao apropriada da arvore de subparticdes com descarte de
subramos nao promissores, verificacdo de critérios de parada e mecanismos para acompanhamento
geral da execugdo do algoritmo. Nosso framework, denominado Branch-and-Bound Library (Bibli-
oteca de Branch-and-Bound) ou BBL, € gratuito, de c6digo aberto e estd disponivel em repositério
publico de cddigos de programacio. Ademais, além de BBL possui uma série de pardmetros custo-
mizdveis, a biblioteca ainda € implementada sob o paradigma da orientacio a objetos usando a lin-
guagem C++, 0 que permite que suas classes possam ser derivadas de modo a facilitar a modificacio
dos procedimentos implementados, caso seja necessario. Com a disponibilizagdao de BBL, espera-
mos facilitar o trabalho de pesquisadores e técnicos em trabalhos relacionados ao desenvolvimento
de algoritmos de Branch-and-Bound em aplicagdes especificas, liberando os mesmos de toda a
complexidade envolvida em uma implementacio eficiente dos pormenores de uma metodologia de
BB, o que pode ser especialmente 1til para usudrios com pouca experiéncia em programacao.

Este texto estd organizado da seguinte forma: a Secdo 2 discute aspectos gerais do algo-
ritmo de BB, a Secdo 3 apresenta a Branch-and-Bound Library de forma geral. Por fim, a se¢do 4
conclui o trabalho.

2. O Algoritmo de Branch-and-Bound

Em geral, algoritmos de Branch-and-Bound sdo aplicados na resolucdo de problemas
como (P) onde algum tipo de ndo-convexidade esteja presente. Esta ndo convexidade pode ser
oriunda de restricdes de integralidade de um subconjunto das varidveis de decisdo (otimizagdo in-
teira mista), ou pode se originar da presenca de funcdes ndo convexas na fung@o objetivo ou no
conjunto de restri¢des (otimizagdo global). Para que seja exitosa, uma metodologia de BB deve se
basear em algum um esquema de relaxag@o convexa a ser adotado nas parti¢cdes do espago que vao
sendo dinamicamente geradas. Assim, o problema abordado (P) ¢ aproximado por sua relaxagdo
convexa, aqui denotada por (15) Adicionalmente, o esquema de relaxagdo convexa adotado deve
ter o potencial de melhorar a aproximacao do problema original a medida que novas subparti¢des
do espaco sdo geradas e exploradas. Usualmente, em problemas de otimizacdo linear inteira mista,
a relaxac@o convexa é obtida através da relaxacio das restricdes de integralidade, gerando assim a
chamada relaxacdo continua. Esse mesmo esquema também pode ser adotado em problemas de
otimizagdo ndo linear inteira mista onde ndo haja qualquer funcio nao convexa presente na funcgio
objetivo nem no conjunto de restricdes. Em contra-partida, em problemas de otimizagdo global
continua, o esquema de relaxacdo convexa deve ser capaz de construir uma envoltdria convexa so-
bre a regido vidvel do problema, e/ou encontrar uma fungdo convexa que seja um minorante para
a funcdo objetivo, caso esta dltima seja ndo convexa. Em problemas de otimizacdo global com
variaveis em dominio discreto, pode ser preciso mesclar estes dois esquemas para a construgio
da almejada relaxagdo convexa. Em problemas de otimizagdo global continua, a metodologia de
BB € denominada como Branch-and-Bound espacial. Por se basear no particionamento do espaco
algébrico do problema tratado, podemos classificar a metodologia de BB como sendo um exemplar
de algoritmo de divisdo e conquista.
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O Algoritmo 1 traz o algoritmo geral de BB. Aqui, definimos como (P) a relaxagdo con-
vexa de (P) e como f(x) a funcdo objetivo de (P). X* é a k-ésima parti¢do do espaco, associada
entdo ao k né na chamada arvore de BB. Quando £ = 0, temos o nd raiz desta arvore e a particdo
inicial do espago, que é definida como o préprio espago original do problema (linha 2). z* € definido
como o melhor limitante primal conhecido (para o caso de minimizacdo, z* é o melhor limitante
superior conhecido), em geral dado por solugdes vidveis para (P). lf € o limite inferior da particao

k.

Entrada: (P): Problema de Otimizagao, €.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z™): solucfo Gtima de (P).

1 2% = 4o0;

2 X=X

3 Seja N := {0} a lista inicial de indices de nés em aberto;
4 1:=0;

5 Seja I} o limitante inferior do nd i;

6 1 := —o0;
7 Seja (Pyr) a relaxagdo convexa de (P) resolvida na particio (divisdo) do espago X*;
s enquanto N # () faca

9 Selecione um né k de IV;
10 N := N\{k};
11 se (Pyu) ¢ vidvel entio
12 Seja (") uma solugdo 6tima de (Py« ) com valor objetivo 6timo f(&*);
13 se &* for vidvel para (P) e f(&") < z* entdo
14 2= f(3%);
15 (z*) := (&%);
16 | N:=N\{j: I>2" — e // Podas por limite
17 se f(i*) < 2" — e, entdo
// Ramificacéo
18 Selecione uma varidvel z; para ramificagao;
19 Selecione os valores v; € v; para definir a divisdo do espaco;
20 XHT=Xrn{z e R":z; <v;}s
2 X*2=XFn{z e R": z; > 77}
22 I =42 = f(ER);
23 N:=NU{i+1,i+ 2}\{k};
24 =1+ 2;

Algoritmo 1: Branch-and-Bound basico.

Note que, no Algoritmo 1, uma arvore de busca é percorrida, onde, a cada né k explorado,
a relaxagdo convexa Py ) na partigio X* é resolvida. Assim, tomando por (Z*) a solugio 6tima
encontrada para (P« ), caso este seja vidvel, temos as seguintes possibilidades a considerar:

1. O problema (PXk) é invidvel: neste caso, pode-se descartar todas as subparti¢des de X*, pois
também serdo inviaveis (poda por inviabilidade, linha 11 do Algoritmo 1);

2. f(#*) > z": neste caso, como f(Z*) é um limitante inferior para (P) em toda subparti¢io
X%, podemos ento descartar esta parti¢io, pois ela nido pode abrigar soluc¢io que melhore o
limitante superior (poda por limite, linha 17 do Algoritmo 1);

3. &% é vidvel para (P) e f(ZF) < z%: neste caso, temos uma solugo vidvel melhor que a
melhor solucdo conhecida. Assim, podemos atualizar z“ e também descartar todas as demais
particdes em aberto que apresentam limitante inferior maior que o novo valor de 2z (podas
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por limite, linha 16 do Algoritmo 1). Note que Z* ser vidvel para (P) implica em Z* atender
possiveis restrigdes de integralidade ou restrigdes ndo convexas que possam estar presentes
em (P). Assim, é possivel que #* seja vidvel para (ka) (relaxacdo), mas nao seja vidvel
para (P) (o problema original);

4. f (#F) < 2% neste caso, precisamos avaliar subparticdes de X*, pois existe a possibili-
dade de alguma delas abrigar solucdo vidvel que melhore o limitante primal. Escolhemos
uma varidvel x; para particionar o espago e ramificamos a drvore, criando assim duas novas
subparti¢des (ramificacdo, linhas 18-24 do Algoritmo 1). E interessante notar que, em casos
onde (15) € construido apenas relaxando as restri¢cdes de integralidade, como no caso onde
(P) é um problema de otimizagio linear inteira mista, se Z* for uma solucio inteira e melho-
rar o limitante superior, ocorrerd poda por otimalidade na linha 17, pois f(Z") terd atualizado
o limite superior z* na linha 14.

No processo de ramificagdo (linhas 18-24), deve-se escolher os valores v; € v; (linha 19)
para definir a divisdo do espaco (linhas 20 e 21). No caso de (P) ser um problema de otimizagdo
linear inteira mista, classicamente, neste tipo de parti¢do do espago, x; estd restrita a valores inteiros
ev; = Li:fj ev; = (:ﬁﬂ Outros esquemas de ramificacdo mais complexos podem ser usados,
todavia. Por outro lado, se () for um problema de otimizagao global continua, em geral, v; = 5,
pois ndo faz sentido o conceito de arredondamento. Note que, nessa situacdo, a rigor, a divisdo do
espaco nio gera parti¢des, pois as duas divisdes geradas terdo intersecao nio vazia.

De modo a acelerar a convergéncia de algoritmos de BB, diversos truques tem sido propos-
tos na literatura, como, por exemplo, pré-processamento, heuristicas de viabilidade, pseudo-custos,
strong branching, gera¢do de colunas, geracdo de cortes, ramificacdo precoce (early branching),
etc (o leitor interessado pode consultar Morrison et al. [2016]; Huang et al. [2021]; Borchers e
Mitchell [1994]). O escopo deste trabalho se concentra em implementar um arcabouco geral de
BB, que ndo dependa de qualquer dado oriundo do problema sendo resolvido. Assim, nosso fra-
mework BBL ndo contempla estes recursos. Todavia, os mesmos ainda podem ser incorporados em
uma implementacdo de BB que seja construida sobre BBL, ficando entfo estes recursos a cargo de
implementacao do usudrio, pois dependem de particularidades do problema sendo tratado.

3. O framework Branch-and-Bound Library

Nosso framework, denominado Branch-and-Bound Library implementa em C++ todo o
arcabouco necessdrio para um algoritmo de BB paralelo conforme apresentado no Algoritmo 1, uti-
lizando os conceitos do desenvolvimento orientado a objetos. A inspiracio para o desenvolvimento
de BBL surgiu da nossa experi€ncia prévia em implementar algoritmos de Branch-and-Bound para
diferentes contextos, como o algoritmo de BB do solver MINLP Muriqui (Melo et al. [2020]), o
algoritmo de BB espacial do solver quadratico indefinido Tquad (Fampa et al. [2017]), o algoritmo
heuristico IGMA (Algoritmo de Minimizagao do Gap de Integralidade) para MINLP Bindria (Melo
et al. [2018]) e o algoritmo especializado para a resolu¢do do problema de Steiner euclidiano em
Fampa et al. [2016]. Rapidamente ficou claro que seria de interesse concentrar todos os mecanis-
mos internos relacionados ao funcionamento de BB em uma biblioteca computacional separada,
de modo a facilitar a manutenibilidade, clareza, correcio de erros e reaproveitamento, ndo apenas
da nossa parte, mas também por parte de outros pesquisadores e técnicos. BBL ¢é distribuida li-
vremente sobre a licenca MIT (MIT [1987]) e, correntemente, possui mais 6 mil linhas de cédigo
estrito (ja excluindo linhas em branco e linhas de comentario). BBL estd disponivel no repositério
https://github.com/xmuriqui/bbl onde pode ser baixada para utilizacio e estudo. Para
usar BBL, todavia, o usudrio deve implementar:
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* A definicdo dos limites inferiores e superiores para as varidveis do problema;

* Um procedimento callback para a resolucio das relaxacdes convexas em cada parti¢do do
espago (linha 12 do Algoritmo 1). Por exemplo, para implementar um resolvedor para
otimizacdo linear inteira mista com BBL, serd preciso utilizar algum método de resolugdo
de otimizacao linear para construir este procedimento callback;

* Um procedimento para escolher a(s) varidvel(eis) x; sobre a(s) qual(is) a ramifica¢do serd
feita, com os respectivos valores v; € v; para defini¢do das parti¢des geradas.

Procedimentos adicionais para melhorar o desempenho de metodologias de BB ficam a
cargo de usudrio. O escopo de BBL é implementar de forma transparente o funcionamento geral in-
terno de um algoritmo de BB paralelo. E vilido ressaltar que BBL permite a total customizagdo do
particionamento ou divisdo do espago, inclusive permitindo a ramificacdo sobre multiplas varidveis
simultaneamente conforme discutido em Melo [2012]. Por exemplo, se for optado pelo particio-
nando sobre duas varidveis bindrias x; e &, serdo geradas quatro subparti¢des do espaco: a primeira
com z; = 0,z; = 0, a segunda com x; = 0,z; = 1, a terceira com z; = 1,z; = 0 e a quarta
x; = 1,z; = 1. Dentre as principais funcionalidades presentes podemos mencionar:

» Exploracdo das parti¢des do espaco em paralelo com possibilidade de escolha do nimero de
threads exploradoras;

* Estruturas de dados avancadas para gerenciamento eficiente dos nds da arvore de BB;

e Zona de exclusdo mutua para garantir o correto gerenciamento e exploracdo das parti¢des
entre as diferentes threads;

¢ Procedimento callback chamado para resolucdo da relaxacdo convexa em cada parti¢do.
Com a implementagdo deste procedimento, o usudrio pode adicionar diversas funcionali-
dades ao cédigo como preprocessamento, adicdo de cortes, heuristicas, geracao de colunas,
ramificagdo precoce (early branching, proposta por Borchers e Mitchell [1994]), atualizacdo
de pseudo-custo, etc;

* Procedimento callback para o usudrio escolher o(s) indice(s) da(s) varidvel(eis) x; sobre as
quais sera feita ramificacdo, e os valores v; e v; usados para dividir o espago;

* Um procedimento callback que permite ao usudrio gerar as novas parti¢des por conta propria
como bem entender;

* Possibilidade de Incorporacdo de solucio primal e/ou dual de cada relaxacdo solucionada, de
modo a permitir o uso de técnicas de warm start;

* Possibilidade de derivar a classe BRL_Node, que carrega as informacdes de cada particdo ge-
rada. Dessa forma, € possivel armazenar informagdes extras para cada parti¢do e personalizar
o método de geracdo de novas parti¢des;

» Exploracdo da arvore pelas seguintes estratégias: “Largura”, “Profundidade”, “Melhor Li-
mite”, “Profundidade até a primeira solucdo vidvel e apds Melhor Limite”,;

 Histérico de solugdes vidveis encontradas;

* Procedimento callback chamado a cada vez que a melhor solucdo conhecida € encontrada;
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* Procedimento callback que permite acompanhar o final de cada iteracdo;
» Contadores de podas de cada tipo realizadas ao longo da exploracio;

 Possibilidade de contagem do nimero de podas por tipo em cada nivel de profundidade da
arvore;

* Critérios de parada alternativos como: “niimero mdximo de iteracdes”, “tempo mdximo de
CPU”, “tempo mdximo de relogio” e “parada forcada pelo usudrio”;

* Possibilidade de definicdo de limites adicionais para as varidveis de decisdo do problema
abordado.

* Possibilidade de checagem dindmica, por parte do usudrio, de todos os nés de BB em aberto
nos procedimentos callback.

E possivel encontrar outros frameworks para implementacio de Branch-and-Bound, como,
por exemplo, Kodiak (Smith et al. [2015]), outro framework também implementado em C++ como
um projeto suportado pela agéncia espacial dos Estados Unidos (NASA). Todavia, Kodiak pos-
sui menos opgdes customizdveis que BBL e implementa o BB de modo recursivo, o que traz
limitagdes praticas pelo maior uso de memoria do sistema necessdrio para realizar chamadas de
funcdo, limitacdo da profundidade maxima da 4rvore de BB devido ao tamanho maximo da pilha
de chamadas de funcdo e a possibilidade de exploracdo apenas por profundidade, o que pode com-
prometer seriamente a performance de um algoritmo de BB. Uma outra biblioteca, denominada
ABACUS (Jiinger e Thienel [2000]) oferece um framework avancado para BB ja com integracdo
com pacotes de otimizagdo linear, e suporte direto a cortes e geragdo de colunas. Todavia, o projeto
estd restrito apenas ao ambito de problemas de otimizagdo com expressodes lineares, e ndo pode ser
usado para implementar um algoritmo de BB espacial que adote relaxagao convexa nao linear. Outro
projeto similar ao ABACUS, é o SYMPHONE (Ralphs e Giizelsoy [2005]), que possui funcionalida-
des semelhantes, mas também possui seu escopo limitado apenas a subproblemas lineares. Outros
frameworks para Branch-and-Bound incluem BiCePS (Ralphs et al. [2004]) e Branch-and-Cut and
Price Framework (Ralphs e Ladanyi [2001]), sendo estes também com recursos avangados voltados
para otimizacdo linear inteira. BBL, por outro lado, tem o objetivo de trazer a separagdo total entre
o problema sendo resolvido e as implementagdes relativas ao funcionamento de algoritmos de BB.
Por essa razdo, BBL ndo traz qualquer tipo de recurso para representacdo do problema, integracao
com pacotes resolvedores e suporte a recursos avancados como geracdo de cortes e de colunas.
Em contrapartida, BBL pode ser utilizada em qualquer projeto geral que envolva BB, seja para o
tratamento de problemas lineares ou nao lineares, com a possivel presenca de varidveis inteiras.
Ademais, BBL pode ser integrada com outros pacotes computacionais que implementam apenas os
recursos adicionais presentes nos demais frameworks citados, como, por exemplo, o projeto Open
Solver Interface (Forrest et al. [2024a]) que implementa integracdo com uma série de solvers de
otimizacdo linear, ou o projeto Cut Generator Library (Forrest et al. [2024b]) que implementa uma
biblioteca com uma série de op¢des de cortes para otimizagdo linear inteira mista. Através des-
ses projetos externos, pode-se trazer ferramentas avangadas para um BB implementado com BBL,
com a vantagem de BBL ser altamente customizdvel e possibilitar, por exemplo, a construcio de
procedimentos para resolucio de problemas de otimizagdo global.

4. Conclusoes
O desenvolvimento de software aberto € uma tarefa importante para dar suporte a pesquisa
e aplicacdes computacionais. Neste trabalho, disponibilizamos um framework aberto em C++ para a
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implementacdo de algoritmos de BB paralelo denominado Branch-and-Bound Library (BBL). BBL
tem o objetivo de suportar o desenvolvimento e aplicagdo de metodologias de BB especializadas a
determinadas aplicagdes tornando transparente ao usudrio a exploracao paralela do espaco de busca.
Dessa forma, usudrios podem se focar na contribui¢do de suas metodologias em si, se liberando da
preocupacgdo com detalhes técnicos da implementag¢do do procedimento base de BB. BBL est4 dis-
ponivel sob a licenca MIT no repositério https://github.com/xmuriqui/bbl, onde pode
ser baixada livremente para utilizacdo e estudo. Junto com o cddigo e arquivos de compilacio,
também ¢é possivel baixar exemplos de uso da BBL neste mesmo repositério. Correntemente,
BBL j4 suporta procedimentos de Branch-and-Bound nos pacotes computacionais Muriqui para
otimizagdo nao linear inteira mista ¢ Tquad para otimizagdo quadratica global.
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