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.. RESUMO . .
Este trabalho propde o primeiro método exato para o problema Strip Packing com pecas

irregulares utilizando restricdes de corte guilhotina. Baseado no Dotted Board Model, desenvol-
vemos um algoritmo de Branch-and-Cut que elimina padrdes invidveis por meio de cortes validos
derivados de fungdes D. As pegas sdo convexas, com rotagdes discretas, e o corte final é obtido por
uma sequéncia valida de cortes guilhotina. Utilizamos discretizacdo unitaria e modelagem baseada
em varidveis g4, sujeitas a restrigdes de ndo-sobreposi¢do, demanda e limite de comprimento. A
explosdo combinatdria foi tratada com cobertura de cliques no grafo de conflito e geragdo dinadmica
de cortes. Em 76 instancias de benchmark, provamos a otimalidade em 47% dos casos, com gap
médio de 14,5% nas demais, com tempo limite de uma hora de CPU.

KEYWORDS. Branch-and-Cut. Problema de corte. Nesting problem. Corte guilhotinado.
Pecas irregulares.
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) ABSTRACT ) ) L
This paper proposes the first exact method for the strip packing problem with irregular

pieces using guillotine cut constraints. Based on the Dotted Board Model, we have developed
a branch-and-cut algorithm that eliminates infeasible patterns using valid cuts derived from D-
functions. The pieces are convex, with discrete rotations, and the final cut is obtained by a valid
sequence of guillotine cuts. We used unitary discretisation and a mathematical model based on d 4,
variables, subject to non-overlap, demand and length limit constraints. The combinatorial explosion
was treated with clique coverage in the conflict graph and dynamic cut generation. In 76 benchmark
instances, we proved optimality in 47% of the cases, with an average gap of 14.5% in the others,
with a CPU time limit of one hour.

KEYWORDS. Branch-and-Cut. Cutting Problem. Nesting Problem. Guillotine Cut. Irregu-
lar Pieces.
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1. Introducao
Problemas de corte e empacotamento t€ém sido amplamente estudados nas tltimas décadas

devido ao seu impacto direto na eficiéncia de processos industriais, com implica¢des econémicas e
ambientais relevantes. Diversas variantes foram tratadas na literatura, porém métodos exatos ainda
s80 escassos para problemas com caracteristicas priticas, como a exigéncia de cortes guilhotina em
pecas de geometria irregular. Tais caracteristicas sdo fundamentais para a aplicabilidade industrial
dos métodos propostos, especialmente em setores como vidro, metalurgia, calgcados e méveis.

Entre essas variantes, destaca-se o problema de irregular strip packing, também conhe-
cido como problema de nesting, em que um conjunto de pecas bidimensionais irregulares deve ser
posicionado sobre uma placa de altura fixa e comprimento infinito, com o objetivo de minimizar o
comprimento utilizado. Ao impor que os cortes devem ser do tipo guilhotina (quando aplicado a
uma placa, o corte € realizado paralelamente a um de seus lados, de uma extremidade a outra da
placa ou sub-regido), a maioria dos trabalhos propostos na literatura considera pegas retangulares
[Gilmore e Gomory, 1965; Beasley, 1985; Russo et al., 2020]. No entanto, no contexto industrial,
especialmente na industria do vidro, a maioria das pegas sdo irregulares, e os cortes devem seguir
uma sequéncia guilhotina, ndo necessariamente em dire¢des ortogonais [Han et al., 2013].

A literatura para o problema de cortes guilhotina em problemas com itens irregulares
apresenta apenas procedimentos heuristicos como estratégia de solucdo [Han et al., 2013; Martinez-
Sykora et al., 2015; Bennell et al., 2018]. Nao existem métodos exatos que resolvam de forma
eficiente o irregular strip packing problem com essa restrigao.

Este trabalho propde o primeiro método exato baseado em Branch-and-Cut, utilizando
uma modelagem discreta adaptada do Dotted Board Model [Toledo et al., 2013]. O algoritmo
elimina padrdes de corte invidveis por meio da geracdo dindmica de cortes validos, garantindo que
os mesmos sejam do tipo guilhotina. As pegas sdo convexas e consideradas com rotagdes discretas,
o que preserva a generalidade do modelo. Esta abordagem oferece uma alternativa robusta e rigorosa
para um problema até entdo resolvido apenas de forma aproximada.

2. O Modelo Dotted Board
O Dotted Board Model (DBM) é uma formulacdo baseada em grade para problemas de

corte de pecas irregulares, na qual a regido disponivel (placa) € discretizada em um conjunto finito de
pontos denominados dots. A cada combinac¢do de ponto d, tipo de pega ¢ e rotacdo r, associa-se uma
variavel bindria d4-, que assume valor 1 se e somente se a pega t na orientacdo r for posicionada
com sua ancora no ponto d [Toledo et al., 2013; Cherri et al., 2018].

No modelo proposto por Toledo et al. [2013], sempre que duas pecas em uma dada rotacao
nio podem estar em um determinado ponto a0 mesmo tempo, uma restricdo dgs + Ogrpryr < 1
¢ imposta, podendo gerar um ndmero substancialmente grande de restricdes. Para contornar o
grande numero de restri¢cdes referentes a ndo-sobreposicdo de pecas, [Rodrigues e Toledo, 2017]
propuseram uma reformulacdo do modelo via cobertura de arestas por cliques. Nesta reformulagao,
um grafo de cliques de sobreposi¢do G(v,e) é gerado, reduzindo o nimero de restri¢des de ndo
sobreposi¢do do modelo drasticamente. Este modelo, apresentado abaixo, e utilizado como base
neste trabalho.

min L (D
sa  (xg+10*),0qr <L deD,reRteT 2
Ydtryer dar <1 k€ G(v,e) (3)

> rdOdtr = Gt teT 4)

datr € {0,1} de D,reRteT (5)
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No modelo (1)-(5), a fun¢@o objetivo (1) minimiza o comprimento utilizado da placa para
acomodar todas as pecas. As Restri¢cdes (2) garantem suporte a funcio objetivo. A ndo sobreposi¢ao
entre as pegas é garantida pelas Restri¢des (3) impostas. A Restri¢do (4) garante que todas as pegas
sejam cortadas da placa. Por fim, as Restri¢cdes (5) definem o dominio das varidveis de decisao.

3. Método de Branch-and-Cut
Para impor as restri¢gdes de guilhotina, definimos padrdes nao-guilhotindveis como sub-

conjuntos de posicionamento de pegas na placa que ndo admitem sequéncia de cortes retos de borda
a borda que separem todas as pecas. Se todos os subconjuntos deste tipo em .S fossem conhecidos,
a ndo sobreposi¢do das pecas poderia ser garantida fazendo:

Y. dar<|s|-Lses

(dit,r)es

Entretanto, encontrar todos esses subconjuntos de posicionamentos é uma tarefa ardua
por si s, talvez mais dificil que o problema original. Além disso, o nimero de todas as possiveis
restrigdes de guilhotina tende a ser demasiadamente grande, inviabilizando a resolu¢do do modelo.

Para lidar com este problema, introduzimos um algoritmo do tipo Branch-and-Cut para a
resolugdo do modelo (1)-(5). Para tal, considere originalmente o modelo (1)-(5) e que um conjunto
S é vazio. Para toda solucio factivel encontrada por este modelo durante sua resolucio, verificamos
se esta solugdo é guilhotindvel. Isto é feito analisando recursivamente se existe uma reta que separa
um subconjunto de pecas em dois grupos. Este procedimento € realizado com base na funcdo D
(orientagdo relativa ponto-linha) [Bennell e Oliveira, 2008]. Se tal corte ndo é encontrado, um
conjunto s de pecas é identificado, caracterizando um padrio invalido e é adicionado a S.

Desta forma, o corte gerado para garantir a guilhotinabilidade da solu¢do é dado por:

Y. dar<|s|-1s€eS

(t,r,d)es

Esses cortes sdo inseridos durante a resolugdo do problema, ou seja, o modelo € refinado
sem a necessidade de voltar ao inicio da busca por solugdes. Este procedimento € implementado
via callbacks no solver MIP.

4. Resultados

Os resultados experimentais mostraram a eficacia da abordagem branch-and-cut para o
problema de Strip Packing. O método foi capaz de encontrar uma solug@o 6tima comprovada para 37
de 76 instancias (47%) da literatura, destacando-se em casos como SHAPES4, RCO3 e SHIRTS2 4,
que, devido ao niimero de pecas e tamanho das placas, se apresentaram como mais desafiadoras.
Para as instincias em que a solug@o 6tima ndo foi encontrada dentro do limite de tempo de 3600
segundos, a lacuna média foi de 14,5%, um valor tipico para problemas de corte, que apresentam
formulagdes com lacunas considerdveis, mesmo quando préximas da solucdo 6tima. A média de
tempo de execugdo foi de aproximadamente 1980 segundos, com a funcdo de callback sendo cha-
mada 484,89 vezes em média, e a insercdo de cerca de 1,9 cortes por chamada, representando 9%
do tempo total de solucdo.

Em termos de desempenho, o algoritmo branch-and-cut demonstrou eficiéncia em instancias
dificeis, em que o nimero de chamadas ao algoritmo branch-and-cut inseridos foram elevados, evi-
denciando que esse método ndo apenas acelera a resolucdo do modelo, mas também incorpora
restrigdes reais, como os cortes guilhotinados, essenciais para a aplicabilidade pratica do problema.
Em particular, a instincia SHAPES7 apresentou um niimero significativo de chamadas (668) e cor-
tes inseridos (983), com o tempo de callback consumindo uma por¢ao consideravel do tempo total
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de execucdo (901,3 segundos). Esses resultados indicam que a técnica branch-and-cut pode ser
uma ferramenta poderosa para lidar com o problema de Strip Packing, oferecendo solucdes de alta
qualidade para um conjunto diversificado de instancias.

5. Conclusao
Este trabalho apresenta um avango significativo no tratamento do problema de corte de

pecas irregulares com restri¢do de cortes guilhotina. A partir do desenvolvimento de um algoritmo
exato baseado em Branch-and-Cut, foi possivel superar desafios cldssicos, como a explosdo com-
binatéria e a complexidade das restricdes de guilhotina, oferecendo solugdes Gtimas em diversas
instancias. Os resultados experimentais indicam a eficicia do método, o que abre novos caminhos
para a pesquisa de métodos exatos para os problemas de corte de pecas irregulares considerando
restricdes de guilhotina.
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