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RESUMO

Uma r-atribuicao de papéis em um grafo G consiste em rotular os vértices com r papéis
distintos de forma que vértices com o mesmo papel tenham o mesmo conjunto de papéis nos vértices
adjacentes. O problema de atribui¢do de papéis possui aplicagdes em redes sociais, bioldgicas e
tecnolégicas. E conhecido que determinar se um grafo admite r-atribuicio de papéis é NP-completo
para r > 2. Neste artigo, investigamos o problema da 4-atribui¢do de papéis no produto forte de
grafos G X H. Provamos que o problema é NP-completo quando G e H sdo grafos ndo triviais. Por
outro lado, mostramos que, quando G ou H sdo bipartidos, cografos, grafos split, ou cordais com
2-atribuicdo de papéis, o produto forte entre eles sempre admite uma 4-atribuicio de papéis, o que
torna o problema soluciondvel em tempo constante ou linear no caso dos cordais.

PALAVRAS CHAVE. Atribuicao de papéis, Produto forte de grafos, Complexidade compu-
tacional.

TAG - Teoria dos Grafos e Algoritmos Relacionados; OA — Qutras aplicacoes em PO

ABSTRACT

An r-role assignment in a graph G consists of labeling the vertices with r distinct roles
such that vertices with the same role have the same set of roles in their adjacent vertices. The role
assignment problem has applications in social, biological, and technological networks. It is known
that determining whether a graph admits an r-role assignment is NP-complete for » > 2. In this
paper, we investigate the problem of 4-role assignment in the strong product of graphs G X H. We
prove that the problem is NP-complete when G and H are nontrivial graphs. On the other hand, we
show that when G and H are bipartite graphs, cographs, or split graphs, their strong product always
admits a 4-role assignment, making the problem solvable in constant time, or linear time in the case
of chordal graphs.
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1. Introducao
Introduzido por Everett e Borgatti [1991] como uma variacao da coloracdo de grafos, uma

r-atribuicdo de papéis de G € uma atribuicao de r papéis distintos para os vértices de G, de forma
que se dois vértices possuem a mesma atribui¢do de papéis, entdo o conjunto de papéis dos seus
vizinhos € igual. Dizemos que a atribui¢ao de papéis € uma R-atribuicdo de papéis de G, quando R é
um grafo e r = [V(R)|, no qual R é um grafo onde cada vértice representa um inteiro da r-atribuigcéo
de papéis. Assim, se G tem uma R-atribuicdo de papéis, entdo G possui uma r-atribuicao de papéis.
Comumente, chamamos os elementos de V(R) de papéis.

Aleksandar e Fred [1999] apresentam aplicagdes de atribuicdo de papéis em grafos de
interagdes e papéis desempenhados por individuos em redes sociais.

Temos que o problema de determinar uma r-atribuicdo é um problema ndo mondétono,
ou seja, pode ser que para determinado grafo exista uma 3-atribuicdo de papéis e ndo exista uma
2-atribuicdo de papéis, como € o caso do grafo ciclo com 5 vértices.

Sabemos que determinar se um grafo geral G possui uma r-atribuicao de papéis é um
problema NP-completo para qualquer r > 2 fixo [Roberts e Sheng, 2001; Fiala e Paulusma, 2005].
Além disso, para grafos cordais, foi provado que o problema é soluciondvel em tempo linear para
r = 2, porém NP-completo para r > 3 [van 't Hof et al., 2010]. Em grafos bipartidos, o problema é
NP-completo para » > 3, por outro lado, constante para r = 2 [Pandey, 2019]. Para grafos planares
e grafos com grau maximo 3, o problema é NP-completo para r > 2 [Purcell e Rombach, 2015,
2021]. Em grafos split, o problema € trivial para r = 2, polinomial para r = 3 ¢ NP-completo para
r > 4 [Dourado, 2016].

Castonguay et al. [2022, 2023] provaram que para produto Cartesiano sempre existe uma
2-atribui¢do de papéis, e ainda assim o problema permanece NP-completo para qualquer r > 3 fixo.
Recentemente, foi provado por Castonguay et al. [2025] que decidir se um prisma complementar
possui uma 3-atribuicdo de papéis pode ser resolvido em tempo polinomial. Além disso, existem
alguns resultados de atribui¢do de papéis para algumas opera¢des em grafos, como o produto
direto [Fiala e Paulusma, 2005], produto lexicogréfico [Zhao et al., 2010], produto corona [Guajajara
e Nascimento, 2024], grafo torus hexagonais [LI e HE, 2004] e grafo de Mycielski [Zhao et al.,
2010].

Seguindo as definicoes de Hammack et al. [2011], o produto forte de dois grafos G e H,
denotado por G ® H, é definido como um grafo com conjunto de vértices V(GR H) = {(g,h) | g €
V(G)e h € V(H)} e conjunto de arestas E(G R H) = {(g1, h1)(g2, h2) | g1 = g2, h1hy € E(H) ou
8182 € E(G), hy = ha}U {(g1,h1)(g2, h2) | 8182 € E(G) e hihy € E(H)}. G e H sdo chamados
de fatores.

Sabemos que qualquer grafo resultante de um produto forte possui uma 2-atribuicao de
papéis e para um dos fatores completo ou bipartido possui uma 3-atribuicio de papéis [Medeiros e
Nascimento, 2023, 2024]. Neste artigo focamos na 4-atribuicao de papéis. Mostramos que decidir
se uma entrada composta por um produto forte G ® H possui 4-atribui¢io de papéis é NP-completo
quando G e H sdo conexos nao triviais. Além disso identificamos algumas classes sobre G e H nas
quais o problema € solivel em tempo constante, como bipartidos, cografos e grafos split e em tempo
linear como no caso de grafos cordais com 2-atribui¢c@o de papéis.

2. Preliminares
Para conceitos basicos em grafos o leitor pode conferir em Diestel [2000]; Bondy e Murty

[2008]. Denotamos uma aresta entre os vértices u,v € V(G) por uv € E(G). Se uv € E(G),
dizemos que o vértice u € adjacente ao vértice v, ou que u € vizinho de v. Para a vizinhanca de um
vértice v, usamos a notagdo Ng (v).

Um grafo é chamado trivial se possui um tnico vértice e ndo trivial caso contrario. Uma
conjunto independente de um grafo G é um subconjunto de vértices que tomados dois a dois ndo
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sdo adjacentes. Um conjunto independente 7 de um grafo G é maximal se todo vértice v € V(G) \ 1
tem um vizinho em /. Um grafo G € bipartido, se existe uma parti¢do de V(G) = AU B, talque A e
B sio conjuntos independentes; (A, B) € chamada biparticdo de G. Um grafo é dito cordal se ndo
contém ciclos induzidos com 4 ou mais vértices.

Para um inteiro positivo k, definimos [k] = {1,2,...k}.

Dado um grafo simples G e um grafo R, possivelmente com lagos, uma R-atribuicdo de
papéis de G é uma fungio sobrejetora p : V(G) — V(R) tal que p(Ng(v)) = Nr(p(v)) para todo
v € V(G), onde p(S) denota {p(v) | v € S} para qualquer conjunto de vértices S. Diz-se que um
grafo G possui uma r-atribuicdo de papéis se ele admite uma R-atribui¢do de papéis para algum
grafo R, chamado de grafo de papéis, com |V(R)| = r. Denotamos por V(R) = [r] o conjunto de
vértices de R, também chamados de papéis. Daqui em diante, todos os grafos (exceto por ventura o
grafo de papéis) sdo simples. Uma propriedade ttil sobre o grafo de papéis é derivada da conexidade
do grafo G, como pode ser visto nos dois resultados seguintes.

Lema 1. [Hell e Nesetril, 2004] Sejam G e H dois grafos. Se p é um homomorfismo de G para
H, entio a distancia de p(u) para p(v) é no maximo a distancia entre u e v, para quaisquer
u,v € V(G).

Corolario 1. Se G ¢ um grafo conexo, entdo o grafo de papéis de toda atribuicdo de papéis em G
também é conexo.

Concluimos a sec¢do definindo o problema de decis@o associado a r-atribuicdo de papéis.

r-ATRIBUICAO DE PAPEIS
Instancia: Um grafo simples G.
Pergunta: O grafo G admite uma r-atribuicao de papéis?

3. Resultados

Nesta se¢ao apresentamos os resultados para uma 4-atribuicao de papéis. Primeiro prova-
mos casos particulares da atribui¢do de papéis que possuem complexidade polinomial para alguns
grafos produto forte. Posteriormente apresentamos uma reducdo provando que o problema de
4-AtriBui¢Ao DE Papiis é NP-completo.

Teorema 1. [Medeiros e Nascimento, 2025] Sejam G e H grafos simples conexos e R e S grafos
de papéis, possivelmente com laco. Se G possui uma R-atribuicdo de papéis e H possui uma
S-atribuicdo de papéis, entdo G ® H possui uma (R ® S)-atribuicdo de papéis.

Corolario 2. Sejam G e H grafos simples conexos. Se G possui r-atribuicdo de papéis e H possui
s-atribuicdo de papéis, entdo G B H possui (r - s)-atribuicdo de papéis.

Demonstracdo. Pelo Teorema 1, sendo R e S, respectivamente, grafos de atribuicio de papéis para
G e H, G ® H possui uma R X S-atribuicio de papéis. Sendo |[V(R)| =r e |[V(S)| = s, temos por
definicdo de produto forte que [V(RR S)| = [V(R) X V(S)|=|[V(RK S)|=r-s. |

Notamos que a reciproca do Corolario 2 nem sempre € verdadeira. Como contraexemplo,
temos que Cs ndo admite uma 2-atribuicdo de papéis, porém Cs KR Cs possui uma 4-atribuicdo de
papéis, como pode ser visto na Figura 1.

Algumas outras classes com resultados derivados do Corolario 2 sdo a dos bipartidos,
split e cografos, que, quando conexos e nio triviais, sempre possuem uma 2-atribuicao de papéis,
como demonstrado por Roberts e Sheng [2001], Dourado [2016] e Purcell e Rombach [2015],
respectivamente. Isso implica no Corolério 3 a seguir.
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Figura 1: Grafo C5 X C5 com uma 4-atribuic@o de papéis.

Corolario 3. Sejam G e H grafos conexos. Se G e H sdo bipartidos, cografos ou grafos split, entdo
G X H sempre possui uma 4-atribuicdo de papéis.

Exploramos a seguir o comportamento da 4-atribuicao de papéis no produto forte quando
seus fatores sdao cordais. Observamos que pelo Teorema 1, se G possui uma R-atribui¢do de papéis
e H possui uma S-atribui¢do de papéis, entdo G X H possui uma (R X §)-atribuicdo de papéis.
Como R e S podem ser determinados em tempo linear [van ’t Hof et al., 2010], isso implica que
uma 4-atribuicdo de papéis para G X H, cujo grafo de papéis € R X S, pode ser determinada em
tempo linear quando G e H sdo cordais. Observamos que isso € diferente de dizer que retornar o
grafo G ® H com uma atribui¢do possui tempo linear; neste caso, pela definicdo de produto forte,
temos que um grafo G X H terd m - n arestas, sendo m = |E(G)| e n = |E(G)|, isso implica que se
m = n, entdo E(G R H) = n?, ou seja, retornar o grafo produto forte G ® H pode ser ndo linear.

Corolario 4. Sejam G e H grafos cordais conexos. Se G e H possuem 2-atribuicdo de papéis,
entdo, uma 4-atribuicdo de papéis para G B H pode ser determinada em tempo linear.

A seguir, inspirados na demonstracdo de Castonguay et al. [2023], mostramos que o
problema de 4-AtriBuicAo DE Papgrs é NP-completo para o produto forte de dois grafos conexos
e ndo triviais. Para isso, faremos uma redug@o do problema NP-completo 3-CoLoragAo [Garey e
Johnson, 2002], cuja defini¢do segue abaixo:

3-CoLORACAO

Instancia: Um grafo G = (V, E).

Pergunta: O grafo G admite um mapeamento ¢ : V(G) — {1, 2,3} tal que c(u) # c(v),
para todo uv € E(G)?

A partir de um grafo G, instincia para o problema de 3-CoLORACAO, apresentamos a
Construcdo 1 para obter um grafo H. Apds, o utilizamos para obter a instancia H X K, de
4-ATRIBUICAO DE PAPEIs para produto forte. Assumimos que G € conexo e que |V(G)| > 3.

O grafo de Levi, ou grafo de incidéncia, H de um grafo G é um grafo bipartido tal que
V(H) =V(G)UE(G)e E(H)={ve|veV(G),e € E(G)ev € e}.
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Construcao 1: Dado um grafo G com V(G) = {vy,...,v,},comn >3 e E(H) = {e1,...,em}.
Definimos 1 <i<nel <j <m.

* Construimos um grafo H, a partir do grafo de Levi L(G).

* Para cada par de vértices e; € V(H) adicionamos uma aresta. Para cada e; € V(H)

adicionamos um vértice f; € V(H) e e; f; € E(H), formando o subgrafo Z; como podemos
ver na Figura 2.

¢ Adicionamos o subgrafo Fy, exibido na Figura 2, e adicionamos v;d, € E(H).

Isto completa a construcdo do grafo H. Um exemplo do Grafo H segue na Figura 2.
Utilizaremos uma notacdo semelhante a usada em produtos Cartesianos por Castonguay et al.
[2022]. Em um produto G X K;, temos que K, € um grafo completo de ordem 2, consideramos
V(K3) = {vi,v2}, denotamos por u o vértice (u,v;) e por u’ o vértice (u,v;) para qualquer

u € V(G). Dizemos que u’ € o vértice correspondente de u, e G’ € o grafo correspondente de G.

Fy

Figura 2: Grafo H, construido a partir do grafo G, com V(G) = {v{,v,v3} e E(G) = {e},e2}, sendo

€1 =Vivp eex =Vyvsa.

A demonstragao estrutura-se da seguinte forma: primeiro, no Lema 2 mostramos que se G
possui uma 3-coloragdo entao H X K> possui uma 4-atribuicao de papéis; posteriormente, no Lema 4
mostramos que se H X K, possui uma 4-atribui¢ao de papéis, entdo G possui uma 3-coloragao. Na

prova, usaremos o grafo R4, da figura 3, para uma 4-atribuicao de papéis. Finalmente, no Teorema 2
concluimos o resultado de complexidade.

Lema 2. Seja G um grafo e H um grafo obtido a partir da Construgdo 1. Se G tem uma 3-coloragdo

entdo H W K, possui uma 4-atribuicdo de papéis.
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Figura 3: Grafo Ry.

Demonstracdo. Sejac :V(G) — {1,2,3} uma 3-colorac¢do de G.
Para simplificar a defini¢do da funcao de atribui¢ao de papéis, sendo1 <i < nel < j < m,
introduzimos os seguintes subconjuntos de V(H):

Ay ={fjlej=vivi, € E(G),c(vi)) =3ec(vy) =2} U{v; | c(vi) =1} U{ar, b1, x1,y1, };

Ay ={ej | ej € V(H)} U{az, by, dr, wa};

As={fjle; =vivi, € E(G),c(v;)) =1lec(vy) =2}yU{v; | c(v;) =3} U {as, b3, d3, w3,x3,y3};
Ag={fjlej=viyvi, € E(G),c(vi)) =lec(vy,) =3 U{v; | c(vi) =2} U {as, ds, x4, ya};

Definimos a atribui¢ao de papéis p : V(H K K,) — {1,2,3,4} da seguinte forma: para
cadaz € V(H),p(z) = p(z') =€sez € Ap,com € € [4].

Mostramos que p é uma Ry4-atribuicdo de papéis.

Observamos que a atribuicdo de V(H) € a mesma que para V(H’). Logo, para z € V(H),
dado que zz’ € E(H R K3) e p(z) = p(Z’), entdo £ € Ng(£), para £ € [4].

Fornecemos na Tabela 1, para cada vértice com papel 2 (Coluna 1) todos os vizinhos com
papel 1 (Coluna 2), 3 (Coluna 3) e 4 (Coluna 4). Mostraremos para z € V(H), pois paraz’ € V(H’)
a tabela € similar, considerando que todos os vértices sao correspondentes.

X y € N(x) y € N(x) y € N(x)

px)=2 | p(y=1 p(y) =3 p(y) =4

ej {(filfieAayu{vie [ {filfieAsbu{vie | {filfieAdU{v e
Ay} Az} Aq}

an al as aq

b2 b] b3 as

d> {b1} U{vi € A1} {d3, w3} U{v; € Az} | {da} U {vi € A4}

wo {x1,y1} {x3,y3} {x4, y4}

Tabela 1: Vizinhanga de atribuicio de papéis dos vértices x € V(H) para os papéis 1,2, 3,4.

Desta forma, mostramos que todo x € V(H K K3), com p(x) = 2, possui 1,3,4 €
P(NyR, (x)). Além disso, todo x € V(H K K3), com p(x) = {1,3,4}, possui 2 € p(NyRp, (X))

Nos resta mostrar que os papéis 1,3 e 4 ndo fazem adjacéncia entre si.

Observamos que os vértices dos conjuntos A, Az e A4 ndo possuem adjacéncia entre si.
Logo em H e H’ os vértices que recebem papel 1, 2 e 3 ndo fazem adjacéncia entre si. Dado dois

vértices (g1, n1), (g2, h2) € V(HR K3), para g1, g2 € V(H) e hy, hy € V(K>), temos os seguintes
casos de adjacéncia:

* Segi1 =gre hihy € E(K»). Temos por defini¢do de p que os vértices p(gi, k1) = p(g2, h2);
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e Se g1g2 € E(H) e h; = hp. Como ja citado, temos que se g;g» € E(H) entdo sem perda de
generalidade p(g1,h1) =2 ¢ p(g2, h2) € {1,2,3,4};

e Se g1g2 € E(H) e hihy € E(K»). Observamos que (g1, hy) faz adjacéncia com os vértices
correspondentes da vizinhanca de g e /i, logo pela defini¢do de p, temos que se p(g1, h2) = 2,
entdo p(g2, hy) € {1,2,3,4} ou, dado que ¢ € {1,3,4}, se p(g1, hy) = ¢, entdo p(g2, hy) €

{£,2}.
O

A seguir, no Lema 3, mostramos que R4 € o tnico grafo de 4-atribuic@o de papéis possivel
para H X Kj.

Lema 3. Seja H o grafo obtido a partir da Construcdo 1, aplicada sobre G, e seja R um grafo de
papéis. Se p : V(H K K,) — V(R) é uma 4-atribuicdo de papéis, entdo R = Ry.

Demonstracdo. Seja p : V(H KR K;) — V(R) uma 4-atribui¢do de papéis. Mostramos que R = Ry.
Como H X K, é conexo, sabemos pelo Lema 1 que R € conexo. Assumimos que p(a;) = 1. A
demonstragdo seguird por avaliar as possibilidades de papéis para os vértices a}, az, € a}. Primeiro,
observe que se p({ai,a},az, ay}) = {1}, entdo Ng(1) = {1}, uma contradigdo ja que R € conexo.
Consideramos entdo que 2 € p({a},az,a}}) e assim 2 € Ng(1). A fim de descartar algumas
possibilidades recorremos a afirmagao abaixo.

Afirmacao 1. p(a}) # p(a2).

Suponha por contradi¢do que p(a}) = p(az) =i € [4]. Sei =1, como 2 € Ng(1), temos
p(a}) = 2. Desta forma, Ng(1) = {1,2}. A conexidade de R nos permite supor que 3 € Ng(2).
Assim a), deve ter algum vizinho com papel 3, uma contradigdo dado que p(az) = 1 e 3 ¢ Ng(1).
Se i # 1, suponha s.p.g. que i = 2. A conexidade de R nos permite assumir que p(a}) = 3, e tomar
4 € Nr(3). Até aqui sabemos que Nr(2) = {1,2,3}. O vértice a), deve ter algum vizinho com
papel 4, o que gera uma contradicio dado que p(az) =2 e 4 ¢ Ngr(2).

Afirmacao 2. p(a;) # p(az).

Relembramos que p(a;) = 1. Suponha por contradicdo que p(az) = 1. Da Afirmagio 1
temos que p(a}j) # 1. Suponha s.p.g que p(a}) = 2. Dado que R € conexo assumimos que
p(a}) = 3, e tomamos 4 € Ng(3). Em relagdo ao papel 1, temos que Ng(1) = {1,2,3}. Observe
que a), deve ter algum vizinho com papel 4, uma contradi¢do dado que p(az) = 1e4 ¢ Ng(1).

Da Afirmagdo 1 podemos considerar que p(a}) # p(az) e, por simetria, que p(a)) # 1.
Da Afirmagio 2 podemos considerar que p(az) # 1 e, por simetria, que p(a}) # p(a}). Para
analisar o restante dos casos possiveis, ja desconsideradas as simetrias, temos:

e Caso 1. p(a}) =1, p(az) =2, p(a}) = 2;
* Caso 2. p(a}) =1, p(az) =2, p(a}) = 3;
* Caso 3. p(a}) =2, p(a2) =3, p(a}) = 3;
* Caso 4. p(ay) =2, p(az) =3, p(a)) = 4.

Observamos que o Caso 1 trata-se do ideal para concluirmos R = R4. Prosseguimos
mostrando contradi¢des nos Casos 2, 3 e 4.

Caso 2. p(a}) = 1, p(az) =2, p(a}) = 3.
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Da definicdo deste caso, temos que Nr(1) = {1,2,3}. Como R é conexo, temos que
4 € p({as,aj, aq,ay}). € imediato observar que se p(asz) = 4, entdo p(a}) = 4. Além disso, se
p(aq) = 4, temos que 1 ¢ p({aj, b2, b}}) e p(a)) # 2,3, pois 1 ¢ p({b2,b}}). Logo p(as) = 4
implica que p(a)) = 4. Assim temos que Ng(2) = {1,3,4}, Nr(3) = {1,2,4} e Nr(4) = {2,3,4}.
Similarmente, concluimos que se p(as) = 1, entdo p(aj) = 1 e que se p(aq) = 4 entdo p(ay) = 4.
Agora, analisaremos os papéis que a4 € a; podem assumir: ambos 1 ou ambos 4.

Considere primeiro que p(as4) = p(a)) = 1. Se 1 € p({b2, b}}), note que 4 ¢ p({b3, b}}),
pois 1 € Ngr(4). Além disso, 2,3 ¢ p({b3,D}), uma vez que 4 ¢ p({b3, b}}). Consequentemente,
1 ¢ p({b3,D}), dado que 2,3 ¢ p({b3, b}). Assim, temos entdo que 1 ¢ p({b2, b}}). Jd sabemos
que 1 ¢ Nr(4) e que 2 e 3 ndo possuem lago, logo p(b2) =2 e p(b}) = 3.

Agora, suponha que p(as) = p(ay) = 4. De forma andloga ao visto no pardgrafo
anterior, podemos concluir que p({b2,b}}) = {2,3}. Prosseguindo, dadas as adjacéncias de R,
temos (p(b1), p(b})) € {(1,1), (4,4}, p({da, d3}) = {2,3}, (p(w2), p(w))) € {(1,1),(4,4)} e
2,3 € p({x1,x],y1,y]}). Paraeste ltimo, temos que hd exatamente um vértice a de {x1,x7, y1, y|}
com papel 2 e exatamente um vértice 8 com papel 3, ja que 2 e 3 ndo possuem lago. Por fim, para
x € fxxf iy P\ @ B se (p(wa). p(wh) = (1, 1), como 4 € Ni({2.3}). entdo p(x) = 4, uma
contradi¢do pois 1 € Ng(4). O caso em que (p(w2), p(w})) = (4, 4) permite obter uma contradigdo
analoga.

Caso 3. p(a}) =2, p(az) =3, p(a)) =3.

Pela definicdo deste caso, temos que Ng(l) = {2,3} e Nr(2) = {1,3}. Como R é
conexo, temos que 4 € p({a3,aj, a4, ay}), logo Ngr(3) = {1,2,3,4}. Além disso, observamos que
3 ¢ p({as,ay}) pois {as,a}}| =2 < [Ng(3)| = 4. Assim, observamos que se p(a3) = 1, entdo
p(a}) =2, pois 2 € Ng(1) e se p(as) =4, entdo p(ay) =4, pois 1,2 ¢ Ng(4).

Podemos tomar entdo que se p(a3) = 1 e p(a}) = 2, entdo p(as) =4 e p(ay) = 4, pois
1,2 ¢ p({a}, b2, b}), e se p(az) =4 e p(ay) =4, entdo ou p(as) =1 e p(ay) =2oup(ag) =4e
p(a}) = 4. Analisaremos as possibilidades de pap€is que a4 € aj podem assumir.

Se p(as) = 1€ p(ay) = 2, como nem 1 nem 2 possuem lagos, entdo 1,2 ¢ p({b2,D}}),
além disso 4 ¢ Ng({1,2}), logo temos que p(b2) = 3 e p(b)) = 3. De outra forma, considerando
que p(as) = 4 e p(ay) = 4, se p({b2,b}}) = 4 entdo temos que p({b3,D}}) # {1,2}, pois
1,2 ¢ Ngr(4) e p({b3,b%}) # {3,4}, pois 3 € Nr(4), 1 € Nr(3) e 1 € Ng(4). Desta forma,
concluimos que p(b2) = 3 e, consequentemente, p (b)) = 3.

Prosseguindo, dadas as adjacéncias de R, temos que (p(b1), p(b})) € {(1,2),(4,4)},
p({da.ds}) = 3. (p(w2).p(w)) € {(12).(4.4)} € 1.2,3 ou 3,4 € p({x1.x].y1.}}). Para
este dltimo, temos que dois vértices terdo papel 3, ja que 3 possui laco. Além disso, temos que
1,2,3,4 € Nr(3). Desta forma, para @, € {xl,xi,yl,y'l}, se (p(wz),p(w’Z)) = (1,2), entdo
(p(@),p(B)) = (4,4) e se (p(w2), p(w))) = (4,4), entdo (p(@), p(B)) = (1,2), os dois casos nos
levam a uma contradicdo, dado que 1,2 ¢ Ng(4).

Caso 4. p(a}) =2, p(az) =3, p(a) =4.

Da defini¢do deste caso, temos que Ng(1) = {2,3,4} e Ng(2) = {1,3,4}. E imediato
observar que p(a3) = 1 e p(asz) = 2, pois se 3,4 € p({as,a}}), dado que 1,2 € Ngr({3,4}),
[{as, a3} = 2 < [Nr({3,4})| = 3. Observamos que (p(as), p(ay)) = {(1,2), ({1,2},{3,4}),
({3.4},{3,4})}. Desta forma, iremos analisar os papéis que a4 e a; podem assumir.

Considere primeiro que p(asg) = 1 e p(ay) = 2. Isso nos dd que Ng(3) = {1,2,4}
e Nr(4) = {1,2,3}. Prosseguindo, dadas as adjacéncias de R, temos (p(b2),p(b}) = (3,4),

(p(b3), p(b3) = (1,2), (p(b1),p(b}) = (3,4) e (p(d2), p(dy) = (1,2). Observamos que 3,4 €
p({ds,d}, w3, wi}), porém como ndo hd lagos em R, temos uma contradi¢do, dado que ao menos
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dois vértices em p({ds, d}, w3, w}}) receberiam o mesmo papel.

Consideramos que p(as) € {1,2} e p(a)) € {3,4}, s.p.g consideramos p(as) = 1 e
p(a)) = 3. Isso nos dd que Nr(3) = {1,2,3,4} e Nr(4) = {1,2,3}. Prosseguindo, dadas as
adjacéncias de R, temos (p(b2), p(D})) = (2,4). Observamos que 1,3 € p({b3,b}}) nos dd uma
contradigdo, pois se (p(b3), p(b})) € {(1,3),(3,3)}, entdo |[{b3, b5}| =2 < [Nr({1,3})| = 3.

Por fim, consideramos (p(as), p(a})) € {(3,3), (4,4)}, s.p.g consideramos que p(as) = 3
e p(a)) = 3. Isso nos dd que Nr(3) = {1,2,3,4} e Nr(4) = {1,2,3}. Prosseguindo, dadas as
adjacéncias de R, temos (p(b2), p(b}) = (1,2). Observamos que 3,4 € {p({b3, b}})} nos dd uma
contradicdo, pois se p(b3) = 3, |NHIZIK2(b3)| =3 < |Nr(3)| = 4. Se p(b3) = 4, b3 precisara de
adjacéncia com um vértice de papel 3, logo p(b3) = 3, porém [Ny, (b3)| =3 < [Nr(3)| = 4.

Retornamos agora ao Caso 1, provando que R = Rj.

Caso 1. p(a)) =1, p(az) =2, p(a}) = 2;

Pela definicdo do caso, temos que Ng(1) = {1,2}. Como R é conexo, temos que ou
Nr(2) = {1,2,i}, com i € {3,4}, ou Ngr(2) = {1,2,3,4}. Analisaremos os dois possiveis
conjuntos de adjacéncias que o papel 2 pode assumir.

Considere primeiro que Ng(2) = {1,2,3}, observamos que 2 ¢ p({b3, b}}), dado que
Has,al}| =2 < [Nr(2)| = 3. Além disso, 3 ¢ p({as,a}}), pois 4 ¢ Nr(2) e sendo R conexo,
4 € Ng(3). Assim, temos que (p(a3z), p(ay)) = (1, 1). Logo (p(a4), p(ay)) = (3,3). Observamos
que como R € conexo, Nr(3) = {2,3,4}. Desta forma, 3 ¢ p({b,b}}), pois, s.p.g., p(b2) =
3 implica que p(b)) = 4 e 1,2 € p({b3,D},b1,b|}), porém 1,2 ¢ Ng(4), assim, temos que
(p(b2), p(b})) = (4,4). Observamos que 3,4 ¢ p({b3,D,}), uma contradigdo, pois 3 € Ngr(4) e
[{b3, b5} =2 < [Nr(3)| = 3.

Agora, suponha que Ng(2) = {1,2,3,4} observamos que 2 ¢ p({b3,b}}), dado que
Has,aj}| = 2 < [Ngr(2)] = 4. Assim, temos que (p(a3), p(a})) = {(1,1),(3,4), (i,i)}, para
i €{3,4}.

Se (p(asz), p(a3)) = (1, 1), implicaque (p(a4), p(ay)) = (3,4),dadoque (p(az), p(a3)) =
(2,2) € 3,4 € Nr(2). Temos que 3,4 ¢ p({b2,b}}), pois 2 ¢ p({b3,b}}) visto que |[{b3, b}}| =
2<|Nr(2)|=4e2¢ p({b2,D}}), vistoque | ¢ Nr({3,4}) e 1 € p({b3, D%, b1, b }). Desta forma
(p(b2), p(b})) = (2,2).

Se (p(as), p(a})) = (3,4). Observamos que N(3) = {2,4} e N(4) = {2,3}. Temos que
2 ¢ p({a4,a}}) dado que 1,3,4 € p({ay, ba,b}}) € 3,4 ¢ Ng(1). Desta forma (p(aq), p(ay)) =
{(1,1),(3,4)}. Consideramos primeiro que (p(as), p(ay)) = (1, 1), temosque 1 ¢ p({b2, b}}) pois
2 ¢ p({b3,D}}) visto que [{b3, b5} =2 < [Ng(2)| =4 e2 & p({b2, b}}), visto que 1 ¢ Nr({3,4})
e3,4 € p({bs, bg, by, b’l}). Desta forma andloga ao visto no paragrafo anterior, podemos concluir
que (p(b2), p(b})) = (2,2). Prosseguindo, dadas as adjacéncias de R, temos (p(by), p(b))) €
{(1,1), (3,4}, (p(da), p(d})) = (2,2), (p(w2), p(w))) € {(1,1),(3,4)} e 2 € p({x1,x], y1, ¥} }).
Para este dltimo teremos que dois vértices terdo papel 2, ja que 2 possui laco. Além disso, temos
que 1,2,3,4 € Ng(2). Desta forma, para @, 8 € {x1,x],y1,¥}, se (p(w2), p(w})) = (1, 1), entdo
(p(@),p(B)) = (3,4) e se (p(w2), p(w))) = (3,4), entdo (p(), p(B)) = (1, 1), os dois casos nos
levam a uma contradicio, dado que 3,4 ¢ Ng(1).

Por fim, consideramos (p(as3), p(a})) = (i,i), para i € {3,4}, s.p.g, i = 3. Observamos
que Ng(3) = {2,3}. E imediato observar que se (p(ag),p(ag)) = (3, 3) entdo (p(a4),p(a:1)) =
(4,4). Temos que 4 ¢ p({b2,b}}), pois 2 € Ngr(4), 2 ¢ p({b3,b}}) dado que |[{b3,D}}] =
2 < [Ngr(2)| = 4, além disso 2 ¢ p({b1,b|}) dado que |{b},d>,d}}| = 3 < [Ngr(2)| = 4 ¢
1,3 ¢ Ngr(4). Desta forma, temos que (p(b2),p(b})) = (2,2). Prosseguindo, dadas as ad-
jacéncias de R, temos (p(b3), p(b3)) = (3,3), (p(b1), p(b))) = (1,1), (p(d2), p(d})) = (2,2),
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(p(w2), p(w3)) = (2,2), (p(x1), p(x)), p(y1), p(y}) = (1, 1, 1, 1), (p(x3), p(x3), p(y3), P(¥3)) =
(3’ 3,3, 3)’ (p()C4), P(x:;), P(y4)’ p(y;)) = (4’ 4,4, 4)

Desta forma, podemos concluir que R é um grafo com 4 papéis, cujas adjacéncias sao
N(12)={1,2,3,4} e N(i) = {i,2} comi € {1, 3,4}, ou seja, R = Ry. |

Mostramos como encontrar uma 3-colorag@o para G no lema a seguir.

Lema 4. Sejam H um grafo obtido a partir da Construcdo 1 e Ry um grafo de papéis. Se
p : V(H X Ky) — V(Ry4) é uma 4-atribuicdo de papéis para H, entdo G tem 3-coloragdo.

Demonstracdo. Dado um grafo H obtido pela Construgao 1, e R um grafo de 4-atribuicdo de papéis
para H. Temos pelo Lema 3 que R = R4.

Seja p : V(H R K;) — V(R4) uma 4-atribuicdo de papéis. Assumimos, s.p.g., que
p(ay) = 1. Observamos que 2 ¢ p(a}), dado que |NH|Z|K2(a’1)| =3 < |Ng(2)| = 4. Desta forma
p(a}) = 1. Se 1 € p({az,a}}), notamos que 3,4 ¢ p({as,a},as,ay}), pois 3,4 ¢ Nr(1). Além
disso, temos que 2 € p({az,a}}), pois 2 € Ng(1). Consequentemente, 1 ¢ p({az,a}}) € temos
que p(az) = p(aj) = 2.

Dado que p(az) = p(a}) = 2, temos que 2 ¢ p({as,a}}), dado que [{a3,aj}| = 2 <
INR(2)| = 4. Entdo p(a3),p(aj;) € {1,3,4}. Dado que R € conexo e p(a) = p(a)) = 1,
consideramos que p(as3), p(a}) € {3,4}, s.p.g p(az) = p(aj) = 3. Desta forma, temos que
4 € p({as,a}}). Observamos que 2 ¢ p({a4,a}}), dado que 1,3 ¢ p({b2, b}}), pois 1,3 ¢ Ng(4).
Desta forma p(a4) = p(aj) = 4.

De forma similar a a; e a’, temos que p(b2) = p(b}) = 2. E prosseguindo, pelo mesmo
argumento de a3 e a}, temos que p(b3), p(b;) € {1,3}, s.p.g p(b3) = p(b}) = 3. Entdo, pela
afirmag@o de a4 € aj temos que p(by) = p(b}) = 1. Ainda assim, de forma similar a a, e a,
p(d2) = p(d)) =2.

Dado que p(dz) = p(d}) = 2, sei € p({wz,w}}), comi € {1,3,4} , temos que 2 €
p({xl,xi,yl,y'l}). Sabemos que Ng(2) = {1,2,3,4}, desta forma 1,2,3,4 € p({xl,xi,yl,y’l}),
porém € ¢ p({x1,x},y1,¥]}), com € € {1,3,4} \ 7, pois £ ¢ Ng(i). Consequentemente, p(wz) =
p(wy) =2.

Sendo p(wp) = p(w’2) = 2, sabemos que 1,3,4 € Ngr(2). Logo, s.p.g, p(x;) = 1,
temos que 3,4 ¢ Ng(1) e pelo pardgrafo anterior 2 ¢ p({x1,x],y1,y]}). Assim, temos que
p(x}) = p(y1) = p(y}) = 1. De foma similar temos que, dado 3,4 € Ng(2), p(x3) = 3
entdo p(x;) = p(y3) = p(¥}) = 3. E ainda assim, dado que 4 € Ngr(2), p(x4) = 4 entdo
p(xy) =p(ys) =pyy) =4

Observamos que pelo mesmo motivo do pardgrafo anterior 2 ¢ p({ds, d}, w3, w}}) e além
disso, dado que 3,4 € Ng(2) se p(ds3) = 3, entdo p(d;) = p(w3) = p(w}) = 3. Dado que
4 € Nr(2) e2 ¢ p({ds,d}}), pois [{ds, d}}| =2 < |[Nr(2)| = 4, entdo p(ds) = p(ds) = 4.

Sejam n = |V(G)| = 3 e m = |E(G)| > 2. Desta forma, pela Constru¢ao 1, temos
vi,vi € V(HR K>) e eje;. e E(HXRK;),paral <i<nel < j < m. Além disso, observamos
que para todo e; € V(H), temos que e; = v;v;, € E(G), ou seja, e;v;,,e;v;, € E(H).

Assim, sendo p(dz) = p(d}) = 2, se p(v;)) = 2, temos que 1,3,4 € p({vgl,el,e’l}),
porém 1 ¢ N({3,4}) e 3 ¢ N(4), logo 2 ¢ p({vil,vgl}). Desta forma, p(v;) = p(vgl) =
{1,3,4}, consideramos, s.p.g. que p(v;) = p(v;l) =1. Sel e p({ej,e;.}), temos que 3,4 ¢
p({fj,ff,v,-z,vgz,ez,e;}), para z € [m] \ {j}, além disso p(fj) = p(f]f) = 1, ou seja, 2 €
p({ej,e_’l.}), dado que 3,4 € Ng(2), 3,4 € p({fj,fjf,v,-z,vl’.z,ez,e’z}). Consequentemente, 1 ¢
p({e.e’}) e ple)) = ple)) = 2.
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Como 3,4 € Ng(2), temos que 3,4 € p({fj,f]f}), s.p.g. consideramos que p(f;) = 3,
dado que Ng(3) = {2,3}, entdo p( fj’ ) = 3. De forma andloga ao pardgrafo anterior, temos que
2¢ p({vi,, vgz}), entdo dado que 4 € Ng(2), p(vi,) = p(v;2) =4,

Dessa forma, pelos pardgrafos anteriores, observamos que para todo e, e;. € V(HR K>),
p(ej) = p(e}) = 2, e dado que 1,3,4 € Nr(2), p(vi)) = p(v}) = b1, p(vi,) = p(v}) =2 e
p(fj) = p(f]f) = {3, onde €1, 6,03 € {1,3,4} distintos e |[{¢1, 2, €3}| = 3. Consequentemente,
p(vi,) # p(vi,) e ao definir uma fungdo c(v;) = p(v;) temos uma 3-coloragdo para G. O

Concluimos com a prova de que 4-AtriBui¢Ao DE Papérs é NP-completo para produto
forte de grafos.

Teorema 2. O problema de 4-AtriBuicio pE PapErs é NP-completo para o produto forte de dois
grafos conexos ndo triviais.

Demonstragdo. Sabemos por Roberts e Sheng [2001] que o problema esta em NP.

Para mostrar a NP-completude do problema, usamos uma redugdo do problema 3-
CorLorag¢Ao que é NP-completo [Garey et al., 1976]. A partir de um grafo G construimos H X K5,
em que H é obtido pela Construgdao 1. Assim, pelos Lemas 2 e 4 provamos que G possui uma
3-coloracdo se somente se, H X K, possui uma 4-atribuicao de papéis. Desta forma, concluimos
que decidir se H ® K, possui uma 4-atribui¢éo de papéis é NP-completo. m|

4. Consideracoes finais

Dado que a atribuicdo de papéis € um problema nao monétono e sabendo que o problema
de atribuicdo para produto Cartesiano para r > 4 é NP-completo, entdo para trabalhos futuros,
sugerimos investigar a seguinte conjectura:

Conjectura 1. Sejam G e H grafos conexos nao triviais. Se r > 5, o problema de decidir se G K H
possui uma r-atribuicdo de papéis é NP-completo.
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