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RESUMO
Apresentamos o Problema da Orientação de Equipes com vértices de Steiner e Priori-

dades Decrescentes para modelar operações de resgate em desastres. Os sı́tios que necessitam de
comboio são subdivididos em obrigatórios e opcionais, sendo os últimos vinculados a valores de
prioridades que diminuem com o tempo. O objetivo é encontrar rotas que maximizem a soma das
prioridades coletadas, considerando tempos de serviço incertos e um limite de duração de rota. Adi-
cionalmente, o número de sı́tios atendidos assumindo seus tempos de serviço máximos está sujeito
a um orçamento de incerteza. Propomos uma formulação e a resolvemos via CPLEX e por meio de
uma heurı́stica Kernel Search. Os resultados mostram a dificuldade da resolução exata do problema
e destacam a heurı́stica proposta como uma alternativa promissora, capaz de encontrar, em média,
em aproximadamente cinco minutos, soluções melhores ou iguais às obtidas pelo CPLEX (em até
uma hora) para 83% das instâncias testadas.

PALAVRAS CHAVE. Logı́stica humanitária, Modelo de otimização de rotas, Heurı́stica.

L&T – Logı́stica e Transportes, D&SP – PO em Defesa e Segurança Pública

ABSTRACT
We introduce the Robust Steiner Team Orienteering Problem with Decreasing Priorities

to model disaster relief operations. Locations in need of rescue shuttles are sub-divided into man-
datory and optional, being the latter linked to priorities that decrease over time. We aim to find
routes that maximize the priorities collected, while considering uncertain service times and a route
duration limit. Additionally, the number of serviced locations that assume their maximum service
times is subject to a robust uncertainty budget. We propose a model for the problem and solve it
via CPLEX and a Kernel Search heuristic. The results suggest the difficulty of the problem to be
solved to optimality and highlight the proposed heuristic as a promising alternative, being able to
find, within five minutes of average time execution, solutions better than or equal to the ones found
by CPLEX (in up to one hour) for 83% of the instances tested.
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1. Introdução

Operações de auxı́lio pós-desastres e estudos de gerenciamento de riscos têm recebido
atenção significativa ao longo da última década, com o objetivo de aumentar a resiliência nos am-
bientes sociais e de trabalho por meio de prevenção e resposta sistemática a eventos de emergência
[Baffo et al., 2017; Duhamel et al., 2016; Zheng et al., 2015]. Nesse contexto, a Pesquisa Operacio-
nal desempenha um papel fundamental na criação de métodos matemáticos para avaliar dados, ori-
entar decisões e automatizar processos. Nas operações de auxı́lio em desastres e no gerenciamento
de riscos (assim como em outras operações do “mundo real”), demandas, custos e disponibilidade
de recursos podem variar de acordo com as circunstâncias, enquanto a qualidade das decisões to-
madas é diretamente impactada por mudanças no cenário atual. Assim, considerar a incerteza dos
dados é crucial para desenvolver soluções mais precisas e robustas.

Diferentes abordagens podem ser aplicadas para modelar problemas com dados incertos,
como programação estocástica e Otimização Robusta (OR). Na primeira, a incerteza é modelada por
meio de uma descrição probabilı́stica e é principalmente aplicada quando que a lei de probabilidade
associada aos dados incertos é conhecida a priori. Por outro lado, OR tem recebido atenção especial
nas últimas décadas devido à sua capacidade de modelar incertezas aplicando o ferramental padrão
da otimização clássica/determinı́stica. Essa caracterı́stica é especialmente vantajosa para modelar
situações de auxı́lio em desastres, nas quais minimizar o tempo de resposta das soluções é crucial,
sendo, em alguns casos, mais importante do que a otimalidade dos planos em si. Não surpreenden-
temente, uma tendência recente é aplicar a OR para modelar situações de crise, como decidir onde
posicionar hospitais de campanha após desastres em larga escala (por exemplo, os terremotos que
atingiram Katmandu, Nepal, em abril de 2015) [Coco et al., 2022], bem como a pré-posicionamento
de recursos de auxı́lio para mitigar a escassez ou o excesso de itens utilizados [Wang et al., 2023].

Neste trabalho, introduzimos uma nova versão de OR do Problema da Orientação de Equi-
pes com Prioridades Decrescentes (POE-PD) [Murat Afsar e Labadie, 2013], a saber, o Problema
da Orientação de Equipes Robusto com vértices de Steiner e Prioridades Decrescentes (POERS-
PD). No POE-PD determinı́stico, um conjunto de sı́tios passı́veis de visitação é fornecido, sendo
que cada um é vinculado a um valor de prioridade que diminui linearmente ao longo do tempo.
Assim, qualquer rota viável deve satisfazer as restrições de prazo máximo de visitação dos sı́tios
(ou seja, todos os sı́tios selecionados devem ser atendidos antes que suas prioridades atinjam zero),
bem como um limite de tempo total de rota. O objetivo é maximizar a soma total de prioridades
incorridas ao visitar os sı́tios, levando em conta sua diminuição ao longo do tempo.

No POERS-PD, a variação que abordamos neste trabalho, consideramos adicionalmente
(i) sı́tios com prioridades máximas, que devem ser necessariamente visitados em alguma rota da
solução, e (ii) tempos de atendimento incertos na visitação dos sı́tios. Precisamente, tratamos os
tempos de serviço como variáveis aleatórias independentes que variam de acordo com valores no-
minais e desvios máximos (pior caso). Além disso, um orçamento de incerteza [Bertsimas e Sim,
2004] é aplicado para limitar o número de sı́tios cujos tempos de serviço desviam para o cenário de
pior caso em cada rota. Esse critério de OR foi escolhido para modelar a incerteza dos dados neste
trabalho devido ao seu potencial de balancear o conservadorismo das soluções (ajustando o valor
do orçamento), enquanto ainda evitando a não linearidade/intratabilidade que outros critérios (por
exemplo, a incerteza elipsoidal) podem trazer [Bertsimas e Sim, 2004]. Essa mesma abordagem foi
adotada para modelar a incerteza na versão de POERS-PD sem sı́tios obrigatórios, conhecido por
Problema da Orientação de Equipes Robusto com Prioridades Decrescentes (POER-PD) [Yu et al.,
2022].

POERS-PD é capaz de modelar operações de resgate e recuperação em emergências cau-
sadas por desastres naturais e incidentes em sı́tios industriais. Por exemplo, considere que, dentro de
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uma região afetada por um desastre, vários locais estão potencialmente necessitando de comboios
de resgate ou de suprimentos (como alimentos, água e medicamentos). Nesse cenário, POERS-
PD pode ser usado para desenvolver rotas de resgate/fornecimento — usando veı́culos terrestres —
para visitar tendas de primeiros socorros e/ou outros locais selecionados onde possa haver vı́timas,
levando em consideração limitações nos recursos disponı́veis (por exemplo, autonomia restrita dos
veı́culos, quantidade de recursos de auxı́lio, etc). Nessas situações, prioridade deve ser dada aos
locais que são mais propensos a ter sobreviventes por perto, considerando também que as chan-
ces de encontrar vı́timas ainda vivas dependem diretamente de uma resposta rápida, diminuindo ao
longo do tempo. Valores de prioridade podem ser estimados com base em fatores como densidade
populacional ou dados históricos relacionados a ocorrências semelhantes (no caso de inundações ou
deslizamentos de terra, por exemplo) na região considerada ou até mesmo pela existência de pontos
de encontro pré-estabelecidos em caso de incidentes em sı́tios industriais. Locais pré-selecionados
para tendas de primeiros socorros, onde se sabe haver vı́timas, são definidos como pontos de visita
obrigatórios nas rotas de solução. Além disso, espera-se que o tempo de atendimento em cada local
seja incerto, devido ao número variante de vı́timas e/ou aos tempos de espera incertos causados por
filas, por exemplo.

POERS-PD também generaliza a variação do Problema da Orientação de Equipes (POE)
[Chao et al., 1996] com vértices obrigatórios, nomeado Problema da Orientação de Equipes com
vértices de Steiner (POES) [Assunção e Mateus, 2019; Letchford et al., 2013]. POES (e, por con-
sequência, POERS-PD) é particularmente desafiador, pois simplesmente encontrar uma solução
viável para o problema (ou provar sua inviabilidade) é NP-difı́cil [Assunção e Mateus, 2019]. Essa
dificuldade em gerar uma solução inicial viável adiciona um nı́vel extra de complexidade ao pro-
blema, o que é particularmente problemática em aplicações de auxı́lio em desastres, onde a veloci-
dade de resposta desempenha um papel crucial.

Até onde sabemos, POERS-PD não foi abordado na literatura anteriormente, exceto por
seu caso especı́fico, sem vértices obrigatórios (POER-PD) [Yu et al., 2022]. No trabalho, os auto-
res propõem uma formulação compacta e outra baseada em rotas (com um número exponencial de
variáveis), que é resolvida por meio de um algoritmo de branch-and-price. Eles também apresentam
uma heurı́stica de busca tabu para resolver instâncias de grande porte com até 100 vértices. Uma
versão de OR do POE também foi proposta para modelar o planejamento de coleta de informações
por Veı́culos Aéreos Não Tripulados (VANT) em missões militares [Evers et al., 2014a]. No traba-
lho, a incerteza é considerada tanto no consumo de recursos das rotas quanto nas prioridades dos
locais a serem visitados. Os autores propõem uma formulação matemática e resolvem instâncias
com até 20 vértices diretamente por meio de um resolvedor matemático comercial.

Várias outras variações não-determinı́sticas do POE já foram estudadas, mas modelando
a incerteza por meio de programação estocástica. Nesses problemas, a incerteza é atribuı́da aos
valores de prioridade [Angelelli et al., 2017; Song et al., 2020; İlhan et al., 2008], a parâmetros
relacionados com tempo (de viagem, de serviço, etc) [Campbell et al., 2011; Evers et al., 2014b;
Tang e Miller-Hooks, 2005], ou a ambos [Jin e Thomas, 2019]. Indicamos [Gunawan et al., 2016;
Yu et al., 2022] para mais detalhes sobre variações clássicas e não-determinı́sticas do POE.

Neste trabalho, propomos um formulação compacta para o POERS-PD, que incorpora a
restrição de vértices obrigatórios ao modelo de fluxo de [Yu et al., 2022] para o POER-PD. Adi-
cionalmente, resolvemos a formulação diretamente com CPLEX e também a partir de uma mat-
heurı́stica Kernel Search. Resultos computacionais sugerem a dificuldade de resolução exata do
problema mesmo para instâncias relativamente pequenas (de 25 e 50 vértices). Em particular, o
CPLEX é capaz de resolver na otimalidade apenas 5 das 72 instâncias testadas, e o gap médio das
soluções obtidas é elevado (69.38%). Por outro lado, a mat-heurı́stica proposta surge como uma
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alternativa promissora, ao oferecer limites primais tão bons quanto ou melhores que os do CPLEX
em 60 das 72 instâncias testadas, com uma melhoria percentual média de limites primais de 4.85%
e tempo médio de execução reduzido (aproximadamente cinco minutos).

O restante deste estudo está organizado da seguinte forma. A definição formal de POERS-
PD é apresentada na Seção 2, seguida da formulação matemática proposta (Seção 3) e da heurı́stica
Kernel Search implementada (Seção 4). A Seção 5 é dedicada aos resultados computacionais, e
conclusões e ideias de trabalhos futuros são discutidas na última seção.

2. Definição do problema e notação
POERS-PD é definido em um digrafo G = (N,A), onde N e A são os conjuntos de

vértices e de arcos, respectivamente. Considere a origem 0 ∈ N , o conjunto de vértices obrigatórios
S ⊆ N\{0} e o conjunto de vértices opcionais P ⊆ N\{0}, tal que S∩P = ∅ e N = S∪P ∪{0}.
Um valor de prioridade pi ∈ Z+ é associada a cada vértice i ∈ P , e um tempo de travessia tij ∈ R+

é atribuı́do a cada arco (i, j) ∈ A. É dado um limite de tempo máximo de rota T , e se supõe que
os tempos de travessia dos arcos satisfazem a desigualdade triangular. Supõe-se ainda que cada
prioridade pi, i ∈ P , diminui linearmente ao longo do tempo, com uma taxa de decaimento di.
Assim, um vértice só pode ser visitado enquanto sua prioridade existir, ou seja, antes de seu prazo
final de visitação, dado por Di = pi/di para todo i ∈ P . Di = T para todo i ∈ S ∪ {0}.

Para cada vértice i ∈ N , o tempo de serviço nominal é dado por s̄i, e ŝi é sua variação
de pior-caso. Naturalmente, s̄0 = ŝ0 = 0. Uma frota homogênea F é disponibilizada, sendo que
cada veı́culo pode trabalhar por, no máximo, o limite de tempo T . POERS-PD visa encontrar até
|F | rotas que começam e terminam no mesmo vértice 0, de modo que todo vértice obrigatório em
S pertença a exatamente uma rota e a soma total das prioridades dos vértices opcionais visitados
seja maximizada. Aqui, cada vértice opcional em P também pode ser visitado por no máximo um
veı́culo. Em POERS-PD, o espaco de soluções viáveis está sujeito a incerteza, e uma solução para
o problema deve respeitar um orçamento de incerteza aplicado aos tempos (incertos) de serviço nos
vértices, conforme detalhado a seguir.

2.1. Caracterização da incerteza
Aqui, os tempos de serviço incertos nos vértices são tratados como variáveis aleatórias

independentes que assumem valores no intervalo

s̃i = s̄i + ξiŝi, ξi ∈ [−1, 1], ∀i ∈ N\{0}, (1)

onde ξi, para todo i ∈ N\{0}, são parâmetros usados para simular a incerteza. Uma vez que
o cenário de pior-caso para os tempos de serviço ocorre apenas para desvios positivos dos valo-
res nominais, assumimos ξ ∈ [0, 1] por simplificação. Como em [Yu et al., 2022], aplicamos a
incerteza orçamentada [Bertsimas e Sim, 2004] como critério de OR responsável por controlar a
aleatoriedade associada a s̃. Assim, o conjunto de incerteza orçamentada é definido como

χ =

{
s̃ ∈ R|N\{0}| : s̃ = s̄i + ξiŝi, ξi ∈ [0, 1], ∀i ∈ N\{0},

∑
i∈N\{0}

ξi ≤ Γ

}
, (2)

onde Γ ∈ Z, 0 ≤ Γ ≤ |N\{0}|, é um parâmetro chamado orçamento de incerteza, que determina
o nı́vel de conservadorismo da solução, limitando o número de vértices cujos tempos de serviço
atingem o pior cenário s̄ + ŝ em uma rota. Note que, quando Γ = 0, a incerteza é completamente
eliminada, e o problema determinı́stico correspondente surge, com s̃ = s̄.

A caracterização da incerteza descrita acima define implicitamente o conjunto de possı́veis
durações de rotas (não necessariamente viáveis) para o POERS-PD. Para modelar essa abstração de
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forma compacta, considere as variáveis de decisão contı́nuas aiγ , que indicam, para todo i ∈ N , γ ∈
{0, · · · ,Γ}, o tempo de chegada em um vértice i quando até γ vértices predecessores (na mesma
rota) atingiram seus tempos de serviço de pior cenário. Tais tempos de chegada podem ser calcu-
lados eficientemente por meio de um conjunto de equações recursivas baseadas em programação
dinâmica [Agra et al., 2013; Lee e Lee, 2012; Munari et al., 2019; Yu et al., 2022] da seguinte
forma: dada uma rota r = (v0 = 0, v1, · · · , vm, vm+1 = 0) visitando m vértices de N\{0},

aviγ =


0, i = 0, 0 ≤ γ ≤ Γ, (3a)

t0vi , i = 1, 0 ≤ γ ≤ Γ, (3b)

avi−1γ + s̄vi−1 + tvi−1vi , i > 1, γ = 0, (3c)

max
{
avi−1γ + s̄vi−1 , avi−1γ−1 + s̄vi−1 + ŝvi−1

}
+ tvi−1vi , i > 1, 0 < γ ≤ Γ. (3d)

As equações (3a) e (3b) estabelecem o tempo inicial (na origem) como zero e garantem que o
tempo de chegada no primeiro vértice da rota corresponde ao tempo necessário para percorrer o
arco da origem até ele. Equações (3c) definem os tempos de chegada nos vértices vi, i > 1, quando
nenhum vértice na rota atinge o pior cenário (ou seja, γ = 0). Nesse caso, aviγ = avi0 é calculado
simplesmente adicionando a avi−10 — o tempo de chegada no vértice predecessor vi−1 — o tempo
de serviço nominal de vi−1, mais o tempo de travessia do arco (vi−1, vi). Quando pelo menos um
vértice tem permissão para desviar dos valores nominais (ou seja, 0 < γ ≤ Γ), o tempo de chegada
em um vértice vi, i > 1, é dado pelo valor máximo dentre duas situações: (i) γ predecessores já
atingiram seus tempos de serviço máximos antes de chegar a vi−1, ou (ii) até γ − 1 vértices na rota
alcançaram seus cenários de pior caso antes de chegar a vi−1, e, portanto, ainda há orçamento para
incluir vi−1 em seu tempo de desvio máximo s̄vi−1 + ŝvi−1 . Essas duas situações são descritas em
(3d).

Por fim, uma rota r = (v0 = 0, v1, · · · , vm, vm+1 = 0) é dita robusto-viável em relação
à incerteza orçamentada se, quando até Γ vértices da rota estão no pior caso, os tempos de chegada
em todos os vértices opcionais são, no máximo, seus prazos finais (ou seja, aviΓ ≤ Dvi , para todo
1 ≤ i ≤ m), e, obviamente, o limite de tempo total da rota for respeitado (ou seja, avm+1Γ ≤ T ,
vm+1 = v0 = 0).

3. Formulação matemática
Nesta seção, descrevemos uma formulação compacta para o POERS-PD, obtida ao incor-

por a restrição de vértices obrigatórios à formulação baseada em fluxo para o POER-PD [Yu et al.,
2022], em que os valores de fluxo representam os tempos de chegada nos vértices. Considere as
variáveis de decisão y sobre a escolha de vértices pertencentes ou não às rotas de solução, de modo
que yi = 1 se o vértice i ∈ N\{0} for visitado por um veı́culo da frota, e yi = 0, caso contrário.
Similarmente, as variáveis binárias x identificam as rotas da solução em si: xij = 1 se o arco
(i, j) ∈ A for percorrido na solução; xij = 0, caso contrário. Além disso, as variáveis contı́nuas
aiγ , para todo i ∈ N , γ ∈ {0, · · · ,Γ}, representam o tempo em que um veı́culo chega a um vértice
i quando no máximo γ tempos de serviço de predecessores (na mesma rota) alcançaram seus va-
lores de pior caso. A variável de folga φ mantém o número de veı́culos que não são utilizados na
solução. Dado um vértice i ∈ N , definimos os conjuntos de arcos saindo e entrando em i como
δ+(i) = {j ∈ N : (i, j) ∈ A} e δ−(i) = {j ∈ N : (j, i) ∈ A}, respectivamente. A formulação
compacta é definida a seguir.

(F1) max
∑
j∈P

(
pjyj − djajΓ

)
, (4)

s.t. yi = 1 ∀ i ∈ S ∪ {0}, (5)
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∑
j∈δ+(i)

xij = yi ∀ i ∈ S ∪ P, (6)

∑
j∈δ+(0)

x0j + φ = |F |, (7)

∑
j∈δ+(i)

xij −
∑

j∈δ−(i)

xji = 0 ∀ i ∈ N, (8)

aiγ ≥ t0iyi ∀ i ∈ δ+(0), ∀ γ ∈ {0, · · · ,Γ}, (9)

aiγ + s̄i + tij ≤ ajγ +M
′
ij(1− xij)

∀ i ∈ S ∪ P, j ∈ δ+(i), ∀ γ ∈ {0, · · · ,Γ}, (10)

aiγ−1 + s̄i + ŝi + tij ≤ ajγ +M
′′
ij(1− xij)

∀ i ∈ S ∪ P, j ∈ δ+(i), ∀ γ ∈ {1, · · · ,Γ}, (11)

aiγ ≤ Diyi ∀ i ∈ N, ∀ γ ∈ {0, · · · ,Γ}, (12)

xij ∈ {0, 1} ∀ (i, j) ∈ A, (13)

yi ∈ {0, 1} ∀ i ∈ N, (14)

aiγ ≥ 0 ∀ i ∈ N, ∀ γ ∈ {0, · · · ,Γ}, (15)

0 ≤ φ ≤ |F |. (16)

A função objetivo em (4) consiste da soma das prioridades incorridas ao visitar vértices opcionais.
Observe que a perda nos valores de prioridade (ao longo do tempo) ligada à taxa de decaimento é
levada em conta. As restrições (5) impõem que todos os vértices obrigatórios sejam selecionados,
enquanto as restrições (6) garantem que cada vértice em S ∪ P seja visitado no máximo uma vez.
As restrições (7) garantem que no máximo |F | veı́culos saiam da origem 0, enquanto as restrições
(8), juntamente com as restrições (5) e (6), garantem que, se um veı́culo visitar um vértice i ∈ N ,
então ele deve entrar e sair desse vértice exatamente uma vez.

As restrições (9)-(11) representam as equações recursivas (3b)-(3d), que calculam os tem-
pos de chegada nos vértices ao considerar o orçamento de incerteza Γ. Em particular, (9) estão re-
lacionadas a (3b). Aqui, a igualdade é relaxada para simplificar o modelo sem perder sua correção.
Observe ainda que (3a) não foram representadas, uma vez que são implicitamente inferidas por (9).
As restrições (10)-(11) representam (3c) e (3d) por meio de restrições semelhantes às de Miller-
Tucker-Zemlin [Miller et al., 1960], que são ativadas/desativadas por meio de constantes suficien-
temente grandes M ′

ij = Di + s̄i + tij e M ′′
ij = Di + s̄i + ŝi + tij para todo (i, j) ∈ A, i ̸= 0. No

modelo, o gerenciamento do fluxo associado às variáveis a também evita a existência de sub-rotas
nas soluções.

As restrições (12) forçam as rotas de solução a satisfazerem os prazos máximos de visitação
dos vértices (nos caso dos vértices opcionais) e a duração total da rota T . Essas restrições também
vinculam as variáveis de fluxo a às variáveis y, garantindo que, se o tempo de chegada em um deter-
minado vértice for diferente de zero (independentemente da quantidade de orçamento de incerteza
usado), então o vértice é selecionado na solução. As restrições restantes definem o domı́nio das
variáveis de decisão.
4. Mat-heurı́stica Kernel Search

Kernel Search consiste em um framework heurı́stico baseado em modelo matemático
(mat-heurı́stica) originalmente concebida para o problema da mochila multidimensional [Angelelli
et al., 2010] e posteriormente generalizada para resolver qualquer problema de programação linear
inteira mista [Guastaroba et al., 2017]. A heurı́stica baseia-se na ideia de que as variáveis de de-
cisão podem ser ordenadas de acordo com a maior ou menor probabilidade de aparecerem em uma
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solução ótima. Precisamente, dado um critério de prioridade aplicado às variáveis de decisão (como
seus valores na solução da relaxação linear ou seus custos reduzidos correspondentes), as “melho-
res” variáveis são mantidas em um kernel, e as demais são distribuı́das em baldes (ou “buckets”).
Então, iterativamente, o problema original (inteiro) é resolvido considerando apenas as variáveis do
kernel atual e as de um dado balde candidato, um de cada vez. Dessa forma, o kernel incorpora as
variáveis do balde que compõem uma nova solução incumbente sempre que uma solução de melhor
qualidade for encontrada na iteração.

Neste trabalho, aplicamos Kernel Search para resolver a formulação F1 considerando as
variáveis y (relacionadas à seleção de vértices) como as candidatas a compor o kernel, conforme de-
talhado na Figura 1. Considere os seguintes parâmetros de entrada da heurı́stica: tamanho máximo
κ dos baldes, intervalo [δmin, δmax] ao qual o tempo de execução de cada sub-problema está sujeito,
e a taxa µ segundo a qual o limite de tempo de execução de cada sub-problema diminui linearmente.
O algoritmo começa construindo o kernel inicial K e os baldes λ ∈ Λ de variáveis candidatas (li-
nhas 1-4). Para isso, a relaxação linear da formulação é resolvida, e as variáveis y são ordenadas
de acordo com o seguinte critério. Sejam ȳi e rc(yi), para todo i ∈ N , o valor de yi na solução da
relaxação linear e seu custo reduzido correspondente, respectivamente. A ordenração é definida de
tal forma que o vértices de origem, assim como os obrigatórios, recebem maior prioridade, seguidos
pelos vértices cujos valores ȳ são diferentes de zero (em ordem não-crescente) e, por último, pelos
vértices restantes, em ordem não-crescente de custos reduzidos. Os custos reduzidos (também em
ordem não-crescente) são usados para decidir os casos de valores de relaxação empatados. Então,
considerando essa ordenação, o kernel inicial K é preenchido com os primeiros max{|S| + 1, κ}
vértices, enquanto os baldes são compostos pelos demais vértices, com até κ vértices por balde.
Note que o tamanho do kernel inicial é definido de forma a garantir a disponibilidade da origem e
dos vértices obrigatórios em qualquer sub-problema, evitando assim a inviabilidade de suas soluções
(sempre que o problema original é viável).

Em seguida, o procedimento de busca local iterativo é executado (linhas 5-13). Seja
F1(N

′, ν, δ) o sub-problema definido quando apenas um subconjunto de vértices N ′ ⊆ N são
elegı́veis em F1. Além disso, nesse caso, uma solução inicial viável ν é dada, e apenas δ segundos
estão disponı́veis para resolver o problema. Assim, a melhor solução corrente (e possivelmente
viável) é definida como ν∗ e inicializada resolvendo F1(K, ∅, δmax), o sub-problema restrito às
variáveis iniciais no kernel (linhas 5-7). Nesse caso, nenhuma solução inicial é considerada, e o
limite de tempo de execução é dado por δ ← δmax segundos. A busca prossegue resolvendo, para
cada balde λ ∈ Λ na sequência, um sub-problema F1(K ∪ λ, ν∗, δ) obtido adicionando temporari-
amente as variáveis do balde ao kernel atual e definindo a solução atual como ponto de partida. Em
cada iteração, o limite de tempo de execução é diminuı́do linearmente de acordo com a taxa µ, até
δmin (linha 10), de modo a dedicar menos esforço computacional nos últimos baldes, que têm me-
nos probabilidade de conter vértices de interesse. Quando uma nova solução de melhor qualidade
é encontrada (ao final de uma iteração), os novos vértices (se houver) que compõem essa solução
são incorporados ao kernel (linha 12) e considerados nos sub-problemas subsequentes. A melhor
solução encontrada ν∗ — ao se buscar em todos os baldes — é retornada pela heurı́stica.

5. Experimentos computacionais
Nos experimentos, consideramos tanto a fomulação compacta F1 (resolvida diretamente

com um resolvedor comercial) como a heurı́stica Kernel Search apresentada previamente. Todos
os códigos foram implementados em C++, com o resolvedor matemático ILOG CPLEX 22.111.
Os experimentos computacionais foram realizados em uma máquina AMD EPYC-Milan de 64 bits
com 2,4 GHz e 100,0 GB de RAM, sob sistema operacional Linux. A máquina possui 16 núcleos

1https://www.ibm.com/analytics/cplex-optimizer
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Entrada: tamanho máximo κ dos baldes, intervalo de tempo [δmin, δmax] e taxa de redução µ
do tempo de execução dos sub-problemas.
Saı́da: uma solução heurı́stica ν∗.
1. // Passo I. Construir o kernel e os baldes iniciais.
2. Resolver a relaxação linear de F1;
3. Ordenar as variáveis y priorizando a origem e os vértices obrigatórios, e, depois, os demais vértices

em ordem não-crescente dos valores de relaxação e custos reduzidos;
4. Selecionar max{|S|+ 1, κ} vértices para compor o kernel K e distribuir os vértices restantes em

baldes λ ∈ Λ com até κ vértices, segundo a ordenação;
5. // Passo II. Busca no kernel inicial.
6. δ ← δmax;
7. ν∗ ← F1(K, ∅, δ);
8. // Passo III. Busca nos baldes candidatos.
9. para todo (λ ∈ Λ) fazer
10. δ ← max{δmin, µδ};
11. ν∗ ← F1(K ∪ λ, ν∗, δ);
12. K ← K ∪ ν∗;
13. fim-para;

Figura 1: Heurı́stica Kernel Search usada para resolver a formulação F1.

fı́sicos, com modo hiper-threading desabilitado. Quando resolvendo o modelo F1, CPLEX foi
deixado executar por até uma hora em configurações padrão. Por sua vez, a heurı́stica foi executada
com parâmetros definidos como: [δmin, δmax] = [19, 84], κ = 2, µ = 0, 96, e com CPLEX dando
ênfase em viabilidade. A escolha dos parâmetros foi realizada a partir do configurador automático
Irace [López-Ibáñez et al., 2016].

5.1. Benchmark de instâncias
Em nossos experimentos, adaptamos instâncias de POER-PD [Yu et al., 2022] de |N\0| =

{25, 50} vértices, selecionando aleatoriamente um subconjunto de ⌊10%|N\0|⌋ vértices como obri-
gatórios. As instâncias são de três tipos, a saber, C, R e RC, em que os vértices estão, respecti-
vamente, agrupados, distribuı́dos aleatoriamente e em uma mistura dos dois casos anteriores. Em
todas elas, o primeiro vértice é considerado a origem 0, e cada vértice recebe uma coordenada de
posição bidimensional e uma prioridade. Assim, o tempo de viagem de um arco é definido como
a distância euclidiana entre os vértices correspondentes. O limite de tempo das rotas T assume os
valores do primeiro e terceiro quartis do conjunto de todos os prazos de entrega dos vértices de
uma determinada instância. Também consideramos um valor de T definido como 80% do primeiro
quartil como forma de obter limites de duração das rotas ainda mais restritos. O número de veı́culos
|F | assume os valores em {2, 4}. Por fim, o desvio de tempo de serviço de pior caso de um vértice
i ∈ P é definido como ŝi = 50%s̄i, e o orçamento de incerteza Γ assume valores em {0, 5}. No
total, considerando todas as possı́veis realizações de parâmetros mencionadas acima, utilizamos 72
instâncias em nossos experimentos.

5.2. Resultados
Inicialmente, resolvamos a fomulação compactaF1 diretamente com CPLEX como forma

de avaliar quão desafiador o problema é na prática, além de obter limites primais (e, possivelmente,
certificados de otimalidade) para as instâncias testadas. Os limites obtidos também foram utilizados
para valorar a qualidade das soluções obtidas pela heurı́stica proposta. Os resultados são descritos
na Tabela 1. Nela, os conjuntos de instâncias são nomeados como ⟨t⟩⟨|N\0|⟩Q⟨q⟩, com tipo de
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instância t ∈ {C,R,RC}, e quartil dos prazos dos vértices q ∈ {0.8, 1, 3}. Como especificado
anteriormente, o caso 0.8 representa 80% do valor do primeiro quartil.

F1+ CPLEX Kernel Search

Gap (%) Melhoria (%)

Instâncias |N\{0}| # Ótima/Total Tempo (s) Média Desvio # Melhoria/Total Tempo (s) Média Desvio

C25Q0.8 25 0/4 3603.65 86.10 13.41 4/4 1.19 0.58 1.16
C25Q1 25 0/4 3603.95 72.04 17.95 4/4 97.62 0.00 0.00
C25Q3 25 0/4 3607.69 38.99 11.70 2/4 517.24 0.02 0.23
R25Q0.8 25 2/4 1897.19 40.41 47.22 4/4 0.85 0.00 0.00
R25Q1 25 2/4 1903.23 34.43 41.13 2/4 222.56 -2.71 5.03
R25Q3 25 0/4 3610.03 43.80 14.66 3/4 468.32 0.17 0.24
RC25Q0.8 25 0/4 3605.72 72.09 15.26 1/4 40.91 -4.51 5.58
RC25Q1 25 0/4 3606.31 62.02 17.16 1/4 252.65 -2.80 4.16
RC25Q3 25 0/4 3611.55 41.32 15.37 3/4 519.79 1.06 1.21

Sub-total 4/36 3227.70 54.58 28.20 24/36 235.68 -0.91 3.15

C50Q0.8 50 0/4 3603.88 97.11 4.19 4/4 6.64 4.05 8.10
C50Q1 50 0/4 3603.14 93.27 6.66 4/4 99.07 18.91 21.22
C50Q3 50 0/4 3602.22 67.22 15.66 4/4 1027.27 18.46 12.70
R50Q0.8 50 1/4 3359.24 73.57 49.12 4/4 0.97 0.00 0.00
R50Q1 50 0/4 3601.85 95.11 5.94 4/4 20.20 3.01 5.46
R50Q3 50 0/4 3603.43 69.64 16.02 4/4 1037.57 12.91 9.14
RC50Q0.8 50 0/4 3602.62 97.99 4.02 4/4 11.88 3.07 6.14
RC50Q1 50 0/4 3601.98 94.73 6.35 4/4 138.15 14.62 16.93
RC50Q3 50 0/4 3605.22 69.05 14.91 4/4 1029.50 20.49 17.11

Sub-total 1/36 3575.95 84.19 21.33 36/36 374.58 10.61 13.42

Total 5/72 3401.83 69.38 28.96 60/72 305.13 4.85 11.28

Tabela 1: Resultados obtidos na resolução da formulação F1 diretamente com resolvedor CPLEX (limite
de 3600s de execução) e por meio da mat-heurı́stica Kernel Search proposta.

A primeira e segunda colunas exibem o nome de cada conjunto de instâncias e o tamanho
de suas instâncias, respectivamente. Em seguida, fornecemos quatro valores referentes à resolução
da formulação compacta (colunas sob “F1+ CPLEX”). O primeiro valor corresponde ao número
de instâncias resolvidas na otimalidade (ou provadas como inviáveis). O segundo corresponde
ao tempo médio de processamento (em segundos) gasto na resolução do conjunto de instâncias.
Observe que essa entrada leva em consideração tanto as instâncias resolvidas na otimalidade (ou
provadas como inviáveis) como aquelas para as quais a execução foi pausada em 3600s. O último
par de valores fornece a média e o desvio padrão dos gaps de otimalidade relativos obtidas pelo
CPLEX. Esses gaps são dados por LS−LI

LS , onde LI e LS são, respectivamente, os melhores limites
inferior e superior obtidos dentro de uma hora de execução. Se, para uma dada instância, nenhuma
solução viável foi encontrada dentro do limite de tempo e sua inviabilidade também não foi provada,
o gap de otimalidade correspondente é considerado 100%. Da mesma forma, o gap é definido como
0% sempre que a instância foi provada como inviável ou resolvida na otimalidade. Nos casos em
que LI = LS = 0, os gaps de otimalidade também são definidas como 0%.

Para cada conjunto de instâncias, são apresentados também quatro valores relativos à
execução da mat-heurı́stica proposta. O primeiro valor corresponde à quantidade de instâncias para
as quais foi obtido um limite tão bom quanto ou melhor que o limite primal obtido pelo CPLEX
em até uma hora de execução. Em seguida, é dado o tempo médio de execução da heurı́stica, e o
último par de valores fornece a média e o desvio padrão da melhoria relativa dos limites primais
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obtidos. Precisamente, esses valores correspondem a LIKS−LI
LI , onde LIKS e LI são, respectiva-

mente, os melhores limites inferiores (primais) obtidos pela heurı́stica Kernel Search e pelo CPLEX
(dentro de uma hora de execução). Naturalmente, valores de melhoria negativos indicam os casos
em que o CPLEX obteve melhores limites do que a heurı́stica. Os resultados são resumidos na linha
“sub-total” para cada tamanho de instância, e a última linha da tabela fornece os resultados gerais,
considerando as 72 instâncias testadas.

Os resultos indicam que o problema é bastante desafiador na prática, uma vez que, mesmo
para instâncias relativamente pequenas (de 25 e 50 vértices), o CPLEX é capaz de resolver na oti-
malidade apenas 5 das 72 instâncias. Além disso, o gap médio das soluções obtidas é elevado
(69.38%). A dificuldade de resolver o problema na prática reflete a sua complexidade teórica, uma
vez que achar uma solução inicial viável para o POERS-PD é NP-difı́cil. Por outro lado, a mat-
heurı́stica proposta surge como uma alternativa promissora, ao oferecer limites primais tão bons
quanto ou melhores que os do CPLEX para 60 das 72 instâncias testadas. Em particular, ela encon-
trou soluções tão boas quanto ou melhores que o CPLEX para todo o subconjunto de instâncias de
50 vértices. Além disso, o tempo de execução médio da heurı́stica é praticável (um pouco mais de
cinco minutos). É interessante notar, ainda, que os tempos de execução médios da mat-heurı́stica
são maiores quanto maior o quartil de limite de tempo de rota considerado. Uma possı́vel explicação
está no fato de que, quanto maiores os limites de rota, maior é o espaço viável a ser explorado, re-
tardando a resolução dos sub-problemas na otimalidade. Por outro lado, curiosamente, o CPLEX
foi capaz de encontrar menores gaps médios para instâncias com maiores limites de rota T . Uma
hipótese para esse comportamento também se apoia na maior disponibilidade de rotas viáveis no
espaço de busca, possivelmente facilitando a construção de soluções factı́veis (e limites primais) já
nos primeiros nós da árvore de branch-and-bound.

6. Conclusões e trabalhos futuros
Neste trabalho, introduzimos uma nova versão de otimização robusta do problema de

orientação de equipes com vértices obrigatórios e valores de prioridades decrescentes em função
do tempo. O problema é formalmente definido utilizando o caracterização robusta conhecida por
incerteza orçamentada, e uma formulação compacta baseada em fluxo é proposta e resolvida dire-
tamente com CPLEX e por meio de uma mat-heurı́stica Kernel Search. Os resultados evidenciam a
dificuldade de resolução (exata) do problema para instância de até 50 vértices. Ademais, a heurı́stica
proposta apresenta-se como uma alternativa praticável tanto em tempo médio de execução (apro-
ximadamente cinco minutos) como em qualidade das soluções obtidas. Em particular, a heurı́stica
foi capaz de encontrar limites tão bons quanto ou melhores que o CPLEX em 60 das 72 instâncias
testadas.

Por ser um problema novo e com altas complexidades teórica e prática, diversas direções
de pesquisa ainda podem ser exploradas. Em especial, primeiros passos devem ser dados em propor
e testar novos modelos matemáticos possivelmente mais fortes, com ou sem desigualdades válidas,
além de elaborar algoritmos exatos baseados em técnicas mais eleboradas, como planos de cortes,
decomposição de Benders e geração de colunas. Além de mat-heurı́sticas, existem ainda os diversos
frameworks de metaheurı́sticas a serem testados para o problema. Por fim, estratégias hı́bridas,
utilizando soluções heurı́sticas como ponto de partida para algoritmos exatos, é também uma direção
promissora de estudo futuro.
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