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RESUMO

Neste artigo, propomos a aplicação de Multi-Parent Biased Random-Key Genetic Algo-
rithms na solução de um interessante problema da mochila não linear e não convexo, onde a função
objetivo e as restrições são funções separáveis. Um conjunto de instâncias da literatura foi selecio-
nado para a apresentação dos resultados computacionais. Apresentamos uma estratégia eficiente de
busca local em associação com a meta-heurı́stica adotada. Novos limites inferiores foram obtidos
para a maior parte das instâncias, demonstrando o potencial da combinação utilizada.

PALAVRAS CHAVE. Pesquisa Operacional, Meta-heurı́stica, Problema da Mochila Não Li-
near.

ABSTRACT

In this article, we propose the application of Multi-Parent Biased Random-Key Genetic
Algorithms to solve an interesting nonlinear and non-convex knapsack problem, where the objective
function and constraints are separable. A set of instances from the literature was selected to present
the computational results. We present an efficient local search strategy in association with the
adopted metaheuristic. New lower bounds were obtained for most instances, demonstrating the
potential of the proposed approach.
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1. Introdução

O problema da mochila é um clássico em otimização combinatória, no qual um conjunto
de itens deve ser selecionado de forma a maximizar o valor total associado, sem exceder a capaci-
dade da mochila. Este problema tem sido amplamente estudado na literatura. Trabalhos recentes,
como Cacchiani et al. [2022a] e Cacchiani et al. [2022b], apresentam uma visão geral dos avanços
no problema da mochila e algumas de suas variações, como o problema da mochila quadrática. Isso
indica que o problema da mochila é um tema de pesquisa muito ativo em otimização combinatória.
O foco deste artigo é uma versão não linear do problema da mochila, que é relativamente pouco
estudada em comparação com o problema clássico. O problema da mochila não linear (PMNL),
também conhecido como problema não linear de alocação de recursos, é abordado em Katoh e Iba-
raki [1998]. Esse trabalho considera uma função objetivo não linear sujeita a uma restrição, onde as
variáveis de decisão podem ser discretas ou contı́nuas, limitadas ou ilimitadas. Variantes do PMNL
estão relacionadas às propriedades das funções envolvidas, como convexidade ou não convexidade,
separabilidade ou não separabilidade e, eventualmente, aos limites e tipos das variáveis de decisão.
Neste trabalho, o PMNL apresenta funções não convexas, separáveis, e as variáveis de decisão são
limitadas.

1.1. Trabalhos Relacionados ao PMNL

Em D’Ambrosio e Martello [2010], os autores desenvolveram um algoritmo heurı́stico e
um procedimento de pós-otimização de busca local para resolver o PMNL aqui tratado. Na mesma
linha de pesquisa, Mencarelli et al. [2016] propuseram algoritmos heurı́sticos com busca local para
o problema da mochila não linear múltipla, com função não convexa separável e funções de peso.
O problema da mochila não linear múltipla com funções separáveis e não convexas também foi
abordado em D’Ambrosio et al. [2018], por meio da aplicação de técnicas construtivas heurı́sticas
baseadas em relaxações substitutas e melhorias por busca local na solução do problema. Em Hoto
et al. [2020], foi proposto um algoritmo de gradiente projetado e penalização para a solução do
problema da mochila separável e convexo. Em Fampa et al. [2020], uma relaxação do problema da
mochila quadrática convexa foi resolvida utilizando um algoritmo de plano de corte.

1.2. Proposta de Solução Relacionada ao PMNL

Algoritmos genéticos têm sido amplamente usados na solução de problemas de otimização
combinatória e são teórica e empiricamente comprovados como fornecendo uma estratégia de busca
robusta Goldberg [1989]. Neste artigo, propomos a utilização de um hı́brido, o Multi-Parent Biased
Random-Key Genetic Algorithm (BRKGA-MP) Andrade et al. [2021], como proposta de solução
para os PMNL abordados. Analisaremos a qualidade da solução proposta comparando o BRKGA-
MP com a melhor solução disponı́vel em D’Ambrosio [2010]. O BRKGA-MP é uma extensão
do BRKGA, Biased Random-Key Genetic Algorithm, proposto em Goncalves e Resende [2011], e
adiciona a este um novo mecanismo de geração de descendentes, o cruzamento Multi-Parent. Tra-
balhos recentes utilizando BRKGA e BRKGA-MP em problemas de otimização combinatória têm
sido apresentados na literatura. Chaves et al. [2016] aplicaram o BRKGA ao problema de alocação
de recursos. O problema de empacotamento foi tratado em Zudio et al. [2018], aliado a uma busca
por vizinhança. Pinto et al. [2018] utilizaram o BRKGA na solução de um problema clássico de
grafos. Com relação ao BRKGA-MP, destacamos, entre os trabalhos recentes, a aplicação da meta-
heurı́stica na solução de um problema de alocação de recursos na área hospitalar Kummer et al.
[2024].
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Este artigo está organizado da seguinte forma: as formulações estudadas do PMNL são
apresentadas na Seção 2. Na Seção 3, descrevemos os princı́pios gerais da meta-heurı́stica BRKGA-
MP, apresentamos o módulo decodificador desenvolvido e o procedimento de busca local. Na Seção
4, as instâncias, o ajuste de parâmetros e os resultados numéricos são apresentados. Por fim, na
Seção 5, apresentamos uma análise e conclusão do trabalho.

2. Formulação dos Problemas

Seja N = {1, . . . , n} o conjunto de itens do problema e x = (x1, . . . , xn) um vetor, onde
cada entrada xj ∈ S é uma variável de decisão associada ao item j ∈ N , com S = R ou S = Z.
Para cada item j ∈ N , associamos as funções fj(xj) e gj(xj), respectivamente, na composição da
função objetivo separável, f(x), e na restrição, g(x), do problema. Assim, o PMNL consiste de en-
contrar um valor para cada variável de decisão xj , de modo que a função objetivo seja maximizada
e a capacidade da mochila C, não seja excedida. Portanto, a formulação geral do PMNL será dada
por:

(P ) : max f(x)

s.t. g(x) ≤ C

0 ≤ xj ≤ uj , j ∈ N

xj ∈ S, j ∈ N,

uj ∈ S, j ∈ N,

Nesta formulação, a função f(x) e restrição g(x) são não convexas e separáveis, D’Ambrosio
e Martello [2010]. Cabe mencionar que (P) é um problema de otimização NP-difı́cil, Martello e Toth
[1990]. A partir do modelo (P ), derivamos quatro PMNL. Nesses problemas, a função objetivo não
convexa adotada será f(x) =

∑
j∈N fj(xj), onde fj(xj) =

cj

1+bje
−aj(xj+dj)

, as restrições são do

tipo g(x) =
∑

j∈N gj(xj) e a capacidade da mochila será definida como C = 1
2gj(uj), tornando as

instâncias do problema mais desafiadoras. Os coeficientes aj , bj , cj , dj , wj , pj , qj e uj são valores
associados a cada item j ∈ N e estão disponı́veis nas instâncias do PMNL. Portanto, os problemas
adotados nesta pesquisa são definidos como a seguir:

(P1|P3) : max
∑
j∈N

cj

1 + bje−aj(xj+dj)

s.t.
∑
j∈N

wjxj ≤
1

2

∑
j∈N

wjuj

0 ≤ xj ≤ uj , j ∈ N

xj ∈ S, j ∈ N.

uj ∈ S, j ∈ N.
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(P2|P4) : max
∑
j∈N

cj

1 + bje−aj(xj+dj)

s.t.
∑
j∈N

(
√
pjxj + qj −

√
qj) ≤

1

2

∑
j∈N

(
√
pjuj + qj −

√
qj)

0 ≤ xj ≤ uj , j ∈ N

xj ∈ S, j ∈ N.

uj ∈ S, j ∈ N.

Observe que os problemas (P1|P3) têm uma restrição linear, enquanto (P2|P4) apre-
senta uma restrição não linear, côncava. Além disso, em (P1) e (P2), S = Z, ao passo que em (P3)
e (P4), S = R.

3. Descrição da Meta-heurı́stica

O BRKGA-MP, descrito em Andrade et al. [2021], é uma meta-heurı́stica usada para for-
necer boas soluções para problemas de otimização combinatória. Um componente importante do
BRKGA-MP é o módulo chamado decodificador. Este módulo consiste em um algoritmo deter-
minı́stico que é usado para mapear um vetor de chaves aleatórias em uma solução viável do PMNL,
além de retornar o valor da função objetivo. A dinâmica evolutiva do BRKGA-MP utiliza a ideia
de que indivı́duos mais adaptáveis ao ambiente têm maiores probabilidades de sobrevivência do
que os menos adaptáveis, produzindo um maior número de descendentes. A população inicial, de-
notada por P , é composta por |P | indivı́duos, no espaço [0, 1]n, gerados de forma aleatória e são
independentes do problema a ser tratado. Em cada passo do processo evolutivo uma nova geração é
formada e a qualidade de cada indivı́duo é determinada. A seguir a população é ordenada e dividida
em dois subconjuntos: um conjunto elite, Pe, e outro conjunto não elite, P\Pe. O conjunto elite é
composto dos, |Pe|, melhores indivı́duos da população, já o conjunto não elite, contém os demais
indivı́duos, |P |−|Pe|. Na prática o conjunto elite sempre é menor do que o seu complemento sendo
integralmente copiado para a próxima geração. Assim, os melhores indivı́duos são preservados para
as gerações futuras. Diferentemente do algoritmo genético tradicional, o BRKGA-MP implementa
a mutação por meio da introdução de um pequeno número de mutantes Pm, representado por, |Pm|
novos vetores de chaves aleatórias. Para completar a nova população é necessário criar um número
de descendentes igual a |P | − (|Pe| + |Pm|)|, novos indivı́duos. Esses descendentes são gerados
usando o cruzamento Multi-Parent, na qual vários indivı́duos são selecionados aleatoriamente na
população atual, parte do conjunto elite e outros do conjunto não elite. Eles são combinados na
realização da operação de cruzamento com reposição em que todos os indivı́duos gerados farão
parte da próxima população. Assim, o BRKGA-MP simula um processo evolutivo permitindo que
ao final da sua execução o melhor indivı́duo encontrado represente uma solução viável de excelente
qualidade para o problema.

3.1. Módulo Decodificador

O objetivo deste módulo decodificador é mapear um vetor de chaves aleatórias y =
(y1, . . . , yn) ∈ [0, 1]n, um indivı́duo BRKGA-MP, em uma solução viável x = (x1, . . . , xn) ∈ Sn
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do PMNL e avaliar a qualidade do indivı́duo, y, por retornar a sua aptidão. O módulo decodifi-
cador consiste dos seguintes passos: para cada item, j, um nı́vel de importância é associado de
acordo com sua relevância. A relevância é definida pelo vetor, r, onde cada item, j, está associado
a uma razão rj = fj(xj)/gj(xj), isto é descrito entre as linhas 3 e 10. Na linha 11, a rotina Orde-
naIndices() ordena as razões em r, de forma decrescente, e retorna um conjunto de ı́ndices, K. Esta
mesma ideia é aplicada a relaxação do problema da mochila linear para obter a solução ótima. Nesta
pesquisa esta estratégia tem-se mostrado ser muito eficiente em fornecer solução de boa qualidade
para o PMNL. Entre as linhas 12 e 20, os itens são escolhidos para serem colocados na mochila
de acordo com a ordem definida em K, até a capacidade C. Para cada item, j, não acrescentado a
mochila, xj = 0, nós associamos yj = 0 à componente do indivı́duo avaliado. Cabe observar que
xj = 0 implica em fj(xj) ≥ 0, assim fj(xj) continua contribuindo para a função objetivo, linha
19. Ao final, o decodificador retorna a qualidade da solução representada no indivı́duo de entrada, y.

Algoritmo 1: Decodificador para os Problemas
Entrada: y, a, b, c, d, w, p, q, u, C

1 fitness = 0;
2 cap = 0;
3 para j=1 até N faça
4 xj = ComputaX(yj , uj);
5 se (xj > 0) então
6 fj = cj/(1 + bje

−aj(xj+dj));
7 gj = ComputaRestrição(xj , wj , pj , qj);
8 rj = fj/gj ;

9 senão
10 rj = 0;

11 K = OrdenaIndices(r);
12 para j=1 até N , j ∈ K faça
13 xj = ComputaX(yj , uj);
14 gj = ComputaRestrição(xj , wj , pj , qj);
15 se (gj ≤ C − cap) então
16 fitness += cj/(1 + bje

−aj(xj+dj));
17 cap += gj ;

18 senão
19 fitness += cj/(1 + bje

−aj(0.0+dj));
20 yj = 0;

Saı́da: fitness
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Tabela 1: Descrição das rotinas do decodificador

Rotina Descrição
ComputaX(yj , uj) Retorna a j-ésima componente, xj , da solução

viável do PMNL associada a componente, yn, do in-
divı́duo, y. E mais, xj = ⌊(uj + 1)yj⌋, se xj ∈ Z
ou xj = ujyj , se xj ∈ R;

ComputaRestrição(xj , wj , pj , qj) Calcula e retorna o j-ésimo termo que compõem a
restrição do problema. Retorna wjxj nos problemas
(P1|P3) e retorna

√
pjxj + qj−

√
qj , em (P2|P4);

OrdenaIndices(r) Retorna o conjunto K onde cada componente, Kj ,
corresponde ao ı́ndice da j-th maior razão em r.

3.2. Procedimento de Busca Local

O mecanismo de busca local, BL, tem sido amplamente utilizado para intensificar a pro-
cura por soluções de qualidade de problemas de otimização combinatória.

Algoritmo 2: Procedimento de Busca Local
Entrada: y

1 para i = 1 até N − 1 faça
2 para j = i+ 1 até N faça
3 xi = ComputaX(yi, ui);
4 xj = ComputaX(yj , uj);
5 fi = ci/(1 + bie

−ai(xi+di));
6 fj = cj/(1 + bje

−aj(xj+dj));
7 gi = ComputaRestrição(xi, wi, pi, qi);
8 gj = ComputaRestrição(xj , wj , pj , qj);
9 f j

i = cj/(1 + bje
−aj(xi+dj));

10 f i
j = ci/(1 + bie

−ai(xj+di));
11 gji = ComputaRestrição(xi, wj , pj , qj);
12 gij = ComputaRestrição(xj , wi, pi, qi);
13 se ((f j

i + f i
j)− (fi + fj) > 0) então

14 se ((gji + gij)− (gi + gj) ≤ (C − cap)) então
15 troca yi com yj ;
16 cap += (gji + gij)− (gi + gj);

Saı́da: y

Nesta pesquisa, o procedimento de busca local é aplicado apenas ao melhor indivı́duo, y,
da população atual, a cada geração do BRKGA-MP. O custo computacional desta busca é O(n2).
Após o processo de aplicação da busca local o novo indivı́duo obtido é reinserido na população
atual, potencializando o processo evolutivo. Nesta busca, entre as linhas 3-8, as componentes, xi e
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xj , as funções, fi e fj e as restrições, gi e gj , são calculadas. Nas linhas 9-12 avaliamos as funções
fj(xi) e fi(xj), junto com as restrições gj(xi) e gi(xj), trocando xi por xj e vice-versa. Esses
resultados contribuem para as duas condições investigadas, linhas 13 e 14. Se essas condições são
satisfeitas, o valor da função objetivo pode ser aumentado sem que a capacidade da mochila seja
violada. Na linha 15 efetuamos as trocas das componentes no indivı́duo de entrada e na linha 16 a
capacidade relativa da mochila é atualizada. No final deste procedimento, se houver alguma troca
de componentes, teremos um indivı́duo com o seu fitness melhorado.

4. Resultados Computacionais

Os módulos foram implementados na linguagem C++ e compilados com o compilador
g++. Todos os testes foram feitos em uma máquina com processador Intel(R) Core(TM) i7-4770
CPU @ 3.40GHz e 8GB RAM, com o sistema Cygwin 64 3.3.5 (2022).

4.1. Descrição das Instâncias

Selecionamos um conjunto de 160 instâncias para cada tipo de problema descrito na seção
2, totalizando 640 instâncias de teste. Todas as instâncias e soluções, do tipo Non Linear Knapsack
Problem, podem ser acessadas em https://site.unibo.it/operations-research/
en/research/library-of-codes-and-instances-1. Essas instâncias estão dividi-
das em dois conjuntos: (i) instâncias correspondentes aos problemas (P1|P3) com restrições line-
ares, Nonconvex nonconcave profits, Linear weights, e (ii) instâncias correspondentes aos proble-
mas (P2|P4) com restrições não lineares, Nonconvex nonconcave profits, Nonlinear weights. As
instâncias caracterizam-se por conter os parâmetros gerados aleatoriamente, onde aj ∈ [0.1, 0.2],
bj ∈ [0, 100], cj ∈ [0, 100], dj ∈ [−100, 0], wj ∈ [1, 100], pj , qj ∈ [1, 20] e uj = 100, para cada
j ∈ N , com n ∈ {10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2500}.

4.2. Ajuste de Parâmetros do BRKGA-MP

Os parâmetros do BRKGA-MP, sem a estratégia de busca local, foram refinados utili-
zando o IRACE PACKAGE, Lopez-Ibanez et al. [2016]. Os parâmetros ajustados nesta pesquisa
foram: o tamanho da população, |P |, o tamanho do conjunto elite, |Pe|, o tamanho do conjunto
mutante, |Pm|, o número de indivı́duos do conjunto elite, |te|, e o número total de indivı́duos, |tp|,
para o cruzamento Multi-Parent. Ajustamos, ainda, o tipo de função utilizada no cruzamento Multi-
Parent, bias, e o intervalo de reset da população do BRKGA-MP, i reset. Utilizamos um limite de
tempo de 120 segundos para cada simulação nesta etapa de ajuste de parâmetros.
Nós geramos um conjunto de instâncias especialmente para esta etapa, https://drive.google.
com/drive/folders/1NV73tCmNCtVZhx2ikHAW6l5ZnaMVCakX?usp=sharing, dis-
ponı́veis na pasta Instancias Tunning. Para cada tipo de problema foram geradas 4 instâncias com
n ∈ {10, 20, 50, 100, 200, 500, 1000, 2500}, totalizando 128 instâncias para esta fase de ajuste de
parâmetros, o que equivale uma amostra de 20% considerando todas as instâncias de teste. O in-
tervalo dos valores para cada um dos parâmetros refinados, bem como a melhor configuração dos
mesmos estão apresentados na Tabela 2.
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Tabela 2: Parâmetros e intervalos considerados e a melhor configuração encontrada

Parâmetros Intervalos (P1) (P2) (P3) (P4)

|P | {50, 100,. . . , 400, 500, . . . , 1000, 2500} 900 2500 900 1000
|Pe| [0.05, 0.30] 0.18 0.21 0.20 0.10
|Pm| [0.05, 0.30] 0.14 0.09 0.12 0.05
|te| [1, 9] 5 5 5 4
|tp| [2, 10] 7 8 6 10
bias {0, 1, 2, 3, 4, 5} 3 5 4 3

i reset {100, 200,. . . , 1000, 1500, 2000, 3000} 1000 1000 3000 1000

4.3. Resultados Numéricos

Em nossos experimentos, para cada instância do PMNL, o BRKGA-MP foi executado 10
vezes, por 120 segundos. Ao final de cada execução selecionamos a melhor solução do PMNL, de-
notada por xB , e a melhor solução geral dentre as 10 execuções, x∗B . Denotaremos, ainda, por x∗, a
melhor solução para cada instância disponı́vel em https://site.unibo.it/operations-
research/en/research/library-of-codes-and-instances-1.
O custo dessas soluções denotaremos por sB , s∗B e s∗, respectivamente. Esta notação será utili-
zada na base de dados disponı́vel para consulta em https://drive.google.com/drive/
folders/1NV73tCmNCtVZhx2ikHAW6l5ZnaMVCakX?usp=sharing. Apresentamos, nesta
base de dados, as tabelas contendo os resultados computacionais, para cada tipo de PMNL. Na pri-
meira coluna de cada tabela apresentamos o nome da instância. Na segunda coluna apresentamos
o custo associado a melhor solução encontrada, s∗B , e o tempo despendido até encontrá-las, tx∗

B
,

em segundos. Apresentamos, ainda, o custo da melhor solução para cada instâncias disponı́vel na
literatura, s∗. Na última coluna da tabela, o ganho percentual relativo, gaps∗B =

100(s∗B−s∗)
s∗ %, é

apresentado, comparando s∗B e s∗ . Novos limitantes inferiores para as instâncias do PMNL são
apresentados quando gaps∗B ≥ 0. Apresentamos, também, nesta base de dados, os resultados das
execuções do BRKGA-MP, para cada tipo de PMNL e para cada instância de teste.

Nas tabelas 3 e 4, a seguir, nós apresentamos o percentual das instâncias que foram melho-
radas, ou seja, o percentual de novos limites inferiores apresentados para cada grupo de instâncias,
com s∗B > s∗, obtidos com o BRKGA-MP, sem busca local e com busca local, respectivamente.
Cada grupo é constituı́do por 20 instâncias.

Tabela 3: Percentual de gaps∗
B
≥ 0, sem Busca Local

Grupo de instâncias(n) (P1) (P2) (P3) (P4)

10 95.0% 90.0% 75.0% 85.0%
20 100.0% 95.0% 75.0% 80.0%
50 70.0% 90.0% 10.0% 70.0%
100 45.0% 10.0% 0.0% 0.0%
200 40.0% 0.0% 0.0% 0.0%
500 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
1000 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
2500 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
média 43.75% 35.63% 20.0% 29.38%
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Tabela 4: Percentual de gaps∗
B
≥ 0, com BL

Grupo de instâncias(n) (P1) (P2) (P3) (P4)

10 95.0% 95.0% 80.0% 90.0%
20 95.0% 95.0% 85.0% 90.0%
50 80.0% 95.0% 45.0% 90.0%
100 90.0% 50.0% 30.0% 30.0%
200 100.0% 15.0% 85.0% 0.0%
500 95.0% 0.0% 85.0% 0.0%
1000 90.0% 0.0% 30.0% 0.0%
2500 0.0% 0.0% 0.0% 0.0%
média 80.60% 42.10% 55.00% 37.50%

5. Conclusão

Neste trabalho, nós consideramos a meta-heurı́stica BRKGA-MP como proposta de solução
dos problemas propostos e apresentamos uma eficiente estratégia de busca local. Os resultados
computacionais foram bastante satisfatórios quando comparamos com os resultados disponı́veis na
literatura, neles apresentamos novos limites inferiores para grande parte das instâncias. Em relação
a busca local, Tabela 4, os resultados apresentam um ganho substancial ao utilizá-la, eles apresen-
tam um ganho médio de 76.00% em relação a sua não utilização, Tabela 3, reforçando o potencial da
combinação da meta-heurı́stica com a busca local. Portanto, com relação aos resultados alcançados
nesta combinação, os melhores percentuais de novos limites inferiores foram alcançados para os
grupos de instâncias dos problemas com restrição linear, (P1|P3), apresentando percentual médio
de 80.60%|55.00% contra 42.10%|37.50% de percentual de novos limitantes para os grupos de
instâncias, (P2|P4), com restrição não linear. Observamos nesta pesquisa que as instâncias de
maior porte necessitariam de um tempo maior de execução para alcançar melhores resultados, visto
que os melhores indivı́duos BRKGA-MP são encontrados ao final do perı́odo de execução. Em
relação aos resultados alcançados para os grupos de instâncias, (P2|P4), pensamos que um estudo
mais profundo da relação rj = fj(xj)/gj(xj) pode ser feito no sentido de melhorá-los. Enten-
demos como principal resultado cientı́fico deste trabalho os novos limitantes disponibilizados que
podem servir de referência para futuras pesquisas.
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