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RESUMO
A maximizagdo de influéncia em redes € um problema de grande interesse em diversas

dreas, varios modelos foram propostos para analisar essa difusdo. A convexidade em grafos é
uma forma de resolver esse problema, contando com diversos parametros para analisar a dinAmica
desse comportamento, tais como nimero envoltéria, Radon, intervalo entre outros. O niimero de
Carathéodory de um grafo GG, denotado por ¢(G), é um destes interessantes pardmetros de estudo do
comportamento de difusdo de influéncia. Neste artigo trataremos do nimero de Carathéodory para
grafos circulantes na convexidade P3. Para grafos circulantes Cy,(1,7) com r = 2, determinamos
que o nimero de Carathéodory é 2. Como consequéncia determinamos o nimero de Carathéodory
para a subclasse de grafos Poténcia de Ciclo provando que ¢(C¥) = 2. Para C,,(1,7) com r > 2 e
n > 4r — 2 demonstramos que ¢(Cy(1,7)) > [ 25| se 34 (r + 1) e caso contrério ¢(Cy (1, 7)) >
2(r+1)

3 .
PALAVRAS CHAVE. Grafos, P;-Convexidade, Caratheédory.

o : ABSTRACT . .
The maximization of influence in networks is a problem of great interest in several

areas of knowledge. Many models can be used for modeling that influence diffusion process in
networks, the convexity in graphs is one of these models. At graph convexity, there are several
parameters to analyze the dynamics of this behavior, such as envelope number, Radon, interval,
among others. And the Carathéodory number is one of these parameters, already demonstrated to be
NP-Complete, and an interesting parameter for studying influence diffusion behavior. In this article
we will deal with the Carathéodory number for circulating graphs in convexity Ps. For circulating
graphs C,,(1,7) with r = 2, we determine that the Carathéodory number is ¢(C,,(1,7)) = 2, as a
consequence we determine the Carathéodory number for the Cycle Power graph subclass, that is,
c(Ck) = 2. For C,({1,7}) with 7 > 2 with n > 4r — 2 we demonstrate that ¢(Cy,(1,7)) > |25t

if3¢1(r+1)and c¢(Cp(1,r)) > w otherwise.
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1. Introducio

Neste trabalho vamos considerar grafos finitos, simples e ndo direcionados. Para um grafo
G, o conjunto de vértices serd denotado por V' (G) e o conjunto de arestas por E(G).

Para um grafo G, uma coleg¢do C de subconjuntos de V' (G) é uma convexidade em G se:

- 0,V(G) e,
- C é um conjunto fechado em relacéo a operagéo de intersegéo.

Cada elemento de C é um conjunto convexo para a convexidade C. A envoltdria convexa
H¢(S) de um subconjunto .S é o menor conjunto convexo que contém S. Se He(S) = V(G) entdo
S € um conjunto de envoltéria. A cardinalidade h¢(G) do menor conjunto de envoltéria em G é
denominado niimero de envoltoria de G.

A convexidade P; faz parte de um forte arcabouco tedrico de convexidades em grafos,
com aplica¢des em problemas nas dreas de redes de computadores, marketing, epidemiologia, eco-
nomia, entre outras Chen [2009]; Centeno et al. [2011]; Aradjo et al. [2018]; Bresar e Valencia-
Pabon [2020]; Grippo et al. [2021]. Podemos citar o problema de selec@o de conjuntos alvo, onde o
objetivo € selecionar um conjunto de vértices que maximize a influéncia em um grafo, neste canério,
a convexidade Ps se destaca como um modelo em que a influéncia é propagada se um vértice na
rede tem dois ou mais vizinhos influenciados.

Neste contexto, o nimero de Carathéodory é um pardmetro importante para a selecdo de
conjuntos alvo, pois ele determina a resisténcia de um conjunto de vértices a ser influenciado. O
Teorema de Carathéodory Carathéodory [1911] é um resultado sobre os conjuntos convexos em R%
é. Este teorema afirma que todo ponto u no envoltério convexo de um conjunto S C R? estd no
envoltdrio convexo de um subconjunto £’ de S de ordem no maximo d + 1. Seja G um grafo e C
uma convexidade em V' (G). O miimero de Carathéodory de C é o menor inteiro c tal que para cada
conjunto S de vértices de G e cada vértice u em He(.S), existe um conjunto F' C S com |F| < ce
u € He(F'). Um conjunto S de vértices de G é um conjunto de Carathéodory de C se o conjunto
O0He(S) definido como He(S)\ U, cg He (S \ {u}) é ndo vazio. Em defini¢do alternativa podemos
dizer que o niimero de Carathéodory de C é a maior cardinalidade de um conjunto de Carathéodory
de C. Denotaremos o nimero de Carathéodory de um grafo G por ¢(G).

Um tipo de convexidade especial em grafos sdo as convexidades definidas através de um
conjunto P de caminhos. Neste caso, um subconjunto C € V(G) é convexo precisamente quando C
contém todos os vértices pertencentes aos caminhos de P cujos vértices extremos estao também em
C. A convexidade geodésica Caceres et al. [2006]; Dourado et al. [2016, 2010] considera P como
o conjunto de todos os caminhos minimos de G. A convexidade Ps considera P como o conjunto
de todos os caminhos com trés vértices Barbosa et al. [2012]; Centeno et al. [2011]; Dourado et al.
[2013]; Grippo et al. [2021]; Cappelle et al. [2022]; BLA [2023].

Como trabalharemos apenas com a convexidade P3 C, omitiremos o subscrito C da nota-
¢do. Dado um grafo G, o intervalo fechado entre dois vértices u,v € V(G) é o conjunto I [u, v] de
todos os vértices pertencentes a todo caminho P; entre u e v. Se S C V(G), entdo I[S] é a unido
de todos I[u, v] para u,v € S. Dizemos que S C V(G) é um conjunto convexo, se I[S] = S.

Podemos também utilizar o intervalo fechado para iterativamente encontrar o menor con-
junto convexo P3 que contém S. Para um conjunto S de vértices em um grafo G, seja I°[S] = S,
I'[S] = I[S] e I*[S] = I[I*71[S]] para k > 2. A partir de algum termo p, a sequéncia serd
constante, quando I7[S] = IP*1[S] obtém-se a envoltéria convexa de S. O processo de computar a
envoltdria convexa serd chamado de percolacdo.

Em resultados anteriores temos que a determinacio do nimero de Carathéodory na conve-
xidade P53 é um problema NP-completo, mesmo para grafos bipartidos Barbosa et al. [2012]. Porém
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em alguns trabalhos conseguiram estabelecer resultados polinomiais e limites justos para arvores,
grafos blocos Barbosa et al. [2012], cordais Coelho et al. [2014], P4-redutiveis e co-drvores Hon
et al. [2016], alguns produtos de grafos Cappelle et al. [2017], e grafos de didmetro 2 Coelho et al.
[2023].

Trabalhos recentes Frasca e Rossi [2022] trazem um modelo de influéncia dindmica da
perspectiva de um conjunto de Caratheddory, e em ANA [2020] o nimero de Carathéodory na
convexidade geodésica é estabelecido para algumas classes de grafos. Keiler et al. [2021] sugere
que o nimero de Carathéodory € um interessante parametro para ser abordado no modelo de selecdo
de conjuntos alvo. Assim como este, outros trabalhos abordando pardmetros de convexidade no
modelo da selecdo de conjuntos alvo tem surgido Aradjo e Sampaio [2023]. Uma ativa area de
pesquisa.

Considerando a classe dos grafos circulantes, Al-Ezeh et al. [2017] definiu o niimero de
envoltéria na convexidade geodética para Grafos Poténcia de Ciclo, uma subclasse dos grafos cir-
culantes, utilizando como base os resultados trazidos por Obradovi¢ et al. [2005]. Shaheen et al.
[2022] apresentou resultados para a 2-conversdo irreversivel de grafos circulantes com a configura-
¢do Cp(1,7), que é equivalente ao ndimero de envoltria Ps.

Neste trabalho, consideramos o nimero de Carathéodory na convexidade P5 para grafos
circulantes C,,(1,7). Apresentamos um limite inferior e um limite constante dada algumas restri-
¢oes dos pardmetros n e r. Para grafos circulantes C), (1, ) com r = 2, determinamos que o ndimero
de Carathéodory € 2. Como consequéncia determinamos o nimero de Carathéodory para a subclasse
de grafos Poténcia de Ciclo provando que ¢(C¥) = 2. Para C,,(1,7) comr > 2 en > 4r — 2 de-
monstramos que ¢(Cy,(1,7)) > L%j se 31 (r + 1) e caso contrdrio ¢(Cy,(1,7)) > @ . Na
Secdo 2, alguns conceitos bdsicos de grafos s@o revistos. A Se¢do 3 contém nossos resultados e a
Secao 4 contém as conclusdes e algumas sugestdes de trabalhos futuros.

2. Preliminares

Esta secdo contém mais algumas defini¢des e terminologias fundamentais utilizadas ao
longo do artigo.

Seja G um grafo, V (G) seus vértices, F(G) sua arestas, v um vértice qualquer de V(G)
e S um subconjunto de V(G). Podemos definir a vizinhangca aberta de um vértice v, denotada por
N (v), como o conjunto de vértices adjacente a v, ou seja, N(v) = {w € V(G)|vw € E(G)}.

Um subgrafo H de um grafo G é um grafo tal que V(H) C V(G) e E(H) C E(Q). Seja
S um subconjunto de vértices de G, o subgrafo induzido por S, denotado por G[S], possui S como
conjunto de vértices e o conjunto de arestas é o subconjunto de todas as arestas de G que tenham as
duas extremidades em S.

Os grafos circulantes sdo definidos por dois pardmetros, n o nimero de vértice ¢ L uma
lista de nimeros inteiros. De maneira simples podemos dizer que o i-ésimo vértice é adjacente ao
(i+ 7)-ésimo e ao (2 — j)-ésimo vértice para cada elemento j da lista L. Ou de maneira mais formal,
podemos dizer que C, (L) tem vértices V(Cy, (L)) = {1,2,...,n} e arestas st € E(C,(L))|(s +
t) mod n € L. Os grafos poténcia de ciclo sdo uma subclasse dos grafos circulantes. Dizemos que
o ciclo de tamanho n estd elevado a poténcia C,, quando temos um grafo circulante C,,(dy, ..., d;)
talque d; = d;—1 +1ed, < [5].

Na Figura 1 temos exemplos de grafos circulantes. O primeiro é o grafo Cs(2) que é um
exemplo de grafo circulante com 6 vértices e lista de inteiros (2), possui com duas componentes
conexas. As arestas da primeira componente conexa so: vivs pois 1+2 = 3, vgus pois 3+2 =5¢
Usv] POiS 5+ 2 =7 e como 7 > n entdo 7 mod n = 1. As arestas da segunda componente conexa
seguem a mesma definicio e sa0 vav,4, V4G € VgU2.
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Figura 1: Exemplos de Grafos Circulantes.

O segundo grafo é o Cg(1,2) possui 6 vértices, lista de inteiros (1,2), e cujo as arestas
sdo as mesma do exemplo anterior e acrescido das arestas vyve pois 1 +1 = 2, vovg pois 2+ 1 = 3,
de forma andloga temos as arestas v3vy, V405, V506 € por fim a aresta vgvy pois (6 + 1) mod 6 = 1.

O terceiro grafo é o Cg(1,3) que possui 8 vértices, lista de inteiros (1, 3) e arestas con-
forme definicdo e exemplos anteriores.

Para ilustrar melhor as definicdes dos pardmetros de convexidade definidos na intro-
dugdo, tomemos como exemplo o grafo circulante G = Cg(1,3) da Figura 2 e o subconjunto
So = {1,2,3}. Vamos encontrar o menor conjunto convexo P que contém Sy, utilizando a fun-
¢do intervalo, tal como se segue: 1°[Sg] = So = {1,2,3}; I'[So] = I[So] U {4,8}; I*[Sy] =
IYSo) U {5,7}; I3[So] = I?[So] U {6}; I*[So] = I3[Sp]. Ao final de I3[Sy] temos o conjunto
H(Sy) =1{1,2,3,4,5,6,7,8} que é o menor conjunto convexo P3 que contém Sy, que coinciden-
temente é um conjunto de todos os vértices de G, ou seja, H(Sy) = V (G).

Barbosa et al. [2012] demonstrou algumas propriedades elementares dos conjuntos de
Carathéodory, que utilizaremos aqui, para demonstrar um limite inferior para o nimero de Ca-
rathéodory em grafos circulantes na convexidade Ps.

Proposicao 1. Barbosa et al. [2012] Seja G um grafo e S um conjunto de Carathéodory de G.

(a) Se G tem ordem de pelo menos 2 e é completo ou um caminho ou um ciclo, entdo ¢(G) = 2.

(b) Se S tem ordem pelo menos dois, entdo todo vértice de u em S estd em um caminho uvw de

ordem 3 tal que v € V(G)\Hg(S\{u}) e w € Hg(S\{u})
(c) Nenhum subconjunto préprio S’ de S satisfaz HG(S’)=V(G).
(d) O fecho convexo Hg(S) de S induz um subgrafo conexo de G.

Em Shaheen et al. [2022] de modo geral foi demonstrado que o limite superior para nu-
mero de 2-conversdo irreversivel de um grafo circulante C,(1,7) é [5] + 1, nesse trabalho foi
demonstrado algumas propriedades dos grafos circulantes que serdo usadas em nossas demonstra-
coes. A seguir trazemos uma propriedades dos grafos circulantes na convexidade P que pode ser
concluida a partir da Nota 2 de Shaheen et al. [2022].

Proposicao 2. Seja G um grafo circulante Cy,(1,r) e S um conjunto de vértices tal que S =
{0i, Vig1, Vig2, s Vig(r—1) }, entdo S é um conjunto envoltorio.
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Figura 2: Exemplo da Proposi¢do 2 no Cs(1, 3).

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ = 1, pois o grafo circulante é
invariante por rotagdo. Seja S = {v1, vo, ..., v, }, entdo temos o seguinte processo de percolacao:

. 19(S] = S = {v1,v9, o0y v}
« 1'[S] = I°[S] U {uy11, 00}
e I2[S] = I'[S] U {042, vn_1}
e I3[S] = I2[S] U {043, vn_2}

O processo segue até pelo menos I*[S] onde r + = < n — (z — 1), ao final da percolagdo teremos
I*[S] = H(S) = V(G). Portanto, S é um conjunto de envoltéria. O

Na figura 2 temos um exemplo da Proposi¢do 2 no grafo Cg(1,3), temos o conjunto
S = {v1,v9,v3}, 0 processo de percolagdo computado pelo intervalo fechado e ao final o fecho
H(S) = {v1,v2,v3,v4, 08,05, 07,06} = V(Q).
3. Resultados

Iremos inicialmente estabelecer o nimero de Carathéodory para os grafos circulantes com
lista de inteiros (1,2) e um n qualquer.

Fato 1. Seja G um grafo e S um conjunto de Carathéodory de G, entdo S possui pelo menos dois
vértices u e v tal que w € N(u) N N(v), onde w € V(G).

Lema 1. Seja G = Cy,(1,2), entdo ¢(G) = 2.

Demonstracdo. Seja G = C,(1,2) e suponha por contradi¢do que ¢(G) > 2. Considere S =
{vy, v, v} um conjunto de Carathéodory de GG. Pelo Fato 1 existem pelo menos dois vértices em
S, digamos vy, e vy, tal que w € N(v,) N N(vp,), onde w € V(G).

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193668
https://proceedings.science/p/1936687?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/193668?lang=pt-br
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193668

Figura 3: Exemplo de um conjunto de Carathéodory para Cis(1,5)

Como w é adjacente a v, por defini¢do de G temos que w € {vy—1, Vy—2, Vyt1, Vyt2}-
Se w € {vy—1,vy+1} entdo pelo Proposi¢do 2 {v,,w} é um conjunto envoltério. Logo, {v,, v}
¢ um conjunto envoltério, o que é uma contradi¢do da Propriedade (c). Se w € {vy—2,vyt2},
entdo {vy—1,Vut+1} C H({vu,vp}) € {vy, vy41} forma um conjunto um conjunto envoltério. Uma
contradi¢@o da Propriedade (c). Portanto, ¢(G) = 2. O

Como consequéncia direta podemos concluir também esse resultado para as subclasses
poténcia circulante.

Proposicio 3. Seja CF um grafo poténcia circulante, entio c(CF) = 2.

Demonstragdo. No primeiro caso com k& = 1, temos que C¥ ¢ isomorfo ao grafo ciclo com n
vértices. E pela Proposicio (a) ¢(CK) = 2.
Seja k > 2. De maneira andloga a demonstracido do Lema 1 temos que qualquer conjunto
de Carathéodory S de C* possui dois vértices que formam um conjunto envoltério. Logo |S| < 2.
Portanto ¢(CF) = 2.
O

Lema 2. Considere o grafo G = Cy,(1,7) tal que 3|(r + 1) e S C V(G). Se S = {v; | 3 i para
1 <i < r}entdo vy, € H(S).

Demonstragdo. Por defini¢io da fungdo intervalo temos que I'[S] = I°[S] U {v; | 3 | i tal que
1 <i <r}U{vegr,vn}, I2[S] = IS U {vrs2,vn-1}, I3[S] = I?[S] U {v,13,vn_2} € para
alguma iterag@o r temos que I"[S] = I"1[S] U {vay, v, ;1) }- Logo, va, € H(S).

O

Nas figuras 4 e 5 visualizamos uma representag@o da configuragcdo do conjunto .S e dos
vértices contaminados conforme demonstrado no Lema 2. Podemos aludir esse processo percolacio
ao efeito domind, e as pecas de dominé como os vértices. Caso na configuracdo inicial todas as
pecas do conjunto S estejam presentes no processo de percolacdo todos as demais pegas caem em
cascata, mas caso alguma pega do conjunto S esteja faltando o processo € encerrado ao chegar nessa
peca como uma barreira.

Porém para que o conjunto S' construido conforme o Lema 2 seja um conjunto de Ca-
rathéodory, é necessério que vo, ndo esteja em O H (.S). Constatamos que isso é verdade a partir de
um determinado valor de n, que é o foco do préximo lema.
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Figura 4: Processo de percolag@o no sentido hordrio do Lema 2
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Figura 5: Processo de percolagdo no sentido anti-hordrio do Lema 2

Lema 3. Considere o grafo G = Cy(1,7) tal que 3|(r + 1) e S = {v; € V(G) | 3 { i para
1 <i<r} Sen > 4r — 2 entdo ve, € OH(S).

Demonstragdo. Vamos provar que S é um conjunto de Carathéodory. Observe que H (S \ {v;}) =
S\{vj}U{v;|3|italquel <i <r} paraj=1,r.

Agora, considere v; € S tal que 1 < j < r. Aplicando a fungdo intervalo vamos
determinar o conjunto envoltério do conjunto S” = S\ {v;}. Vamos considerar dois casos:

Caso 1: 3|(j + 1). Observe que I[S'] = S"U{v; | 3 | iondel < i < rei #
J+ 13U v} U{on} e ST = I[STU {vrga} U {vn—1}.

Observe que para todo [, com 1 < [ < 7, temos que v,1; € I'[S'] e que v4; & I7(S").
E para todo m, com 1 < m < r — j, temos que v,_(,,—1) € I™ [S’] até o limite dado, ou seja
Un—((r—j-1)-1) € I"77H(S") € vn_((p—jy—1) € I"7(S").

O processo de percolagdo de S’ se encerra no passo k = max{l,m} até a inclusdo dos

VErtices vy 4 € Vy_(;p—1). Como [ e m dependem de j, temos que IF[S"] = S"U{v; : 3|ionde
1<i<rei#j+ 1} U {?}T+1,1}r+2 ceey Ur-l—(j—l)} U {Un, Up—1y- .- 7'Un—(r—j—2)}-
Vamos mostrar que I¥[S] = H(S’). Supomos por contradi¢io que o processo de perco-

lagio ndo encerra em k e exista um vértice v, ¢ I*[S'] que é incluido em I*+1[S"]. Se I¥+1[S],
logo v, precisa ter dois vizinhos pertencentes a I* [S7].

Considere dois subconjuntos de I*[S'], o conjunto A = {v;19,Vj43...,V,+j-1} € B =
{vj—1,vj-2, .. V1, U, Vn—1, .. . Vp_(r—j—2)}. Como |A| < 7 e |B| < r por defini¢do de G temos
que [N(ve) VAl <2e|N(v.) N B| <2.

Entdo |[N(v.)NA| =1e|N(v.)NB| < 1l,ousejac—r <r+le(c+r)>n—(m—1).
Como [ e m dependem de j, podemos concluirquec —r <r+j—1lec+r>n—(r—j—2).
Expandido as duas inequagdes temos que ¢ < 2r +j —lec > n — 2r + j + 2, assim temos que
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n—2r+j7+2<2r+j—1entdon < 4r — 3, o que é uma contradicdo com a defini¢do. Logo
IF[S"] = H(S') para o caso 1.

Caso 2: 3|(j — 1). Observe que I[S'] = S"U{v; | 3 |iondel < i < rei #
J =1} U{ve} U{on} e I2[S] = I[S] U {vrsa} U {vn1 ).

Observe que para todo [, com 1 < [ < j — 1, temos que v,4; € I'[S], porém Upyj—1 ¢
I3(S"). E para todo m, com 1 < m < r — (j 4+ 1), temos que v,,_(,,—1y € I™[S’] porém
Un—((r—(j+1))—1) & I7UTD(S).

Assim como no caso anterior o processo de percola¢do de S’ se encerra no passo k =
max{l, m} até a inclusdo dos vértices v, € v, (y,—1). Vamos mostrar que IF[S"] = H(S").

Supomos por contradi¢do que o processo de percolacdo ndo encerra em k e exista um
vértice v, & I¥[S'] que é incluido em I*+1[S']. Se v, € I*+1[S], logo v, precisa ter dois vizinhos
pertencentes a I*[S’].

Considere dois subconjuntos de I*[S’], o conjunto A = {vj41,Vj42..., 0y 4j2} € B =
{Uj_g, Vj—3,...V1,Un,Un—-1,--- Unf(rfjfl)}-

Como |A| < re|B]| < r por defini¢cdo de G temos que | N (v.)NA| < 2¢e |N(v.)NB| < 2.

Ousejac—r <r+le(c+r)>n—(m—1). Como!lem dependem de j, podemos
concluirquec —r <r+j—2ec+r >n— (r—j—1). Expandido as duas inequagdes temos
quec<2r+j—2ec>n—2r+j+1,assimtemosquen —2r 4+ j+ 1 < 2r 4+ j — 2 entdo
n < 4r — 3, 0 que é uma contradi¢io com a definigdo. Logo I¥[S’] = H(S') para todos os casos.

Em todos os casos temos que vy, & H(S’), como v, € H(S) pelo Lema 2 podemos
concluir entdo que vy, € OH (S).

O

Como consequéncia direta do Lema 3 temos o seguinte resultado.

Teorema 1. Seja G = C,,(1,7) tal que 3|(r + 1) en > 4 x r — 2 entdo ¢(G) > 20’;”,

Demonstragdo. O conjunto S = {v; | 31 ¢ paral < i < r} pelo Lema 2 temos que va, € H(S), e

pelo Lema 3 temos que vo, € OH (.5), portanto S é um conjunto de Carathéodory de G. O conjunto

S tem cardinalidade @ consequentemente o nimero de Carathéodory de G € maior ou igual

2(r+1). O
3

Vamos verificar dois exemplos para o Teorema 1, primeiramente o exemplo C1g(1,5)
dado que n > 4r — 2 o teorema ¢ vélido, e por fim o exemplo C17(1,5) dado que n < 4r — 2 0
teorema ndo ¢ valido.

Pelo Teorema 1 o grafo Cg(1, 5) possui um conjunto de Caratheédory S = {1,2,4,5}.
Agora vamos verificar se S é um conjunto de Carathéodory. Para isso vamos computar H(S) e
0H(S).

Temos que H(S — 1) = {2,4,5,3}, H(S —2) = {1,4,5,6,18,17}, H(S — 4) =
{1,2,5,6,7}, H(S — 5) = {1,2,4,3},e H(S) = V(C15(1,5)). Portanto 0H (S) = {8,9,10, 11,
12,13, 14, 15,16}, conforme podemos ver nas Figuras 6 ¢ 3. Logo vg € 0H (.S) e S é um conjunto
de Carathéodory. Verificamos exaustivamente que ndo existe um conjunto de Carathéodory de maior
cardinalidade, entdo S também é um conjunto de Carathéodory méaximo, o nimero de Carathéodory
de 018(1, 5) é4.

O mesmo ndo ocorre para C17(1,5), pois n < 4r—2, e portanto o Teorema 1 ndo é vilido.
Vamos verificar se S é um conjunto de Carathéodory para C7(1,5).

Temos que S = {1,2,4,5},e H(S—1) = {2,4,5,3}, porém H (S —2) = {1,4,5,6, 16,
11,10,12,9,15,7,13,3,14,2,8} = V(Cy7(1,5)). Podemos visualizar melhor na Figura 7, em
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Figura 6: Exemplo de um conjunto de Carathéodory para Cis(1, 5)

que temos vip € H(S — 2), portanto vig ¢ OH(S), conforme prevemos no Teorema 3. Como
S — 2 € um conjunto envoltdria, S ndo € um conjunto de Carathéodory, conforme Propriedade (c).
Verificamos que esse grafo ndo possui um conjunto de Carathéodory de tamanho 4, portanto seu
nimero de Carathéodory é menor que 4.

Figura 7: Exemplo de um conjunto ndo Carathéodory para C17(1, 5)

De forma andloga vamos concluir um limite inferior para o nimero de Carathéodory para
Cn(1,7), onde r + 1 ndo é multiplo de 3.

Lema 4. Seja G = Cp(1,7) tal que 31 (r +1) e S C V(G). Se S = {v,} U {w;|3 | i tal que
1 <i<r—1} entdo vy, € H(S).

Demonstragéo. Por definigio da funcio intervalo temos que I'[S] = I°[S] U {v; | 3 | i tal que

1 <i<r—1}U{veg1, v} U{vp_1}, I2[S] = THS]U{vpp0, 01}, IP[S] = I2[S]U{vp43, 002}
e para alguma iteragio r temos que I"[S] = I"~1[S] U {va,, Up—(r—1)}- LOgO, var € H(S). O

Na figura 8 temos exemplos de conjuntos de S conforme defini¢do no Lema 4 para
Cpn(1,7) comr € {4,6,7,9}. E em seguida demonstraremos que sdo conjuntos de Carathéodory.

Lema 5. Considere o grafo G = Cy,(1,7) tal que 3t (r +1) e S = {v|3 | i tal que 1 < i <
r—1}U{v,}. Sen > 4r — 2 entdo v, € OH(S).

Demonstragdo. Vamos provar que S é um conjunto de Carathéodory. Seja H(S \ {v;}), para
j = r temos 0 mesmo comportamento do Lema 3, porém para j = 1 temos que H(S \ {v1}) =
S\{vi}U{v|3]italquel <i<r—1}U{v._1}.
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Figura 8: Exemplos de S para quando 3 1 (r + 1) conforme Lema4

Agora, considere v; € S tal que 1 < j < r — 1¢g. Aplicando a fung¢do intervalo vamos
determinar o conjunto envoltério do conjunto S” = S\ {v;}. Vamos considerar dois casos:

Caso 1: 3|(j + 1). Observe que I[S'] = S"U{v; | 3 |iondel < i < rei #
j+ 1 U{v y U{v U1} e I2[S] = I[S) U {v42} U{vs_1}. O restante da demonstragio
€ andloga ao Caso 1 do Lema 3.

Caso 2: 3|(j — 1). Observe que I[S] = S"U{v; |3 |iondel <i <r—1lei#
§ =1} U{var Y U{v U {ve_1} e I2[S] = I[S] U {v,12} U{v,_1}. O restante da demonstragio
segue igual ao Caso 2 do Lema 3.

Podemos entdo concluir, para todo os casos, que vy, € JH (S), e portanto S é um conjunto
de Carathéodory de G. U

Teorema 2. Seja G = Cy,(1,7) tal que 31 (r +1) en >4 x r — 2 entdo ¢(G) > |2 |,

Demonstracdo. Seja S = {v;|3 | italque 1 < i < r — 1} U {v,}, pelo Lema 4 temos que
v, € H(S), e pelo Lema 5 temos que vy, € OH (.S), portanto S € um conjunto de Carathéodory.
E S tem cardinalidade LQ% + 1]. Consequentemente o nimero de Carathéodory de G é maior ou
igual a | 20+ . O

4. Conclusoes

Concluimos que grafos circulantes C,,(1,7) com n > 4r — 2 tem um conjunto de Ca-
rathéodory de cardinalidade pelo menos igual a 22" | quando 31 (r+1) e % caso 3 | (r+1).
Para os grafos poténcia de ciclo e circulantes C),(1,2) entdo o nimero de Carathéodory € igual a
2. Sabendo por Barbosa et al. [2012] que para determinar se um grafo G possui um conjunto de
Carathéodory de tamanho k é um problema N P—dificil, acreditamos que nossos resultados con-
tribuem para o estudo desse pardmetro em grafos circulantes.Para trabalhos futuros pretendemos
determinar o limite superior do nimero de Carathéodory nesses grafos e explorar o pardmetro nu-
mero de Carathéodory para outras classes de grafo da familia Cayley. BreSar e Valencia-Pabon
[2020] e Grippo et al. [2021] exploraram o nimero envoltdria na convexidade P5 para os grafos
de Hipercubo, Hamming e Kneser, porém sem explorar o parimetro de Carathéodory. Por serem
também grafos de Cayley acreditamos que nossos resultados possam ser estendidos para algumas
dessas classes, que compartilham caracteristicas semelhantes com os circulantes.
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