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RESUMO

Dado um grafo G = (V, E'), o problema da coloracao de Grundy conexa consiste em en-
contrar uma coloracio que possa ser obtida pela heuristica first-fit através de uma sequéncia conexa
dos vértices que maximize o nimero de cores. Uma sequéncia conexa dos vértices € uma na qual
cada elemento, com exce¢do do primeiro, estd conectado a algum elemento que o antecede. Neste
artigo, sao propostas duas formula¢des de programacgao inteira para o problema da coloracio de
Grundy conexa, uma formulag@o padrdo e uma baseada na ideia de representativos. Experimentos
computacionais preliminares indicam que a formulag@o por representativos apresenta desempenho
melhor, em especial para grafos com densidade acima de 80%. Juntas, as formula¢des conseguiram
encontrar a solucdo 6tima para 61.25% dos casos. Ademais, no conjunto de instancias analisadas,
observa-se que a mediana da diferenca percentual para as melhores solu¢des conhecidas para o pro-
blema da coloracdo de Grundy (no qual as restricdes de conexidade sdo relaxadas) fica préximo de
2.5%.
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ABSTRACT

Given a graph G = (V, E), the connected Grundy coloring problem consists of finding
a coloring that can be obtained by a first-fit heuristic through a connected vertex sequence that ma-
ximizes the number of colors used. A connected vertex sequence is such that every element in the
sequence, except the first, is connected to some element that precedes it. In this article, we propose
two integer programming formulations for the connected Grundy coloring problem, a standard for-
mulation and one based on representatives’ idea. Preliminary computational experiments indicate
that the representative formulation performs better, especially for graphs with density above of 80%.
Together they managed to find the optimal solution for 61.25% of the cases. Furthermore, in the
set of instances analyzed, it was seen that the median percentage difference for the solutions to the
Grundy coloring problem (in which the connectivity requirements are relaxed) is close to 2.5%.

KEYWORDS. Vertex coloring. Integer programming. Greedy algorithms.

Paper Topics (Combinatorial Optimization, Graph Theory and Algorithms, Mathematical
Programming)

1. Introducao

1.1. Defini¢6es basicas

Dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de cores K, uma coloragdo ¢ um mapeamento
¢V — K. Uma coloragdo prdpria é uma coloracido na qual c(u) # c(v) para toda aresta
uv € E. No restante do trabalho, uma coloragdo € prépria a ndo ser que dito o contrario. Uma k-
coloragcdo é uma colora¢do com exatamente k cores. O niimero cromdtico de G, X(G), é o menor k
tal que G admite uma k-coloragdo. Considere a vizinhanga de v, N (v), como o conjunto de vértices
adjacentes a v e sua anti-vizinhanga, N (v), como o conjunto de vértices ndo adjacentes a v. Além
disso, denote por N[v] = N (v) U {v} a anti-vizinhanga fechada de v. Seja d(v) = |N(v)| o grau
do vértice v e A(G) o maior grau em G. A densidade de um grafo é definida como dens(G) =

2x|E
W'

Dada uma ordem o = (v1,v2,...,v,) para os vértices de um grafo, a heuristica de
coloracao gulosa first-fit atribui a cada vértice v; a cor de menor indice ndo utilizada para os seus vi-
zinhos em (v1, ..., v;—1). Uma colora¢do de Grundy é uma coloragio que respeita as propriedades
da heuristica first-fit, i.e., se ¢(v) = k entdo existe algum vizinho u € N (v) tal que ¢(u) = £ para
todo k' < k. O niimero de Grundy, T'(G), é o maior k tal que G admite um k-coloragdo de Grundy.
O problema da coloracdo de Grundy consiste em obter uma coloracdo de Grundy maximizando o
nimero de cores.

Uma sequéncia conexa o, = (vy,...,v,) € uma sequéncia dos vértices garantindo que
Vi > 2, v; tem pelo menos um vizinho no intervalo (vy,...,v;—1). Uma coloragdo de Grundy
conexa é uma coloracdo que pode ser obtida sobre uma sequéncia conexa dos vértices respeitando
as propriedades da heuristica first-fit. O problema da coloracdo de Grundy conexa consiste em
obter uma coloragdo de Grundy conexa maximizando o nimero de cores. A solu¢do 6tima para o
problema é o niimero de Grundy conexo, I'.(G). Ja o niimero cromdtico conexo, X.(G), denota o
menor k tal que GG aceita uma k-coloragdo conexa que respeita a propriedade da heuristica first-fit.
Note que X(G) <T.(G) <T(G) < A(G) + 1.

Limites superiores combinatérios foram propostos para I'(G). Aos leitores interessados,
recomendamos os artigos referenciados para mais detalhes. Shi et al. [2005] definiram o stair
factor, ((G). Dado u € V(@G), considere o conjunto N<(u) = {v € V(G) : wv € E(G),dg(v) <
dg(u)}. Seja Ag(G) = max,ecy (q) MaxXyen. (u) d(v). Zaker [2008] demonstrou a validade do
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limite Ay(G) + 1. Recentemente, Silva et al. [2024] definiram um novo limite, representado por
U(G). A ideia deste € estabelecer que um vértice pode receber uma dada cor se os graus de seus
vizinhos formarem uma sequéncia que lhe permita recebé-la. Isso pode ser calculado definindo-se
uma func¢@o recursiva ¢, em que ¥ (v, k) contém um limite superior para a maior cor menor ou igual
a k que o vértice v pode receber.

1.2. Literatura relacionada

A coloragdo de grafos encontra aplicacdes em diversas dreas. Alguns exemplos mais re-
centes incluem redes de comunicac¢do [Zhu et al., 2015], sinopse de videos [He et al., 2017], e
projeto de estagdes ferrovidrias [Jovanovi¢ et al., 2020]. Heurfsticas de coloracao first-fit, especi-
almente as heuristicas conexas (e.g., baseadas em busca em largura), sdo amplamente empregadas
para obtencdo de solugdes para esses problemas. Portanto, o nimero de Grundy e o niimero de
Grundy conexo possuem aplicabilidades significativas, jd que fornecem uma medida teérica de
qualidade das solugdes no pior caso. E importante ressaltar que o problema da coloragdo de Grundy
conexa € NP-dificil [Benevides et al., 2014].

Diversos trabalhos se concentraram na complexidade do problema da colora¢do de Grundy
para classes de grafos especificas [Hedetniemi et al., 1982; Telle e Proskurowski, 1997]. Recente-
mente, alguns trabalhos se propuseram a resolver o problema para grafos quaisquer. Silva et al.
[2023b, 2024] propuseram formulagdes de programacio inteira. Silva et al. [2023a, 2024] elabora-
ram um algoritmo genético de chaves aleatérias viesado (BRKGA).

O problema da colorag@o de Grundy conexa foi menos explorado na literatura. Coloragdes
conexas foram estudas em Benevides et al. [2014], onde foi demonstrado que computar I'.(G) é
NP-dificil mesmo para grafos cordais e complementar do bipartido. Por outro lado, I'.(G) =
2 quando o grafo é bipartido. Os autores também demostraram que X.(G) < X(G) + 1 e que
determinar se X.(G) = X(G) é NP-dificil. Mota et al. [2020] focaram em estudar quando X.(G) =
X(G) e no problema de decisdo X.(G) < k para grafos livres de H (um grafo é livre de H se ndo
contém uma cépia de H como um subgrafo induzido). J4 Bonamy et al. [2021] estudaram colorag¢des
de arestas conexas. Bonnet et al. [2018] provaram que o problema da coloragdo de Grundy conexa
j& é NP-completo para k = 7 cores. Silva et al. [2023a] aplicaram um BRKGA para o problema da
coloracdo de Grundy e sua versao conexa e mostraram que nas classes de grafos investigadas existe
uma diferenca percentual pequena entre as solugdes encontradas para os dois problemas.

1.3. Contribuicoes do trabalho e organizacao

Neste estudo, sdo apresentadas duas formulagdes de programacdo inteira para abordar
o problema da colora¢do de Grundy conexa. A primeira formulacdo visa particionar os vértices
em classes de cores, seguindo uma abordagem padrao, enquanto a segunda adota a estratégia de
formulacdo por representativos. Essas técnicas representam os primeiros esfor¢os em abordar o
problema via programacao inteira.

O restante do trabalho € organizado como segue. A Sec¢do 2 apresenta as formulagdes
de programacdo inteira. A Secdo 3 descreve os experimentos computacionais. A Secdo 4 discute
algumas consideragdes finais.

2. Formulacoes de programacao inteira

Nesta se¢do, apresentamos duas formulagdes de programacao inteira (PI) para o problema
da coloracdo de Grundy conexa. Formulagdes de PI tém se mostrado efetivas para a resolugao de
diversos problemas de otimizac¢do em grafos [Furini et al., 2018; de Freitas et al., 2021; Dias et al.,
2021; Marzo et al., 2022; Melo e Ribeiro, 2023]. No que segue, a Secdo 2.1 apresenta a formulagdo
padrdo, enquanto a Secdo 2.2 descreve a formulacio por representativos.

No restante do texto, denotaremos o conjunto de vértices por V' = {1,...,n}. Além
disso, considere o conjunto de cores disponiveis como K = (1,...,min(¢(G), ¥(G), As(G) +1),
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e a sequéncia de possiveis cores do vértice v por K, = (1,...,min(¢(G), (v, A(G)+1), Aa(G)+
1)), e a sequéncia de possiveis cores do vértice v no tempo t por K, = {k' € K, | k' < t}.
Lembramos que os limites estdo definidos na Se¢do 1.1. Por fim, define-se Vy, = {v € V | k € K,,}
como o conjunto de vértices que podem receber a k-€sima cor. As formulagdes propostas utilizam,
para algumas varidveis, um indice representando o tempo no qual um vértice é colorido. Esse tempo
estd associado a posicdo do vértice na sequéncia conexa determinada, i.e., um vértice colorido no
tempo t € o t-ésimo elemento na sequéncia.

2.1. Formulacao padrao
Para formular o problema da coloracdo de Grundy conexa utilizando programacao inteira,
considere as varidveis de decisao:

— 1, se o vértice v € V recebeacor k € K,y notempot € T,
vk ™\ 0, caso contrario.

1, seacor k € K éusada,
Wy, = ..
k 0, caso contrario.

Assim, o problema pode ser expresso como:

max 3wy ()

keK
Zzukt—l-szkt < wg, VEe K,NK,, ww € F, 2)
teT, teT,
t>k t>k
>N am=1, VoveV, 3)
teT ke Kyt
we <> Dz, VEEK, )
veV teT,
t>k
Z Zokit! < Z Z Zukt! s VoeV, kk e Ky,teT\ {1}, comk <k,
ve{k ...t} UWEN (v), t'€{k,... t—1}
ueVy
5)
> mm=1 VYteT, (©6)
veV kIEKrUt
S am< Y Z > oz,  VveV,teT\{1}, (7)
ke Kyt UEN v) t'=1 kEKut/
wg € {0, 1}, VkeK. (8)
zukt € {0, 1}, VoeV,teT, ke Ky. 9)

A funcdo objetivo (1) maximiza o total de cores utilizadas. As restrigdes (2) garantem que vértices
adjacentes ndo recebam a mesma cor. As restricdes (3) asseguram que cada vértice receba exata-
mente uma cor em um Unico periodo. As restrigdes (4) determinam que wy, assuma o valor um
apenas se a cor k € usada. As restri¢cdes (5) garantem a propriedade de Grundy. Observe que eles
implicam que se um vértice v € V recebe uma cor no periodo ¢, todas as cores com indice menor
precisam ser usadas na vizinhanca de v nos periodos de um até ¢ — 1. As restricdes (6) estabelecem
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que um unico vértice receba uma cor em cada periodo. As restri¢cdes (7) certificam que um vértice
s6 seja colorido, se pelo menos um de seus vizinhos foi colorido antes, com exce¢do do primeiro
vértice, ou seja, garante que a coloracdo é conexa. As restri¢cdes (8)-(9) definem os requisitos de
integralidade sobre as varidveis de decisdo.

2.2. Formulacao por representativos

Formulacdes por representativos [Corréa et al., 2004; Frota et al., 2010] t€ém sido aplicadas
com sucesso para coloragdo em grafos e diversos outros problemas de particionamento [Campélo
et al., 2005; Bahiense et al., 2014; Melo e Ribeiro, 2015; Melo et al., 2021]. A seguir, apresenta-
mos uma formulacdo de programacio inteira por representativos para o problema da coloragdo de
Grundy conexa. Considere as varidveis de decisao:

7o 1, se o vértice u € V é representado pelo vértice v € N[u] no tempo ¢t € T, para v < u,
vut 0, caso contrario;

_ | 1, se os vértices v, u € V s@o representativos e a cor de v precede a de u, para v # u,
You 0, caso contrario.

Uma formulacao de PI por representativos pode ser definida como:

max Z Z Lot (10)

veV teT

ZZuvt+ZZuwt§ZZuutv Yu€V,v,we€ Nu|, st.owe€ Eeu<v<w, (11)
teT teT teT

> Zut €Y Zuu, VueV,veN(u),st. Nw)NN(u)=0eu<u, (12)
teT teT

S S Zw=1,  VueV, (13)
vEN[u], teT

v<u

Z Z’LL’Ut’ S Z Z prt’ + 1— ypiu vuap S ‘/7 v € N['LL],
t'e{l,...,t} wEN(V)NN[p], t'€{1,....t—1}

p<w

teT\ {1}, stp;éueu<v (14)

Z Zuvt < Z Z ZZuv’h Vove V7 te T\ {1}3 (15)
uEN[v], v'EN(v) ueN[v'], t=1

u<v u<ov’
You T Yuv = ZZuut + ZZvvt -1, Yu,veV, st.u<w, (16)

teT teT
Yuv T You < ZZuut, Vu,veV, st.u#uv, 7
teT

S Zyw < min(¥(G), ((G), Ag(G) + 1), (18)
ueV teTl
Zuwt € {0,1}, VueV,veN[u), teT, st.u<wv, (19)
Yur € {0,1}, Yu,v €V, st u#uv. (20)

A funcdo objetivo (10) maximiza o niimero total de vértices representativos. As restrigdes (11)
garantem que vértices adjacentes ndo recebam a mesma cor. As restricdes (12) indicam que um
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vértice s6 pode representar outro se o primeiro for representativo. As restricdes (13) garantem
que cada vértice recebe uma cor em um Unico periodo. As restri¢des (14) implicam a propriedade
de Grundy. Eles estabelecem que se p,u € V sdo representativos, p precede u, e u representa
v € NJul, entdo p deve representar um dos vizinhos de v antes que u possa representar v. As
restricdes (15) asseguram que um vértice s6 seja colorido se pelo menos um de seus vizinhos foi
colorido antes, com excecdo do primeiro vértice. As restrigdes (16)-(17) garantem uma ordem entre
dois vértices se e somente se ambos forem representativos. A restri¢cdo (18) limita o niimero total
de vértices representativos. As restricoes (19)-(20) determinam a integralidade das varidveis.

3. Experimentos computacionais preliminares
Os experimentos computacionais foram conduzidos em um computador com sistema ope-

racional Ubuntu x86-64 GNU/Linux, processador Intel Core i7-10700 Octa-Core 2.90 Ghz, e 16GB
de RAM. As formulac¢des foram implementadas em Julia empregando o pacote JuMP e o resolve-
dor Gurobi v. 10.0.1. Foram adotadas as configuragdes padrao do Gurobi, com exce¢do do parale-
lismo que foi desativado. Foi estabelecido um tempo limite de 3600 segundos (uma hora) para as
formulagdes. Uma solugdo vidvel inicial foi fornecida para as formulacdes (detalhes serdo descritos
na Secdo 3.2).

3.1. Instancias

Os testes foram realizados em um conjunto de instancias usadas por Silva et al. [2024] para
o problema da coloracdo de Grundy. As instancias foram geradas com o gerador de grafos ggen
[Morgenstern, s.d.] e seguem o mesmo padrao do conjunto de instancias utilizado anteriormente
para outra variante do problema de coloragdo de vértices [Melo et al., 2021]. O conjunto é formado
por duas classes de grafos: geométricos e randéomicos.

Os grafos possuem |V| € {15,20,25,30} e foram gerados considerando as probabi-
lidades de possuir uma aresta (para os grafos randémicos) e a distidncia euclidiana (para grafos
geométricos) dentre {0.2,0.4,0.6,0.8}. Cada grupo de instincias, definido para uma combinagdo
entre nimero de vértices e distancia euclidiana (ou probabilidade para grafos randdmicos) possui
5 instancias. Cada grupo sera identificado como C_n_p, em que C representa a classe do grafo:
randomicos (rand), geométricos (geo); n o nimero de vértices, e p a probabilidade para os grafos
randomicos, e a distdncia euclidiana para os grafos geométricos, e corresponde aproximadamente a
densidade do grafo. Portanto, foram gerados 16 grupos para cada classe, totalizando 160 instancias.
O resultado para cada grupo serd apresentado como a média para as suas 5 instancias.

E necessario ressaltar que as instincias deste conjunto ndo sdo necessariamente conexas.
Dessa forma, as instancias desconexas foram conectadas usando o seguinte procedimento. O vértice
de maior grau com menor indice de cada componente conexa € selecionado e um caminho € criado
entre esses vértices do menor indice até aquele com maior indice entre eles, tornando a instancia
conexa. Essa heurfstica tenta manter o nimero de Grundy conexo do grafo resultante préximo
daquele da componente conexa da instancia original com o maior valor.

3.2. Geracao de solucao inicial
A solugdo inicial fornecida para os modelos consiste naquela que apresenta o maior

ndmero de cores entre as solugdes obtidas utilizando trés critérios gulosos de forma conexa. Dois
desses sdo critérios gulosos amplamente estabelecidos na literatura para o problema da coloracio
de vértices (a-b), enquanto o outro visa maximizar o nimero de cores (c). Especificamente, con-
sideramos os critérios: (a) connected maximum-degree first (CMDF), que define uma sequéncia
(v1,...,v,) naqual prioriza os vértices de maior grau de forma conexa; (b) DSatur [Brélaz, 1979],
que define uma sequéncia (v1, . .., v,) usando um critério adaptativo baseado no grau méximo de
saturacao dos vértices, definido pela quantidade de vértices com cores diferentes adjacentes a eles; e
(c) connected minimum-degree first (CMinDF), que define uma sequéncia (v1, . .., v,) priorizando
os vértice de menor grau.
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3.3. Resultados preliminares

As Tabelas 1-2 resumem os resultados obtidos. Nessas tabelas, a primeira coluna repre-
senta o grupo de instancias, de modo que cada linha corresponde aos valores médios de suas cinco
instancias. A segunda coluna (Isc) fornece o melhor limite superior combinatdrio, considerando
C(G), A2(G) + 1 e ¥(G). A terceira coluna (h) indica a média dos valores da solugdo heuristica
inicial fornecidos para a formulagao. A seguir, para cada uma das formulagdes, as colunas indicam
a média das melhores solucdes obtidas (melhor), a média dos limites duais alcancado pelo resol-
vedor no final da execucao (Is), a média dos gaps de otimalidade em porcentagem, calculado para
cada instancia individual como 100 X % (observe que aqui nos referimos a melhor solucdo
e ao limite para uma instancia especifica, ndo a média), o tempo médio de execucio (tempo), € o
nimero de instincias resolvidas até a otimalidade (#opt). As duas dltimas linhas nas tabelas indicam
a média dos valores entre todas as linhas e o niimero total de instincias resolvidas até a otimalidade.
Os maiores valores nas colunas melhor sdo destacados em negrito.

A Tabela 1 mostra que a formulag@o por representativos conseguiu provar a otimalidade
em 30 casos contra 27 da formulagdo padrao. Contudo, o gap e o tempo total médio final é me-
nor com a formualgdo padrdo. Vale destacar que a maior parte das instancias provadas 6timas pela
formulagdo padrio tem 1 = 0.2, ou seja, s@o esparsas. Ja a formulagdo por representativos teve van-
tagem nas mais densas com 77 = 0.8. Nas instincias randomicas (Tabela 2) percebe-se uma relacdo
similar quanto a densidade e prova de otimalidade principalmente para a formulagao por represen-
tativos. Nesse grupo, a formulacdo padrdo encontrou mais dificuldades, provando 8 solugdes como
6timas, contra 29 do representativo. Além disso, o gap e tempo total médio final foram melhores
para a formulag@o por representativos. Considerando as duas formulacgdes, foi possivel provar a
otimalidade para 77 instancias.

Tabela 1: Resultados das formulagdes para os grafos geométricos

padrao rep

grupo Isc h | melhor Is gap tempo #opt | melhor Is gap tempo #opt
geo_15.0.2 4.4 3.6 3.6 3.6 0.0 2.0 5 3.6 3.8 6.7 1291.6 4
geo_15.0.4 7.5 6.0 6.8 7.0 3.6 1137.0 3 6.8 7.2 7.2 2464.6 2
geo_15.0.6 10.8 9.6 10.2 108 6.0 2211.7 2 10.2 106 42 14494 3
geo_15.0.8 12.8 120 124 128 35 14452 3 124 124 0.0 1.0 5
geo-20.0.2 4.4 3.6 3.8 3.8 0.0 37.9 5 3.6 48 333 28803 2
ge0 2004 112 8.2 92 112 220 3600.0 0 9.6 112 17.3 3600.0 0
ge020.0.6 13.2 10.6 120 132 102 3600.0 0 12.2 130 6.8 3027.8 1
ge020.0.8 16.6 15.0 156 16.6 6.6 2886.5 1 16.0 16.0 0.0 30.9 5
ge0-25.0.2 50 44 4.6 4.6 0.0 110.2 5 4.6 6.0 329 3600.0 0
geo 2504 126 9.4 106 126 20.0 3600.0 0 102 126 244 3600.1 0
ge025.0.6 17.6 144 158 17.6 11.5 3600.1 0 156 17.6 13.0 3600.1 0
geo25.0.8 20.8 18.0 194 208 7.3 3600.1 0 19.6 19.8 1.1 998.3 4
ge0_30.0.2 6.8 5.0 5.6 6.2 107 2509.8 2 5.4 7.0 323 3600.1 0
geo 3004 152 10.8 12.6 152 21.6 3600.1 0 120 152 27.7 36002 0
geo 30.0.6 222 174 18.8 222 185 3600.3 0 184 22.0 20.0 3600.1 0
ge0_30.0.8 25.0 21.6 22.8 250 9.9 3600.5 0 234 238 1.9 21989 4
Média 12.8 10.6 114 127 9.4 2455.8 114 127 143 2485.6

Total 27 30

Essa predominancia da formulacao por representativos em grafos densos também foi visto
para o problema de coloracdo de Grundy [Silva et al., 2024], e se deve ao fato que quanto mais denso
o grafo, menores as anti-vizinhancas e menos varidveis X, serdo geradas e consequentemente o
numero total de restricdes também ird diminuir. O contrario ocorre para as instancias mais esparsas,
em que a anti-vizinhanga serd maior; além disso, os limites podem restringir mais a quantidade
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total de cores para um vértice e ao todo na formulacio padriao gerando uma quantidade reduzida de
varidveis e restrigoes.

Tabela 2: Resultados das formulagdes para os grafos randomicos

padrao rep

grupo Isc h | melhor Is gap tempo #opt | melhor Is gap tempo #opt
rand_15.0.2 54 3.8 42 42 00 24.1 5 42 46 9.0 2102.4 3
rand_15_0.4 84 54 6.6 7.6 143 31599 1 6.6 70 69 1983.6 3
rand_15.0.6 104 6.6 88 104 18.0 3600.0 0 8.8 9.0 25 856.5 4
rand_15.0.8 12.6 9.6 10.8 126 169 3600.0 0 10.8 10.8 0.0 53 5
rand_20_0.2 6.8 42 54 64 173 29753 1 52 6.8 31.0 3600.0 0
rand20.04 11.8 6.8 84 108 283 3600.0 0 86 10.8 255 3600.0 0
rand 20.0.6 140 92 102 14.0 373 3600.0 0 11.0 11.6 5.8 2486.0 3
rand20.0.8 172 114 12.8 17.2 347 3600.0 0 13.2 132 0.0 79.8 5
rand_25.0.2 94 54 6.8 84 238 3516.6 1 6.8 9.4 38.6 3600.0 0
rand-25.04 13.8 7.6 88 13.8 56.7 3600.0 0 88 13.6 54.7 3600.0 0
rand25.0.6 18.0 10.6 11.8 18.0 53.1 3600.1 0 12.6 156 24.6 3600.0 0
rand 25.0.8 21.6 134 152 21.6 423 3600.1 0 16.6 16.6 00 978.6 5
rand_30-0.2 9.6 5.8 6.8 9.0 324 3600.0 0 6.6 9.6 46.2 3600.2 0
rand_-30.0.4 16.0 8.2 9.6 160 669 3600.1 0 9.6 160 67.1 3600.2 0
rand_30.0.6 214 11.8 13.8 214 56.0 36002 0 13.8 19.0 38.1 3600.2 0
rand_30.0.8 256 152 17.6  25.6 45.7 3600.3 0 184 202 10.1 3561.6 1
Média 13.8 8.4 9.8 135 339 33047 10.1  12.1 225 25534

Total 8 29

3.4. Comparacio entre I'.(G) e I'(G)

Nesta secdo, focamos na avaliacdo de otimalidade atrdves da comparagdo com a versio
ndo conexa e em reportar os desvios entre solucdes obtidas utilizando formula¢des de programacio
inteira para as duas variantes do problema: a coloragdo de Grundy e a coloracio de Grundy conexa.
Para isso, sdo considerados os maiores valores encontrados entre as formulagdes para cada instancia
usada nesse artigo e comparado com a melhor solu¢do de cada instancia entre as formulacdes da
versdo genérica [Silva et al., 2024]. Denote por maxcg € maxcgc 0s maiores valores encontrados
pelas formulagdes para uma dada instancia do problema da coloragdo de Grundy e do problema
da coloracdo de Grundy conexa, respectivamente; € [S,,;, como o melhor limite encontrado para
o problema conexo para uma instancia. Considere que os desvios para uma dada instancia podem
ser dados por diff = 100 — 100 x %CC%C ediffs = 100 — 100 x min(:n”;fccgfsmm), sendo
o primeiro o desvio entre as melhores solucdes para cada problema e o segundo o qudo longe do
6timo a melhor solugdo do conexo esta.

A Figura 1 apresenta os boxplots com os desvios para cada classe de grafos utilizada,
com a Figura 1(a) representando o desvio diff e a Figura 1(b) com dif fo. Na Figura 1(a), a
mediana dos desvios para os grafos geométricos e randomicos foram respectivamente 0.0% e 2.5%;
e mesmo o ultimo tendo uma amplitude interquartis maior ainda € possivel avaliar as solugdes do
problema conexo utilizando a versdo ndo conexa para essas classes de grafos, visto que ela fornece
um limite superior justo pela diferenca percentual. Pela Figura 1(b), para os grafos geométricos,
pode-se notar que se alcangou o 6timo para a maior parte das instancias e as demais representam
um comportamento andmalo, caracterizando-as como outliers. Ja para as randéomicas se preserva
parte da distribui¢do, s6 que agora a mediana foi para 0.0%.

Na Secao 3.3 foi dito que se provou a otimalidade para 77 instancias. Deve-se lembrar
que I';(G) < T'(G) e como consequéncia se para uma dada instancia sabemos o valor de I'(G) e se
encontramos a solugdo do problema conexo com mesmo valor, entdo para essa instancia I'.(G) =
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(a) Boxplots comparativos do desvio entre as me- (b) Boxplots comparativos do desvio do me-
lhores solugdes das formulagdes para I'(G) e lhor limite superior com a melhor solu¢do para
L' (G). r'.(GQ);

Figura 1: Boxplots comparativos entre os resultados das formulagdes para I'(G) e I'c(G).

I'(G) e a solugdo é Gtima. Portanto, pode se afirmar que foi encontrado o 6timo para 98 instincias,
o que da 61.25% dos casos de teste.
4. Comentarios finais

Neste artigo, foram propostas formulagdes de programacdo inteira para o problema da
coloracao de Grundy conexa. Uma das formula¢des adota uma técnica tradicional para particionar
os vértices em classes de cores, enquanto a outra emprega a abordagem de vértices representativos.
Até onde sabemos, esta € a primeira vez em que o problema foi formulado utilizando programacio
inteira. Além disso, foi proposto um método que permite reutilizar instancias desconexas da litera-
tura, tentando preservar o valor da solucio.

Os experimentos computacionais preliminares mostraram que a formulacdo por repre-
sentativos apresenta um desempenho superior a formulacdo padrdo. O problema da coloracdo de
Grundy conexa demonstrou ser desafiador para as abordagens propostas, especialmente quando se
trata de provar a otimalidade. No entanto, observou-se que, na maioria dos casos, é possivel encon-
trar a solucdo 6tima. Em especial, as instincias com densidade de aproximadamente 20% mostram
ser mais faceis para a formulagc@o padrio e as com densidade em torno de 80% para a formulacio
por representativos. Como foi visto, a formulagdo por representativos consegue ter vantagem em
instancias mais densas porque gera modelos com uma quantidade reduzida de varidveis e com me-
nos simetria do que a formulac¢do padrao. O oposto ocorre em instancias mais esparsas.
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