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. RESUMO y : -
Em programas sociais de transferéncia de renda, familias de baixa renda recebem periodi-

camente transferéncias em dinheiro a partir de um 6rgao governamental. As familias contempladas
com o beneficio sdo alocadas a agéncias bancdrias ou pontos cadastrados, para que possam realizar
movimentacgdes financeiras, recebimento de cartdes, atualiza¢des de cadastro, etc. Neste trabalho,
propde-se um modelo de programacao linear inteira mista para o problema de alocac¢do de familias a
agéncias bancdrias que minimize o deslocamento das familias as agéncias, mas que permita equi-
librar a distribuicao espacial da aloca¢do. O modelo proposto € uma modificacdo do modelo para
o problema de alocagdo generalizado. A aplicagdo do modelo € ilustrada com uso de dados reais
para um caso na cidade de Fortaleza, Ceara. Discutem-se qualitativamente as alocac¢des obtidas por
meio de sua visualizacdo espacial. Realiza-se também um estudo computacional do tradeoff entre a
minimizacdo das distincias e do equilibrio espacial das alocacgdes.

PALAVRAS CHAVE. Alocacao Espacial, Alocacao Equilibrada, Programacao Linear Inteira.

Tépicos (AdP&ED - PO na Administracao Pablica e Educacio, PM - Programacao Matema-
tica)

. ABSTRACT = . . .
In social income transfer programs, low-income families periodically receive cash transfers

from a government agency. Families receiving the benefit are allocated to bank branches or registered
points, so that they can carry out financial transactions, receive cards, update their registration, etc.
In this work, a mixed integer linear programming model is proposed with the objective of finding
a solution for allocating families to bank branches that minimizes the movement of families to
branches, but which allows balancing the spatial distribution of the allocation. The proposed model
is a modification of the model for the generalized allocation problem. The application of the model is
illustrated using real data for a case in the city of Fortaleza, Ceara. The allocations obtained through
their spatial visualization are qualitatively discussed. A computational study of the tradeoff between
minimizing distances and the spatial balance of allocations is also carried out.
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1. Introducio

Em programas sociais de transferéncia de renda, familias de baixa renda recebem perio-
dicamente transferéncias em dinheiro a partir de um 6rgdo governamental. Apds a realizacao de
cadastro, as familias contempladas com o beneficio s@o alocadas a agéncias bancdarias ou pontos ca-
dastrados, para que possam realizar movimentagdes financeiras, recebimento de cartdes, atualizacdes
de cadastro, etc. Idealmente, para reduzir custos associados a deslocamentos, cada familia deveria
ser alocada a agéncia ou posto mais proximo de sua residéncia. No entanto, devido a distribui¢do
espacial ndo homogénea das moradias familiares e das agéncias, alocar cada familia a agéncia mais
proxima pode implicar em superlotacdo de algumas agéncias e queda na qualidade do atendimento
das familias, com longas filas de espera. Logo, deve-se buscar uma alocag@o que seja espacialmente
equilibrada, de forma a ndo sobrecarregar agéncias.

Neste trabalho, propde-se um modelo de programacao linear inteira mista com o objetivo
de encontrar uma solugdo de alocacdo de familias a agéncias bancdrias que minimize o deslocamento
das familias as agéncias, mas que permita equilibrar a distribuicdo da alocacdo. Uma vez que esses
objetivos sao conflitantes, o modelo possui um pardmetro que regula o tradeoff entre minimizacao
de distancia e minimizagdo do desequilibrio da alocacdo. Este trabalho foi motivado por um caso
real de alocagdo de familias beneficidrias de programas sociais na cidade de Fortaleza, Ceara. A
aplicacdo do modelo € ilustrada com uso de dados deste estudo de caso.

2. Trabalhos relacionados

Parece haver poucos trabalhos que abordem exatamente o problema tratado neste artigo. No
entanto, comenta-se a seguir sobre trabalhos que abordam temadticas e problemas com caracteristicas
afins, tais como problemas relacionados a acessibilidade, problemas de formacao de distritos, e
alocacdo de estudantes a escolas.

Estudos sobre acessibilidade espacial t€ém sido feitos pelo menos desde a década de 1970.
Por exemplo, a relacdo entre equidade espacial e eficiéncia econdmica é abordada no trabalho de
Domanski [1979], que analisa distribui¢des espaciais mais concentradas ou igualitdrias e sua relacio
com a eficiéncia econdmica. Mais recentemente, Luo e Wang [2003] também examinam métodos de
acessibilidade espacial acerca de acesso a saide bdésica utilizando andlise espacial. Monzén et al.
[2013] utilizam indicadores calculados a partir de sistemas de informacao geografica para avaliar a
eficiéncia de projetos de trens de alta velocidade em aglomerados urbanos. Farahani et al. [2019]
realizam uma revisao bibliografica acerca da localizacdo de centros de prestacdo de servicos, em
termos de tomada de decisdo, fungdes objetivo, restri¢cdes e parametros para instalacao.

No que tange ao problema de alocag@o de estudantes a escolas, alguns dos primeiros
trabalhos, como o de Franklin e Koenigsberg [1973] e Sutcliffe et al. [1984], desenvolveram solucdes
relacionadas a segregacdo de escolas nos Estados Unidos por meio de programacdo linear. Em
alguns desses trabalhos, como abordado por Caro et al. [2004], h4 diversos critérios para a alocagdo,
seccionando a populagdo e o territério, indicando um possivel caminho de uma abordagem em
agrupamentos. Giesen et al. [2015] desenvolvem um modelo de otimizacdo de alocacio de escolas e
transporte de estudantes em zona rural com uso de dados do municipio de Bardo do Grajad, regido
Nordeste do Brasil. Alifi et al. [2017] relatam o desenvolvimento e aplicagdo de um modelo de
alocacdo de estudantes na cidade de Bangung, na Indonésia.

Em uma outra vertente, problemas de formacao de distritos lidam com a questdao de como
subdividir uma regido geografica em regides menores de forma a atender certos critérios desejaveis,
como homogeneidade e equilibrio. Uma das primeiras aplicacdes de otimiza¢do neste problema se
deve a Hess et al. [1965], que aplicaram um algoritmo heuristico para delimitar distritos politicos
no estado de Connecticut, EUA. Kalcsics e Rios-Mercado [2019] apresentam uma visdo geral dos
problemas de formacao de distritos. Darmian et al. [2021] aborda o problema de distritalizacdo a
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partir de uma aplicagdo do método no particionamento de areas residenciais para a implementacao
de um sistema de satde sob incerteza de demanda. Diglio et al. [2023] investiga o problema sob
a Otica da demanda estocdstica e propde uma contrapartida deterministica como base para novos
algoritmos de solugdo.

3. Modelo de alocacio baseado em equilibrio
Uma primeira ideia para se resolver o problema de alocagdo de familias a agéncias bancarias
¢ formuld-lo como um problema de alocacio generalizado [Martello e Toth, 1990; Wu et al., 2018]:

min iidwxz] (1)

i=1 j=1
S.a.

n

dag=1, i=1,...,m, 2)
j=1

m

Z$ij§ij jzl,...,n, (3)
1=1

zij € {0,1}, i=1,...,m,j=1,...,n, (4)

em que as varidveis de decisdo sdo bindrias e definidas por:

x;j =1 seafamilia € alocada a agéncia j.

x;; = 0 caso contrério.

A fungio-objetivo (1) corresponde a minimizacdo da distancia total, em que d;; € a distancia entre a
familia ¢ e a agéncia j; a restricdo (2) garante que cada familia deve ser alocada a exatamente uma
agéncia, enquanto a restricdo (3) garante que a quantidade de familias alocadas a cada agéncia ndo
pode exceder a capacidade de atendimento da agéncia, em que b; € a capacidade de atendimento da
agéncia j.

Uma das dificuldades na aplicagdo do modelo de alocacdo generalizado € que, na prética,
frequentemente ndo se conhecem as capacidades bj, j = 1,...,n, de atendimento das agéncias ou a
capacidade estimada possui muita incerteza. Uma forma alternativa de abordar o problema € relaxar
as restrigdes de capacidade e incluir como um segundo objetivo a minimizacdo do desequilibrio
da alocacgdo das familias as agéncias. Inicialmente, definiu-se como medida de desequilibrio da
alocacgdo das familias as agéncias a dispersdo da alocagdo em relagdo a uma alocacdo média. Seja
a alocacdo média de familias as agéncias, definida como a razio entre o ndmero de familias m e o

nimero de agéncias n:
_m
= —.
n
Logo, z é o nimero de familias que deve ser alocado a cada agéncia se desejarmos uma alocacao
maximamente equilibrada (ou, de forma equivalente, minimimamente desequilibrada), ja que todas

as agéncias teriam o mesmo nimero de familias alocadas. Seja

m
b= @i
=1

o nimero de familias alocadas a agéncia j. Dada uma alocacdo de familias as agéncias, pode-se
definir como uma medida de desequilibrio a soma dos desvios absolutos da quantidade de familias
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alocadas em cada agéncia em relacdo a alocagdo média. Dessa forma, pode-se formular o seguinte
modelo:

ZZde@]+pZ]b — I (5)

i=1 j=1
S.a.

B m

b= xy, j=1,....n, (6)
i=1

n

dag=1, i=1,...,m, (7)

zi; €{0,1}, i=1,...,m,j=1,...,n. (8)

A funcao-objetivo (5) corresponde a minimizacdo da soma das distancias e a minimiza¢do do
desequilibrio da alocacdo, em que p > 0 é um parametro que define uma penalizagdo (ou importancia)
associada ao desequilibrio da alocagdo entre as agéncias. Quanto maior p, mais o desequilibrio da
alocagdo € penalizado.

Adicionalmente, nota-se que o modelo (5)-(8) ndo pode ser resolvido diretamente devido
aos valores absolutos na fungdo-objetivo. A fungao valor absoluto pode ser substituida por um
conjunto de varidveis auxiliares e restricdes da seguinte forma [Williams, 2013]: definem-se varidveis
auxiliares ndo negativas y; > 0 e restrigdes

Dessa forma, quanto mais proximo de zero estiver o valor de y;, mais as restri¢coes (9) for¢ardo a
reducdo da diferenca b; — . Portanto, pode-se equivalentemente resolver o seguinte modelo de
programacao linear inteira mista:

ZZdwxw —|—pZy] (10)

i=1 j=1
s.a.

B m

b= i, j=1,...,m, (11)
=1

bj—2<y; j=1,...,n, (12)

bj—x>-y; j=1,...,n, (13)

n

oag=1, i=1...,m, (14)

j=1

z; €{0,1}, i=1,....,m,j=1,...,n, (15)

y; €[0,+0), j=1,...,n. (16)

O modelo dado pelas equagdes (10)-(16) € o modelo de alocagdo baseado em equilibrio proposto
neste trabalho.

4. Resultados numéricos
A aplicacido do modelo de alocagdo baseado em equilibrio serd ilustrada com dados reais

referentes ao problema de alocag¢do de familias beneficidrias de um dos programas sociais na cidade
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Figura 1: Localizag@o de 1025 familias beneficidrias (vermelho) e das 360 agéncias (azul) na cidade de
Fortaleza - CE

de Fortaleza, Ceard. A Figura 1 exibe a alocacdo espacial das 1025 familias beneficiadas pelo referido
programa e os 360 pontos (entre agéncias bancdria e outros postos autorizados) em que as familias
podem ser alocadas para recebimento do cartdo do beneficio, atualizagdo cadastral, entre outros
servicos. Pode-se observar que a distribuicdo de familias e de agéncias ndo € uniforme, com a maior
parte das familias localizadas em regides mais periféricas da cidade, e as maior parte das agéncias
localizadas na regido central da cidade (note que, embora ndo se tenha desenhado os contornos da
cidade, € possivel perceber sua forma a partir dos pontos, com o litoral ao norte).

O modelo foi implementado usando a linguagem Python com a biblioteca Pyomo, e
resolvido com uso do solver Gurobi. A alocacio obtida por meio da solu¢do do modelo de alocagdo
equilibrada com p = 1000 é exibida na Figura 2. Essa solucdo aloca algumas familias a agéncias um
pouco mais distantes de suas residéncias, de forma a garantir um maior equilibrio na alocacgdo das
familias as agéncias. O Gurobi foi capaz de encontrar a solugdo 6tima nesta instancia.

Ao se aumentar p, penaliza-se mais o desequilibrio da alocacao das familias as agéncias.
Em contrapartida, a distancia média percorrida pelas familias aumenta. Variou-se o valor de p no
intervalo [0, 3200], com passos de 10 a cada itera¢do e para cada valor de p resolveu-se o modelo de
alocacdo baseado em equilibrio. Os passos foram escolhidos de forma a demandar menos recursos
computacionais e de ndo perder a suavidade na curva do resultado grafico, apresentada na Figura
3. Pode-se observar que existe um platd quando p = 2950, em que o somatdrio das distancias é
>oiny 2 i—q dijzij = 4777 km, aproximadamente. Neste ponto, tem-se o equilibrio mdximo da
alocacdo. A Figura 4 exibe a solucio de alocacdo com equilibrio mdximo. Neste caso, tem-se em
média trés familias alocadas em cada agéncia.
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Figura 2: Solug¢do de alocacéo baseada em equilibrio para p = 1000
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Figura 3: Comportamento do somatdrio das distancias das familias as agéncias em relagdo a p.
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Figura 4: Solucdo de alocagdo baseada em equilibrio para p = 2950
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Figura 5: Histograma (suavizado por estimagdo de densidade por kernel) das distancias das familias as suas
respectivas agéncias para o modelos de alocag@o generalizado e de alocacdo baseado em equilibrio.
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Tabela 1: Estatisticas da varidvel “distancia das familias as agéncias” (em km) para as alocacdes obtidas com
o modelo de alocacdo generalizado (M1) e baseado em equilibrio (M2).

Estatistica Distancias M1 Distancias M2
p=1000 p=2950
Média 0,9646 1,5228 4,6605
Mediana 0,8024 1,2032 4,0862
Desvio-padrao 0,8503 1,2132 3,0912
Min 0,0132 0,0132 0,0132
Max 10,0243 10,031 16,621

Além da distancia total da alocacdo das familias as agéncias, € interessante visualizar a
distribuicdo das distancias de cada familia a agéncia a qual foi alocada. A Figura 5 exibe a distribuigcdo
das distancias para as alocagdes com p = 1000 e p = 2950. Também € exibida uma alocacio obtida
pela solucdo do modelo de alocacdo generalizado (Equagdes (1)-(4)), com capacidade das agéncias
todas iguais a 100, como referéncia. Essa capacidade produz alguma folga nas agéncias, de forma
que cada familia é alocada em uma agéncia préxima de sua residéncia. Para a construcao desta
figura, suavizaram-se os histogramas das distancias com uso da técnica de estimacdo de densidade
por kernel [Davis et al., 2011].

Observa-se que na solugdo produzida pelo modelo de alocagédo generalizado tem-se uma
menor dispersdo de distancias, representadas pela curva azul. Neste caso, a maioria das familias é
alocada a agéncia mais préxima de sua casa. Quando se aplica a penalizacio ao desequilibrio da
alocagdo, a dispersdo da curva de distancias tende a aumentar, podendo ser observado pela transi¢cdo
da curva azul para laranja, e em seguida da curva laranja para a verde. Isso ocorre porque, para
equilibrar melhor a alocacdo das familias as agéncias, algumas familias sdo alocadas a agéncias mais
distantes. A Tabela 1 exibe algumas estatisticas descritivas sobre as aloca¢des. Em particular, note
que a alocagdo baseada em equilibrio com p = 1000 aumentou a distancia média de deslocamento
das familias, mas praticamente ndo aumentou a maior distancia (estatistica “max’’ na Tabela 1).

Do ponto de vista de um gestor de politicas publicas, que precisa definir a alocagdo real
das familias as agéncias, essa andlise de tradeoff, acompanhada da visualizag@o das distribui¢des de
alocacdes diferentes como na Figura 5 e das respectivas estatisticas, pode ser uma valiosa ferramenta
de apoio a tomada de decisao.

5. Conclusao

Neste artigo, foi proposto um modelo de programacio linear inteira mista baseado em
equilibrio para a alocacdo espacial de familias a agéncias bancérias. O modelo foi aplicado a dados
reais de familias da cidade de Fortaleza, Cear4, cuja solucdo exata pode ser obtida com uso de um
solver comercial. Também se estudou por meio de experimentos computacionais o tradeoff entre a
minimizacao da distancia total de deslocamento e a minimiza¢do do desequilibrio da alocagdo das
familias as agéncias, a fim de analisar o impacto do parAmetro de penalizagcdo p na distancia total de
deslocamento das familias. Observou-se que as aloca¢des das familias as agéncias mais préximas
resultaria numa maior concentracdo em algumas agéncias, possivelmente gerando congestionamento
nesses estabelecimentos. Em contrapartida, uma alocagio equilibrada se mostra mais custosa para as
familias em termos de distancia.

O modelo proposto foi desenvolvido a partir de uma modificagdo do modelo para o
problema de alocacdo generalizado. Do ponto de vista de complexidade computacional, uma vez que
o problema de alocagdo generalizado é N'P-dificil, conjectura-se que o modelo baseado em equilibrio
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também o seja, embora nio tenha sido feito um esforco formal e rigoroso para se demonstrar isso. No
entanto, a instancia resolvida no artigo, obtida a partir de dados reais, foi rapidamente resolvida por
um solver comercial. Dessa forma, é possivel que outras instincias reais possam ser resolvidas por
algoritmos exatos, embora no pior caso possa haver instancias dificeis que exijam tempo exponencial
para serem resolvidas.

Como trabalhos futuros, sugere-se estender o modelo baseado em equilibrio de forma a
incorporar explicitamente a incerteza na localizacdo das familias e na capacidade de atendimento
das agéncias, por meio de programacao estocdstica, ou o desenvolvimento de modelos baseados em
otimizagdo robusta.
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