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RESUMO

Dada uma colecdo L de n subconjuntos de um conjunto R de elementos, o Problema
da Interse¢do Méxima de k-Subconjuntos (kMIS) consiste em encontrar L C L com |L'| = k tal
que a interse¢do dos subconjuntos em L’ seja mdxima. Este trabalho propde uma meta-heuristica
Iterated Local Search (ILS) para o kMIS. Ela utiliza duas estruturas de vizinhancga, exploradas via
uma estratégia Variable Neighborhood Descent (VND) com uso inovador de estruturas de dados
para acelerar a fase de busca local, melhorando, assim, a performance. Os testes computacionais
comprovam a superioridade desta proposta em relacio aos algoritmos da literatura, encontrando em
média solucdes de qualidade superior as do estado da arte.
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ABSTRACT

Given a collection L of n subsets of a finite set of elements R, the Maximum Intersection
of k-Subsets problem (kMIS) consists of finding L' C L with |L'| = k such that the intersection of
the subsets in L’ is maximum. This work proposes an Iterated Local Search (ILS) metaheuristic to
kMIS. The proposed metaheuristic relies on two neighborhood structures, which are explored using
a Variable Neighborhood Descend (VND) strategy and makes innovative use of data structures to
speed up the local search phase and thus improve the performance. Computational tests prove the
superiority of this proposal over algorithms in the literature, finding on average solutions of higher
quality than the state of the art.
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1. Introducao
O problema da Intersecdo Maxima de k-Subconjuntos (KMIS) pode ser definido da se-

guinte forma: dada uma cole¢do L = {Si,...,.S,} de n subconjuntos de um conjunto finito de
elementos R = {ey, ..., em }, € um inteiro positivo k, o objetivo é encontrar L' C L com |L'| = k
tal que os conjuntos de L’ tenham o ntimero maximo de elementos em comum, ou seja, | (\gey |
seja maximo. O problema pode ser modelado como um grafo bipartido G = (L U R, F) no qual
existe uma aresta (S;, ;) se e somente se e; € S;.

Por exemplo, a Figura 1 ilustra uma instancia do kMIS tal que R = {e1, ea,e3,€4,€5} €
L= {51, 52, 53, 54}, com 51 = {61, €9, 63}, SQ = {61, €9, €3, 65}, 53 = {62, 65} € S4 = {63, 64}.
Para k = 2, deve-se encontrar uma combinagao de dois subconjuntos que gere a interse¢do maxima.
L' = {51,553}, com |S; N S3| = 1, é uma possivel solugdo. No entanto, L' = {S7, S}, com
|S1 N Sa| = 3, é melhor, e, para a instancia, € uma solucdo Gtima.

Figura 1: Exemplo de instancia do k-MIS.

Para k = 2, a intersecdo médxima de k subconjuntos sera obtida por S; e Sy, com cardinalidade 3

O interesse pelo kMIS surgiu em Vinterbo [2002], em que se estuda a aplicacéo do pro-
blema no controle de privacidade de dados. No contexto de dados hospitalares, L. € o conjunto
dos pacientes de um hospital e 12, o conjunto dos dados dos pacientes. Para divulgar a quantidade
maxima de dados sem violar a privacidade dos pacientes, um dado s6 pode ser divulgado se no
minimo k pacientes o possuem em comum, sendo k suficientemente grande para preservar a pri-
vacidade. Na biologia, existe uma aplicacdo do KMIS na andlise de DNA Microarray: deseja-se
identificar k genes com o maximo nimero de caracteristicas em comum, conforme Nussbaum et al.
[2010]. Ainda, Bogue [2014] estuda uma aplicagdo do problema em sistemas de recomendacdo: L
sdo artistas musicais e R, pessoas interessadas em musica; um artista € relacionado a uma pessoa
se a pessoa € fa do artista. Entdo, o objetivo é selecionar k artistas musicais que tenham o nimero
maximo de fas em comum para, por exemplo, criar um evento musical.

O kMIS foi provado N P-dificil primeiramente em Vinterbo [2002]. O autor apresentou o
problema da k-ambiguidade, definido da seguinte forma: seja U = {x;}}_; um conjunto de objetos
de interesse. Dado um inteiro positivo k < n — 1, deseja-se descobrir quanta informagao a respeito
de um elemento x; deve ser descartada para torna-lo indiscernivel dos demais k elementos. No
artigo, o problema da k-ambiguidade é demonstrado equivalente ao da k-unido minima, por sua vez
equivalente ao kMIS. A prova de que os problemas sao N P-dificeis se d4 por reducdo a partir do
problema do Subgrafo Completo Bipartido Balanceado [Garey e Johnson, 1979].

Em Xavier [2012] é demonstrado que o problema é inaproximavel, isto €, o kMIS ndo
admite um algoritmo z\}e -aproximado, sendo IV o tamanho da entrada e e uma constante. Novamente
demonstrou-se a complexidade do kMIS, desta vez por meio de redugdo do problema Maximum
Edge Biclique (MEB), provado N P-dificil por Peters [2003].

Cinco modelos de programagdo linear inteira para encontrar solu¢des exatas para o kMIS
sdo apresentados em Bogue [2014], dois dos quais baseiam-se em formulacdes desenvolvidas para
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o MEB e uma, denominada M srgsT4, € inteiramente nova. O autor introduziu, também, uma
heuristica construtiva gulosa, denominada kInter, e uma meta-heuristica GRASP (Greedy Ran-
domized Adaptative Search Procedure). A avaliacdo computacional foi feita utilizando instancias
geradas aleatoriamente e obtidas do servigo musical online LastFM.

Outra tentativa de resolver o KMIS a partir de uma meta-heuristica veio com Dias et al.
[2020], em que, utilizando o VNS (Variable Neighborhood Search), diversas heuristicas e meta-
heuristicas sdo combinadas com componentes dindmicos para diversificar a busca. Uma contribui¢ao
importante do trabalho € o uso de bitsets para representar as instancias e solucdes, o que acelera as
operacdes de conjuntos por meio do paralelismo de bits.

Finalmente, os autores de Casado et al. [2022] apresentaram uma meta-heuristica GRASP,
cuja fase de busca local foi substituida por uma meta-heuristica de Busca Tabu. A escolha foi feita
porque a Busca Tabu permite movimentos que geram solugdes piores, com o que se espera escapar
de 6timos locais. Os autores também modelam o problema por meio de bitsets. Os experimentos
encontram solugdes mais rapido e com melhor qualidade do que o VNS [Dias et al., 2020].

Este trabalho apresenta uma meta-heuristica Iterated Local Search (ILS) [Lourenco et al.,
2010] com duas estruturas de vizinhanca, exploradas por meio de uma estratégia Variable Neigh-
borhood Descent (VND) [Hansen et al., 2010] para o kMIS. A primeira vizinhanga, swap (1,
1), envolve remover um subconjunto da solu¢ao atual e inserir um outro em seu lugar. A segunda,
swap® (2, 2),remove dois subconjuntos da solugdo atual e insere outros dois no lugar. Embora
possam ser computacionalmente exigentes, as exploracdes sdo auxiliadas por estruturas de dados
pré-calculadas cujo papel € reduzir o custo das avaliacdes e prevenir, por meio de filtros, buscas em
espacos de solug@o pouco promissores.

O restante deste trabalho se estrutura da seguinte forma: a Sec@o 2 apresenta a meta-
heuristica proposta, debrucando-se, nas subse¢des, sobre a modelagem utilizada na implementacao
e sobre cada uma das fases do algoritmo. Os resultados obtidos sdo explorados na Secéo 3, em que,
por meio de experimentos computacionais, esta pesquisa é comparada com demais propostas da
literatura. Por fim, na Secdo 4, sdo extraidas algumas conclusdes a respeito do trabalho e delineadas
propostas de trabalhos futuros.

2. Algoritmo ILS proposto

Esta se¢do introduz o algoritmo ILS proposto. O ILS é uma meta-heuristica bastante uti-
lizada em problemas de otimizagdo. Ela recebe uma solugdo inicial e melhora-a iterativamente por
meio de procedimentos de perturbacio e de busca local. Com a busca local, espera-se intensificar a
busca em espagos promissores de solucdo, enquanto o papel da perturbagdo € diversificar a busca e
potencialmente escapar de 6timos locais [Lourenco et al., 2010].

O pseudocddigo para o ILS pode ser visto no Algoritmo 1. A solucdo inicial é ge-
rada (linha 2) e imediatamente refinada na funcdo VND (linha 3), que executa a busca local. Em
seguida, no loop, uma cdpia da solugdo L* se torna a solugdo atual, que entra na funcio de
perturbagio (linha 8), e entdo na busca local (linha 9). Entdo, a solu¢do copiada L’ entra na fungo
AcceptanceCriteria, para ser avaliada. Ao final, L* € retornada. Daqui em diante, o célculo
da cardinalidade da interse¢do resultante em L’ serd feito pela fungdo cost. o é um pardmetro da
Pertubacdo, explicado na Sec¢éo 2.4.

As subsecdes a seguir detalham a modelagem utilizada para representar as solugdes cada
uma das partes do algoritmo proposto.

2.1. Representacao das solucoes

Seguindo Dias et al. [2020] e Casado et al. [2022], utilizam-se bitsets para representar as
instancias e solugdes do kMIS. Um bitset € um array bindrio cujos elementos s6 podem ser O ou 1.
Na implementagdo do ILS para o kMIS, cada S € L tem o préprio bitset B de tamanho |R|, em
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Algorithm 1 Iterated Local Search (ILS)
1: function ILS(G = (LUR, E), k)
2: L* < Construction(L, k)
3 L* + LocalSearch(L*)
4: 141
5: while stop condition not reached do
6
7
8
9

a < Select-a()
L'+ L*

L’ + Perturb(L/, o)
L' « VND(L')

10: L*,i + AcceptanceCriteria(L/, L*, 1)
11: Atualizar « a cada 10 iteragdes

12: end while

13: return L*

14: end function

que a posi¢do p indica a presenga ou auséncia do elemento e, € R em S. Uma solugdo L’ também
tem um bitset B’ com a intersecdo resultante dos subconjuntos adicionados.

Com bitsets, o cdlculo da intersecdo entre dois subconjuntos S; e S; se dd em uma
operac@o AND entre B; e Bj, feita por meio de paralelismo de bits para alcangar maior eficiéncia.
Caso o niimero de elementos seja menor ou igual ao comprimento da palavra da CPU, o célculo
¢ feito em tempo constante; caso contrdrio, divide-se o bitset em arrays do tamanho da palavra
da CPU e a operacdo ¢ feita em cada um dos arrays. Essa modelagem acelera consideravelmente
o processo de busca e ja obteve sucesso em outros problemas, como mostrado em Segundo et al.
[2011] e em Komosko et al. [2015].

2.2. Fase de Construcao

Para a construcdo da solugdo inicial, utiliza-se a versdo estendida do algoritmo guloso
kInter [Bogue, 2014]. O kInter original consiste no seguinte: dada uma solugdo parcial L/,
é selecionado para ser adicionado a L' um subconjunto S € L\ L' tal que cost (L' U S) seja
maximo. A escolha gulosa ocorre k vezes, ao fim das quais se tem uma solucdo viavel. No inicio,
L' = () e, seguindo o critério, o primeiro subconjunto inserido é o de maior cardinalidade.

A versdo estendida do kInter foi proposta por Dias et al. [2020], com o seguinte
funcionamento: primeiramente, o conjunto L = {S7,S5s,...,5,} é ordenado de tal forma que
|S1] > |S2| > ... > |S,|. Entdo, o kInter é executado n vezes. Na i-ésima execugdo, L' é
inicializada com S;. Uma execug@o do k Inter serd interrompida caso cost (L) < cost(Lpest)s
sendo Lp.s; a melhor solug@o encontrada até o momento. Ao final, retorna-se a solugdo de maior
custo entre as n geradas. Originalmente, o kInter estendido possui uma fase de Path-Relinking,
mas ela ndo foi incorporada na implementacdo do ILS.

2.3. Busca Local

A busca local € usada apés a construcdo da solucdo inicial e apds a fase de perturbagao.
O procedimento de busca local proposto utiliza uma estratégia VND, na qual uma nova estrutura
de vizinhanca € sistematicamente selecionada para continuar a busca sempre que a estrutura atual
ndo melhora a solucdo atual; caso uma solu¢do melhor seja encontrada, ela retorna para a primeira
estrutura. Isso se repete até que nao ocorram novas melhorias Hansen et al. [2010]. O Algoritmo 2
descreve a busca local implementada.

Duas estruturas de vizinhanca baseadas em movimentos de troca sdo exploradas. Elas sdo
detalhadas nas subsec¢des abaixo, junto com as respectivas estruturas de dados auxiliares.
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Algorithm 2 VND
1: function VND(L/)
2 k1
3 while £ < 2 do
4: L" + LocalSearch(k, L)
5: if cost(L") < cost(L’) then
6 k+—k+1
7 else
8 k<1

9: L« L
10: end if
11: end while
12: return L/

13: end function

2.3.1. Estrutura de vizinhanca swap (1, 1)

A estrutura de vizinhanga swap (1, 1) consiste naremogdo de um subconjunto S; € L’
e naadi¢do deum S’ € L\ L'. Para acelerar o procedimento e prevenir tanto a realiza¢do de célculos
redundantes quanto a avaliacdo de movimentos incapazes de melhorar a solugao atual, utiliza-se um
array p de k elementos associado a L’. Para um subconjunto S; € L', u[i] guarda a interse¢do
resultante de L' apds a remogdo de S;, ou seja, fu[i] = (\ger/— (s:}- 1 € calculado antes do inicio da
exploragdo da vizinhanga.

Um algoritmo for¢a bruta para preencher p seria custoso; por isso, ele € feito conforme
uma estratégia eficiente inspirada na solug@o para o problema de programagao competitiva Product
of Array Except Self (PAES)!: dado um array A de n inteiros, deve-se construir um novo array p,
também de tamanho n, tal que p[i] seja igual ao produto de todos os elementos de A exceto Ali].
Isso deve ser feito em O(n) e sem usar o operador de diviso.

E ficil perceber que, feitas as devidas adaptacdes, trata-se do mesmo problema encontrado
para preencher p; a diferenca € que, para p, em vez do produto de inteiros, deseja-se calcular
a intersecdo de conjuntos. Para calcular  conforme a solugdo do PAES, observa-se, primeiro,
que i) é a interse¢do dos subconjuntos pertencentes a L’ de Sy até S;_1, chamada prefixo,
com a intersecdo dos subconjuntos de ;11 até Sk, chamada sufixo. Utilizando a técnica de
Programacgdo Dinamica [Cormen et al., 2022], ambas interse¢des sdo calculadas previamente e em
seguida acessadas para obter p.

Na Programacgao Dindmica, problemas sao resolvidos através da combinagao de solugdes
recursivas de subproblemas, os quais se sobrepdem. Cada subproblema é resolvido apenas uma vez
e tem a solucdo guardada em uma tabela, o que evita o trabalho de recalcular a solugao sempre que
um novo subproblema for resolvido.

Com isso em mente, pode-se definir o prefixo recursivamente:

R sei =1,
prefixoli —1]NS;—1 sei> 1.

prefixoli| = {

Ou seja, como o prefixo armazena, na posicdo ¢, S; N --- N S;_1, € possivel usar o
proprio prefixo, na posicdo anterior, para calcular a posi¢do ¢. Quando ¢ = 1, ndo existe S;_1;
dessa forma, prefixo[1] recebe R, que serve de conjunto neutro.

"https://www.enjoyalgorithms.com/blog/product-of-array—except-self
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Pode-se definir recursivamente também o sufixo:

R sei =k,
sufixo[i + 1] N Si_;,_] sei < k.

sufixoli] = {

O sufixo armazena, na posi¢do i, S;+1 N --- N Sk, portanto a posi¢do ¢ + 1 do array
pode ser usada para calcular a posicéo ¢. Como para ¢ = k nao existe S;41, sufixo[k] recebe R
como conjunto neutro.

Assim, é possivel definir p a partir das duas interse¢des calculadas:

wli] = prefixoli] N sufixoli]

Computacionalmente, prefixo e sufixo sdo arrays de k posi¢des, calculados cada
qual em um loop. Portanto, preencher p com todas as solugdes parciais de L' menos um subconjunto
¢ uma operacdo feita em O(k).

O Algoritmo 3 mostra a exploracio da vizinhanca swap (1, 1). Tendo calculado p,
procede-se para o loop principal. A cada itera¢do, um subconjunto S; € L’ é escolhido como
candidato a ser removido da solugdo atual. A interse¢do resultante de L' — {S;} ja estd calculada
em pi]. Apenas solugdes parciais cuja intersec@o tenha cardinalidade maior do que o custo de L’
sao exploradas, pois estas sdo as Unicas com potencial de gerar uma solucao vidvel melhor do que a
atual; assim, € possivel ignora-las e reduzir o nimero de iteragdes (linha 3). Esse € um mecanismo
de filtro que impede iteragdes infrutiferas. Ao conhecimento dos autores, o uso de uma estrutura de
dados semelhante a u, calculada de forma eficiente para servir de filtro na exploracdo da vizinhanga,
¢ uma abordagem inédita para o kMIS.

Dentre as possiveis opgdes para a escolha de qual subconjunto inserir em L', optamos
pelo critério de first improvement, isto €, o primeiro subconjunto que aumente a fungdo objetivo
serd escolhido, pois esta op¢do gasta menos tempo. Note-se que p também € utilizado na avaliagio
da inserc@o (linha 7), o que evita calcular ' — {S;}. A complexidade do swap (1, 1) é O(k -
|L|) no pior caso. No entanto, observa-se que o filtro possibilitado por u reduz bastante o custo
computacional da busca.

Algorithm 3 swap(1, 1)

1: function SWAP-11(L’)

2 for S; € L' do

3 if |u[é]| < cost(L') then > 1 ajuda a evitar solugdes parciais infrutiferas
4: continue

5: end if

6 for S € L\ L' do

7 if [u[i] NS’| > cost(L') then

8 L' « swap(L', S;,S")

9: return L’ > First improvement
10: end if
11: end for
12: end for
13: return L/

14: end function
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2.3.2. Estrutura de vizinhanca swap™ (2, 2)

Nesta vizinhanga removem-se dois subconjuntos {S;, S;} € L’ e outros dois subconjuntos
{8',8"} € L\ L' sdo adicionados. Ndo sdo testadas todas as combinacdes possiveis de {S’, S”},
por isso a estrutura foi chamada swap* (2, 2). Como na vizinhanga anterior, aqui também uma
estrutura de dados ajuda a acelerar a exploragdo: o array bidimensional ¢, cuja posicdo ¢[i][j]
guarda a intersegdo resultante de L' — {5, S;}, ou seja, ¢[i][j] = Ngrep—ys,, S}

Como o célculo em forga bruta de ¢ seria demasiado custoso, uma estratégia andloga ao
célculo de p foi adotada: em um loop externo, iterando S; € L', gera-se L” = L' — {S;}; em
seguida, calcula-se 0 prefixo e o sufixo com L”. Ao final, para cada S; € L”, ¢[i][j] sera:

¢[i][j] = prefixo[j] N sufixo[j]

A Secdo 2.3.1 fornece mais detalhes sobre o cdlculo do prefixo e do sufixo. Assim,
em ¢[i][7], a linha 7 refere-se a remocdo do conjunto .S; e as colunas j referem-se as remogdes dos
conjuntos S; restantes em L’ — {S;}. Deste modo, ¢ € calculado em O(k?).

O Algoritmo 4 descreve o funcionamento da estrutura de vizinhanca swap™ (2, 2).
Como ocorre no swap (1, 1), aqui se evita a avaliacio de solug¢des parciais infrutiferas por meio
de ¢ (linha 4). Quanto as formas de se escolher os subconjuntos a serem inseridos em L', opta-
mos por testar, para S, € L'\ L', a combinacgéo de S;_1 e Sk1 e trocd-los pelos subconjuntos
removidos na primeira melhoria encontrada. O loop que escolhe S;_1 e Siy1 o faz de maneira
circular, para que posicdes invélidas ndo sejam acessadas. Também aqui € utilizado o critério de
first improvement, isto é, a primeira combinag@o de {Sk_1, Sk+1} que aumente o custo da solugdo
€ escolhida. Note o uso de ¢ também na avaliacdo da troca (linha 8), utilizando a solugao parcial
calculada previamente. O swap* (2, 2) tem complexidade O(k?-|L|) no pior caso, mas também
aqui o filtro, implementado por meio de ¢, reduz o custo computacional.

Algorithm 4 swap*-22

1: function SWAP*-22(L/)

2 for S; € L' do

3 for Sj el — {Sz} do

4 if |¢[i][4]] < cost(L’) then > ¢ ajuda a evitar solugdes parciais infrutiferas
5: continue

6 end if

7 for S, € L\ L' do

8 if |o[4][4] N Sk—1 N Sky1| > cost(L’) then

9 L+ Swap(L/,Si,Sk_l,Sj,Sk+1)
10: return L’ > First improvement
11: end if
12: end for
13: end for
14: end for
15: return L/

16: end function

2.4. Perturbacao

A fase de perturbacdo do ILS serve para diversificar a solucdo atual, na esperanca de remo-
ver a busca de 6timos locais. Para o kMIS, na fase de perturbagdo é comum remover aleatoriamente

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193573
https://proceedings.science/p/193573?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/193573?lang=pt-br
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193573

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE

PESQUISA OPERACIONAL
4 25 DE 04 ATE 07
{ H [dh1|ﬁ r 1 NOVEMBRO 2024
A qrﬂl & S nesal FORTALEZA | CEARA

um certo ndmero de subconjuntos da solucio atual e em seguida inserir, também aleatoriamente,
novos subconjuntos que antes estavam de fora.

Em Dias et al. [2020], uma estratégia de perturbagdo que incorpora conceitos do GRASP,
ShakingGrasp, € apresentada. Tal estratégia é implementada no ILS, com algumas adaptagdes:
no trabalho original leva-se em conta a troca de vizinhanga do VNS implementado para decidir
quantos subconjuntos serdo removidos. No ILS, esse ntimero € fixo para cada instancia.

A parte do GRASP adaptada para a perturbagao € a fase de construgdo. Para uma solucio
parcial L', a cada itera¢do cria-se uma lista restrita de candidatos (LRC) composta pelos elementos
S € L\ L' com maior custo incremental ¢(S), com ¢(S) = cost(L' U S). O elemento a ser
inserido na solugdo perturbada L, € escolhido aleatoriamente dentro dos elementos da LRC. Sendo
o tamanho da LRC um fator relevante para conseguir equilibrio entre a qualidade da solugéo e o
tempo de execugdo, ele é associado a um pardmetro v € [0, 1], que regula o quéo aleatdrio ou guloso
o algoritmo serd. Dados um « e uma solugio L/, a lista serd formada pelos elementos S tais que:
c(S) € [¢M 4 a (™M — ™) ¢M9T] em que ¢ = maxger) 1 ¢(S) € ™ = minge 1y ¢(S)
representam o valor do maior e do menor custo incremental, respectivamente, no caso de problemas
de maximizag¢do [Bogue, 2014].

O algoritmo 5 mostra a fase de perturbagdo do ILS:

Algorithm 5 Perturb

1: function PERTURB(L/, )

2 g« [VIL]

3 if ¢ + k > |L| then

" g < Nog(|Z|)]

5: end if

6 L, < RemoveSubsets(L’, q) > remove ¢ subconjuntos aleatoriamente
7 while |L,| < k do

8 Construir uma LRC com base no valor de «

9 Selecionar aleatoriamente um elemento S da LRC

10: L,<+ L,U {S}

11: Atualizar o custo incremental dos candidatos remanescentes
12: end while

13: return L,

14: end function

O valor de o € um parametro da fase de perturbagao. Isto ocorre para que a escolha do ta-
manho da LRC seja dindmico. Leva-se em conta as contribuicdes de Ribeiro et al. [2001], em que se
mostra que usar um dnico « pode dificultar a geracdo de boas solugdes. Como « interfere na quali-
dade e na diversificacdo da construcio, seu valor é escolhido aleatoriamente de um conjunto finito de
valores X = {aq, ag, ..., auy }. Associa-se uma probabilidade p; a cada «;. Inicialmente, p; = 1/m
parai = 1,...,m. No caso do ILS proposto, X = {0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1.0}.
Para cada «;, cont[i] € o nimero de itera¢des em que «; foi selecionado durante a fase de Perturbagio
e valores[i] é a soma dos custos das solugdes obtidas apos a Busca Local nestas iteragdes. Seja
Zmaz O custo da melhor solucdo encontrada até o momento. A cada 10 iteragdes do ILS, as pro-
babilidades p; sdo atualizadas (linha 11 do Algoritmo 1) conforme os passos abaixo, se cont[i] >
0,Vi =1,...,10. O objetivo € favorecer as escolhas dos «; usados para obter as melhores solugdes.

1. Para cada q, calcular a média avg(i) = %&zm e Q; = wold)
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2. Calcularo = > 1" Q;

_ Qi

3. Calcular p; = * para obter valores entre [0, 1].

2.5. Critério de aceitacao

O Algoritmo 6 mostra o critério de aceitagdo de uma solu¢io L’ no ILS. No primeiro caso
(linha 2), L' é melhor do que L* e é, assim, escolhida como nova solugio atual. A varidvel i é
reiniciada com 1. Caso L’ ndo seja melhor do que L*, se ¢ < T (linha 5), 7 é incrementado e a
solugdo se mantém a mesma. 7' € uma constante que limita o nimero de iteracdes pelas quais uma
solug@o pode passar sem ser melhorada. Quando ¢ ultrapassa 7', executa-se um mecanismo simples
para remover a busca do 6timo local, diversificando-a.

O mecanismo € uma adaptacio do algoritmo kInter, apresentado por Bogue [2014],
explicado na Secdo 2.2. A adaptacdo consiste em, na primeira insercao da nova solu¢dao L*, ndo
utilizar o critério guloso, mas sim escolher um subconjunto S € L aleatoriamente. Isso altera as
demais decisdes gulosas e gera uma solucdo diferente da atualmente explorada. Gerada a solucdo
vidvel, ela é refinada por meio de uma busca local. A solu¢do de melhor custo encontrada global-

mente pelo ILS ndo é substituida pela nova L* gerada nessa fase.

Algorithm 6 AcceptanceCriteria

1: function ACCEPTANCECRITERIA(L', L*, 1)
2 if cost(L') > cost(L*) then

3 L*+ I’

4: 141

5: else if : < T then

6 14 1+1

7 else

8 S < RandomSubset(L)

9: L* + {S}
10: while |L*| < k do
11: Selecionar um subconjunto S € L\ L* tal que cost(L* U {S}) seja maximo
12: L* « L*U{S}
13: end while
14: L* « LocalSearch(L*)
15: 141
16: end if
17: return L*, ¢

18: end function

3. Resultados computacionais

Nesta se¢do, discutem-se os resultados computacionais obtidos com o algoritmo proposto.
Ele foi implementado na linguagem C++ e os testes foram executados em um AMD Ryzen 5 4500
6-Core com clock de 4,2 GHz, 16 GB de memoéria RAM, tendo o Ubuntu 22.04.3 LTS como sistema
operacional.

O ILS foi comparado com as duas dltimas meta-heuristicas para o kMIS encontradas na li-
teratura, a saber, o VNS apresentado em Dias et al. [2020] e o GRASP com Busca Tabu apresentado
em Casado et al. [2022]. Os autores disponibilizaram os respectivos codigos-fontes.

As instancias utilizadas foram as introduzidas em Dias et al. [2020]. Tratam-se de 238
instancias divididas em trés grupos: no primeiro, o nimero de subconjuntos é igual ao nimero de
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Tabela 1: Comparacdo entre Reactive VNS e ILS.

Reactive VNS [Dias et al., 2020] ILS
Classe Qnt. Best Worst Avg. Time (s) Best Worst Avg. Time (s)
1 30 4.2 4 4.1 0.523 4.1 3.97 4.03 0.079
2 30 1 1 1 1.235 1 1 1 0.002
4 30 253 24.67  24.89 0.672 26 254 25.7 0.260
5 30 7.2 7.07 7.14 1.410 7.37 7.13 7.24 0.204
6 28 2.32 2.29 2.29 0.924 2.39 2.36 2.38 0.206
7 30 9793 97,53 97.73 0.571 98.27 97.77 9795 0.322
8 30 7547 7527 7538 1.187 75.87 75.67 75.74 0.261
9 30 50.07 50.07 50.07 1.033 50.83 50.7 50.77 0.274
Avg. 33.19 3299  33.08 0.945 3349 3326 33.36 0.201

elementos, isto é, |L| = |R|; no segundo, o nimero de subconjuntos é maior (|L| > |R|) e, no
terceiro, ¢ maior o nimero de elementos (|[L| < |R|). Baseando-se na densidade das instancias,
também € possivel dividi-las em classes: quanto maior a classe, maior a densidade. C7, Cy e C
tém valores baixos de k, Cs, Cs e Cs t€m valores médios e Cg e Cy tém valores altos.

Para que as comparagdes entre os algoritmos sejam justas, todos foram executados no
mesmo computador. Além disso, fixamos o tempo de execugdo dos trés algoritmos em % se-
gundos para cada instincia. Desejando evitar o viés produzido pelos elementos randémicos das
implementacdes, os resultados foram computados a partir de 10 execugdes independentes de cada

algoritmo em cada instancia. Seguindo esse protocolo, foram construidas as tabelas a seguir.

3.1. Comparacao com o Reactive VNS

Esta subsecdo avalia a performance da proposta deste trabalho em comparacao com a pro-
posta anterior denominada Reactive VNS [Dias et al., 2020]. Trata-se de um algoritmo de Variable
Neighborhood Search com elementos reativos.

A Tabela 1 mostra os resultados obtidos apds os testes seguindo o protocolo descrito
acima. Por uma questao de brevidade, os resultados sdo exibidos em relagdo as classes das instincias.
Assim, a coluna Ont. mostra a quantidade de instdncias em uma classe; a coluna Best tem a média
das melhores solucdes obtidas pelos algoritmos nas instincias de uma dada classe nas 10 execugdes;
Worst é a média dos piores valores obtidos por classe; Avg. é o valor médio encontrado por classe,
independentemente de ser o melhor ou o pior. Ja Time (s) exibe o tempo médio que uma execucgio
do algoritmo leva para encontrar o seu melhor valor, dentro do intervalo de % segundos. Na tltima
linha estdo as médias das colunas ponderadas pela quantidade de instdncias em cada classe.

Analisando inicialmente a melhor solucdo encontrada por cada algoritmo, verifica-se a
superioridade do ILS, que atinge os melhores valores em 7 das 8 classes, enquanto que o VNS atinge
os melhores, ou empata com o ILS, em 2 classes. O empate ocorre nas instincias da Classe 2, para as
quais todos os algoritmos encontram sempre solug¢des de custo 1. O ILS apresenta pior desempenho
nas instincias da Classe 1, que t&ém menor densidade e valores baixos de k. A proporc¢io é a mesma
quando se analisa a qualidade das piores solucdes, bem como média encontrada por cada um deles.
O ILS vence na média final de todas as colunas, inclusive em relacdo ao tempo para encontrar as
melhores solucdes, levando em média 0,2 s, em contraste com 0,94 s do VNS.
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Tabela 2: Comparacdo entre GRASP e ILS.

GRASP [Casado et al., 2022] ILS
Classe Qnt. Best Worst Avg. Time (s) Best Worst Avg. Time (s)
1 30 4.23 4.13 4.21 0.212 4.1 3.96 4.03 0.079
2 30 1 1 1 0.009 1 1 1 0.002
4 30 2537 2503 25.2 0.359 26 254 25.7 0.260
5 30 7.4 7.27 7.34 0.429 7.37 7.13 7.24 0.204
6 28 243 2.36 241 0.51 2.39 2.36 2.38 0.206
7 30 98.07 97.73 97.9 0.435 98.27 97.77 9795 0.322
8 30 7553 7527 7541 1.045 75.87 75.67 75.74 0.261
9 30  50.17 50.1 50.13 0.662 50.83 50.7 50.77 0.274
Avg, 3328 33.12 33.21 0.457 33.49 3326 33.36 0.201

3.2. Comparacao com o0 GRASP

Nesta subsecao, avalia-se a performance do ILS em comparacdo com o GRASP apresen-
tado em Casado et al. [2022]. Trata-se de um algoritmo Greedy Randomized Adaptative Search com
uma Busca Tabu na fase de busca local.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos apds os testes. As colunas sd@o as mesmas da
Tabela 1, explicadas na Secdo 3.1. Verifica-se novamente a vantagem do ILS no que diz respeito
a qualidade das melhores solucdes encontradas, obtendo os maiores valores em 5 das 8 classes; ja
o GRASP vence ou empata em apenas 4, sendo o empate na Classe 2, para a qual os algoritmos
sempre encontram solugdes de custo 1. O desempenho do ILS € inferior na Classe 1, que possui
instancias com menor densidade e valores baixos de k. O mesmo ocorre nas Classes 5 e 6, que apre-
sentam densidades médias, sendo que a Classe 5 tem valores médios de k, enquanto que a Classe 6
possui valores altos. Semelhantemente ao que acontece com o VNS, a propor¢ao se mantém quando
comparamos os piores resultados e os resultados médios. O ILS também vence quando compara-
mos as médias finais. E evidente, ainda, a superioridade do ILS no tempo necessario para encontrar
solugdes de qualidade: o0 GRASP leva em média 0,45 s, mais do que o dobro do ILS.

Portanto, o ILS surge como uma proposta competitiva de meta-heuristica para o kMIS,
obtendo em pouco tempo solucdes de melhor qualidade do que os métodos encontrados na literatura.
Atribui-se a busca local implementada, com os ganhos de performance obtidos pelo uso dos arrays
e ¢ (Secdo 2.3), a grande responsabilidade por esses resultados.

4. Conclusao

Este trabalho apresenta um algoritmo Iferated Local Search (ILS) para o problema da
Intersecdo Maxima de k-Subconjuntos (KMIS). Sao utilizadas duas estruturas de vizinhanca na fase
de busca local, executada por meio de uma estratégia de VND. Cada estrutura de vizinhanca esté
associada a uma estrutura de dados auxiliar que, calculando de forma eficiente as solugdes parciais
a partir de uma solucdo atual, evitam a busca em espacos de solugdo infrutiferos e aceleram a
avaliacdo de um movimento, reduzindo o tempo computacional exigido para encontrar um 6timo
local. Os resultados dos experimentos confirmam a superioridade do método proposto em relagdo
aos demais encontrados na literatura.

Os trabalhos futuros focardo em um estudo aprofundado das instincias em que o ILS nio
obtém os melhores resultados, buscando implementar novas estruturas de vizinhanca e métodos
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hibridos de busca. O objetivo é aumentar a diversidade da busca sem interferir negativamente na
performance do algoritmo.
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