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RESUMO

Este trabalho aborda o Problema da Clique Médxima (PCM) em grafos, um problema NP-
Completo bem conhecido na teoria dos grafos e na otimizacdo combinatéria. A maioria dos algo-
ritmos de branch-and-bound estado da arte utiliza a heuristica de colora¢do gulosa tanto para deter-
minar a ordem de ramificagdo quanto para obter limites superiores. Em muitos casos, as diferencas
nos ambientes computacionais frequentemente dificultam comparacdes diretas de desempenho entre
algoritmos. Neste estudo, realizamos uma comparacido computacional do algoritmo MCS, apresen-
tado no framework unificado para PCM de Carmo e Ziige [2012], com dois algoritmos que utilizam
paralelismo de bits por meio da estrutura Bitmap Roaring. Essa estrutura mostrou-se eficiente em
aproveitar o paralelismo de bits proposto para os algoritmos mais recentes.
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ABSTRACT

This work addresses the Maximum Clique Problem (MCP) in graphs, a well-known NP-
Complete problem in graph theory and combinatorial optimization. Most state-of-the-art branch-
and-bound algorithms use greedy coloring heuristics to determine both branching order and upper
bounds. In many cases, differences in computational environments can make comparisons less
precise. In this study, we perform a computational comparison of the MCS algorithm, presented
in the unified framework for MCP by Carmo e Ziige [2012], with two bit-parallel algorithms using
the Roaring Bitmap structure. This structure has proven efficient in leveraging bit parallelism as
proposed for more recent algorithms.
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1. Introducao

Dado um grafo G = (V, E'), uma k-clique C' em G é um subconjunto de V tal que |C| = k
e, para todo par de vértices distintos u,v € C, tem-se que u,v € E. Uma clique mdxima de GG é
a maior clique em G. O ndmero de clique, denotado por w(G), é o maior valor de k para o qual
G possui uma k-clique. O problema da clique maxima (PCM) consiste em encontrar w(G) em um
grafo G. A versdo de decisdo desse problema é NP-Completo, o que implica que ndo ha algoritmo
em tempo polinomial, a menos que P = NP (Bomze et al. [1999]).

O PCM ¢ amplamente estudado em diversas dreas, como quimica (Hasan et al. [2023]),
bioinformatica (Das et al. [2023]; Okamoto [2020]), teoria dos cédigos (Battail [2019]), economia
(Boginski et al. [2006]), anélise de redes sociais (Balasundaram et al. [2011]), robdtica (San Se-
gundo e Rodriguez-Losada [2013]), entre outras. Além disso, o PCM aparece como subproblema
de outros problemas combinatérios importantes, como coloracdo de vértices (Wu e Hao [2012]),
parti¢des em cliques (Wang et al. [2006]) e determinagdo de vencedores em leildes combinatérios
(Wu e Hao [2015]).

Nos ultimos anos, houve um grande esfor¢co no desenvolvimento de algoritmos exatos
eficientes na pratica. Muitos dos algoritmos exatos desenvolvidos utilizam a técnica de branch-
and-bound (B&B), onde heuristicas de colorac@o de vértices sdo aplicadas tanto para obter limites
superiores quanto para guiar a ramificacdo. Carmo e Ziige [2012] realizaram uma comparac¢ao
computacional implementando oito diferentes algoritmos de B&B em um arcabouco conceitual
comum, com o objetivo de realizar uma andlise mais aprofundada dos algoritmos. No entanto, os
autores ndo consideraram algoritmos mais recentes que incorporam técnicas como paralelismo de
bits (San Segundo et al. [2011]), recoloracdo de vértices (San Segundo et al. [2013]) e filtragem
baseada em propagacdo de restricdes (San Segundo et al. [2023]).

A principal contribui¢do deste trabalho € a integracdo de técnicas recentes de paralelismo
de bits, utilizando a biblioteca RoaringBitmap Chambi et al. [2016], em um algoritmo de B&B e
em um algoritmo de Bonecas Russas para o PCM. Os testes computacionais demonstram que essa
estrutura permite expandir o arcabouco conceitual unificado proposto por Carmo e Ziige [2012]
para incluir os algoritmos mais modernos. Na subsecdo 2.1, apresentamos testes computacionais
que mostram que outras estruturas de dados disponiveis ndo se mostraram adequadas para essa
extensao.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. Na Secao 2, apresentamos os conceitos pre-
liminares e a estrutura de dados RoaringBitmap. Na Secdo 3, descrevemos a heuristica de coloragdo
gulosa com paralelismo de bits e a sua versdo relaxada. Na Secdo 4, apresentamos o algoritmo de
B&B com coloragdo relaxada. Na Secdo 5, discutimos uma versdo simplificada do algoritmo de
Bonecas Russas proposto por Corréa et al. [2014]. Na Secd@o 6, mostramos os resultados computa-
cionais de nossos experimentos. Por fim, na Se¢do 7, apresentamos as conclusodes do trabalho.

2. Preliminares

Nesta secdo, apresentamos os conceitos fundamentais relacionados ao problema da clique
maxima (PCM) e realizamos uma comparacdo entre o bitmap Roaring e outras implementacdes.

Um grafo G é um par ordenado (V, E), composto por um conjunto finito V', cujos elemen-
tos sdo denominados vértices, e por um conjunto £ C {{u, v} : u,v € V,u # v}, cujos elementos
sdo denominados arestas. Para qualquer grafo GG, denotamos por V(G) e E(G), respectivamente,
os conjuntos de vértices e arestas de G.

Utilizaremos as seguintes notacdes ao longo deste artigo:

* N(v) ={u eV :{v,u} € E} éa vizinhanga de um vértice v em G, formada pelos vértices
adjacentes a v.
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* Se U C V, entdo G[U] = (U, E[U]) denota o subgrafo induzido por U, onde E[U] =
u,v € F:u,vel.

* S € um conjunto independente em G se, e somente se, Vu,v € S, u,v € E(G).

* Uma k-coloracdo dos vértices de G € uma particdo de V' em k conjuntos independentes:
V=V,Vo,..., V.

Observe que o numero de conjuntos independentes em uma coloragéo de G € um limite
superior para w(G), o tamanho da clique maxima.

Proposicio 1. Seja Vi, ..., Vi uma k-coloragdo de G. Entdo, k > w(G).

Prova Seja K uma clique maxima de G. Como todos os vértices de K sdo adjacentes entre si, cada
vértice de K deve estar em um conjunto independente diferente. Logo, k > w(G).

2.1. Bitmap Roaring

Um bitmap é uma representagao compacta de um conjunto de inteiros, onde cada elemento
¢ representado por um bit. Se um nimero faz parte do conjunto, o bit correspondente é 1; caso
contrario, é 0. Essas estruturas permitem realizar opera¢des como intersecdo e unido de forma
eficiente usando operacoes bit a bit, ou seja, operagdes que manipulam os bits de um tipo de dado.

Entretanto, o uso de memoria por bitmaps pode ser elevado, especialmente em conjuntos
dispersos. O formato Roaring Bitmap, proposto por Lemire et al. [2018], resolve esse problema
ao dividir os dados em contéineres compactados, organizados de acordo com os 16 bits mais signi-
ficativos dos nimeros. Essa abordagem reduz o uso de memoéria sem comprometer o desempenho
das operagdes.

A Figura 1 exemplifica um Roaring Bitmap com trés cont€ineres, que agrupam nimeros
com os mesmos 16 bits mais significativos:

¢ Conteiner 1 (0x0000): Contém os primeiros 1000 mdltiplos de 62.

* Contéiner 2 (0x0001): contendo todos os inteiros nos intervalos [216, 216 + 100), [216 +
101, 26 4 201) e [26 + 300, 216 + 400)

+ Contéiner 3 (0x0002): Inclui os niimeros pares no intervalo [2 x 216, 3 x 216),

Essa estrutura, ao agrupar nimeros com base em padrdes nos bits mais significativos, oti-
miza a compressao e as operacdes de busca, como intersecao e unido, em comparagdo com bitmaps
tradicionais. No estudo de Lemire et al. [2018], o Roaring Bitmap demonstrou ser mais eficiente
tanto em tempo quanto em uso de memoria quando comparado a outras técnicas de compressao de
bitmap, como WAH e Concise.

2.2. Comparacao Computacional

Para avaliar a eficiéncia do Roaring Bitmap, conduzimos experimentos comparativos entre
essa estrutura de dados e outras amplamente utilizadas, como set com sort, bitstringl,
numpy?, e o préprio Roaring Bitmap®. O experimento foi realizado no contexto de um algoritmo
branch-and-bound (B&B) para a resolu¢do do problema da clique maxima. Cada n6 da 4rvore de

"https://pypi.org/project/bitstring/
https://numpy.org/
Shttps://www.roaringbitmap.org/
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Figura 1: Bitmap Roaring contendo trés contéineres: o primeiro contendo a lista dos primeiros 1000
miiltiplos de 62, o segundo contendo todos os inteiros nos intervalos [2'°, 2'® 4+ 100),
[2' + 101, 2% + 201) e [2'® + 300, 2'° 4- 400), e o terceiro contendo todos os inteiros pares em
[2 x 26,3 x 219).
Fonte: Lemire et al. [2018].

busca é representado por uma tupla (C, P, LB), onde C € a clique atual, P é o conjunto de vértices
candidatos a expandir a clique, e LB é o tamanho da maior clique encontrada até o momento.

Em cada né, aplicamos uma heuristica de coloragdo para determinar um limite superior
para o tamanho da maior clique. Essa heurfstica, juntamente com a atualiza¢do do conjunto de
vértices candidatos, envolve operagdes de intersecdo e diferenca de conjuntos, que podem ser sig-
nificativamente aceleradas por meio do uso de bitmaps.

A Tabela 1 apresenta os resultados da comparacgdo. A coluna “Instincia”’identifica o grafo
utilizado no teste, n representa o niimero de vértices, p representa a densidade do grafo, "Nés da
arvore”mostra a quantidade de subproblemas explorados, e as demais colunas indicam o tempo de
execucdo para cada estrutura de dados.

instancia n P nés da arvore | set + sort | bitstring | numpy | roarbitmap
brock200_1 | 200 | 0.74 | 301735 83.36 117.47 | 80.84 | 7.00
brock200-2 | 200 | 0.49 | 3777 0.53 1.01 0.73 0.08
brock200-3 | 200 | 0.60 | 13411 2.73 4.67 3.09 0.27
brock200-4 | 200 | 0.65 | 53313 9.20 16.42 11.45 | 0.95

Tabela 1: Resultados dos testes computacionais das estruturas para representacdo de conjunto de vértices

Os resultados indicam uma diferengca marcante no desempenho entre as estruturas de da-
dos testadas. O Roaring Bitmap apresentou um tempo de execucdo significativamente menor, es-
pecialmente em grafos mais densos, como brock200_1. Isso ocorre porque, em grafos densos, a
quantidade de subproblemas cresce exponencialmente, e a eficiéncia nas operagdes de intersecdo e
unido impacta diretamente o tempo total de execugao.
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Em termos de desempenho, o Roaring Bitmap se destaca como a melhor escolha, supe-
rando inclusive o numpy, que tem forte suporte para operagdes vetoriais. Embora a bitstring
seja uma estrutura otimizada para bitmaps, ela ndo consegue alcancar o desempenho da abordagem
Roaring, devido a sua menor eficiéncia nas operagcdes de compressdo e manipulacdo de grandes
conjuntos de dados.

Esses resultados confirmam que o Roaring Bitmap nao s6 reduz o uso de memoria, mas
também melhora substancialmente o tempo de execucdo em algoritmos de B&B que fazem uso
intensivo de operagdes sobre conjuntos de vértices.

3. Heuristica de Coloracio Gulosa
Nesta secdo, apresentamos a heuristica de colora¢io gulosa com paralelismo de bits, bem
como uma versdo relaxada.

3.1. Inicializacao do Bitmap

No inicio do algoritmo, os vértices do grafo G sdo ordenados utilizando a ordem smallest
last order, conforme proposto por Matula e Beck [1983]. Nessa ordenacdo, os vértices com me-
nor grau, ou seja, menos restritos em termos de conectividade, recebem os maiores rétulos. Esse
critério de ordenagdo tende a minimizar o nimero de cores utilizadas pela heuristica de coloracdo
gulosa. Essa ordenacao serd utilizada tanto para indexar o bitmap quanto para criar os bitmaps que
representam a vizinhancga de cada vértice.

3.2. Heuristica de Coloracao Gulosa
Dado um grafo G = (V, E) e uma ordenagdo dos vértices (v1,v2, . .., vy), a heuristica de
coloragdo gulosa gera uma sequéncia de cores m = (my,...,T,) tal que color|m] < color|ms] <
. < color|my,], onde color|m;] representa o nimero de cores utilizadas para colorir o subgrafo

‘.’

Figura 2: Coloragdo obtida pela heuristica de coloragio gulosa utilizando a sequéncia (1,2, 3,4, 5, 6)

Na Figura 2, temos a coloragdo {V; = {1,3},Vo = {2,4},V53 = {5}, V4 = {6}}. A
Tabela 2 apresenta a ordem de coloragio obtida pela heuristica de coloracdo. E importante destacar
que a ordem € determinada ao considerar os vértices em cada classe de cor.

Além da ordem de ramificagdo, o vetor c[m;] fornece um limite superior para a quanti-
dade de cores usadas para colorir o subgrafo induzido G|y, ...,7;], 0 que também serve como
um limite superior para o tamanho da maior clique nesse subgrafo. Observe que a heuristica de
coloracao ajusta o limite superior dinamicamente a medida que os vértices com os maiores indices
sdo removidos, fornecendo uma estimativa mais precisa em cada etapa do algoritmo.

T 1 3
cm] 1 1

NN

4 5 6
2 3 4

Tabela 2: Ordem de ramificacdo e limite superior dado pela coloragdo gulosa
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O Algoritmo 1 apresenta a versdo da heuristica de coloracdo gulosa com paralelismo
de bits aplicada a um subgrafo G[U]. O conjunto de vértices U € representado por um bitmap
Roaring. As operacdes realizadas com esses bitmaps aproveitam o paralelismo de bits para acelerar
a construgdo das classes de cores. Enquanto na heuristica convencional os vértices sao coloridos
sequencialmente com a menor cor disponivel, na versdo com paralelismo de bits as classes de
cores sdo formadas iterativamente a partir dos primeiros vértices disponiveis, seguindo uma ordem
fixa. Nas linhas 8-14, uma classe de cor € construida selecionando-se o primeiro vértice disponivel
usando a fungdo S.min/().

Algoritmo 1: Algoritmo BITCOLOR
1 Function BITCOLOR (G, U):

2 T[]

3 color + [J;

4 R < U.copy();

5 k<« 1;

6 while |[R| > 0 do

7 S < R.copy();

8 while |S| > 0 do

9 v < S.min();

10 m.append(v);

1 color.append(k);
12 S« S\ G.N(v);
13 S« S\ {v}

14 R <+ R\ {v};

15 k< k+1;
16 return m, color;

3.3. Heuristica de Coloracao Relaxada
Ao contrério da heuristica anterior, a heuristica de coloracdo relaxada apresentada no

Algoritmo 2 recebe um inteiro k, que representa o nimero maximo de classes de cores a serem
construidas. A heuristica devolve dois conjuntos de vértices: L, que contém os vértices coloridos
nas k classes geradas, e 2, que contém os vértices nao coloridos. O conjunto R serd utilizado para
a etapa de ramificacdo. A ideia principal deste método é reduzir o tempo de colorag@o, permitindo
uma transicao mais rapida para a fase de geracao de subproblemas.
4. Algoritmo de Branch-and-Bound com Coloracao Relaxada

O algoritmo de Branch-and-Bound (B&B) com heuristica de coloragdo relaxada foi apre-
sentado em San Segundo e Tapia [2014]. A principal ideia deste algoritmo € utilizar uma heuristica
de coloracdo que, embora forneca menos informacdes detalhadas, tem como vantagem um tempo
de execugdo mais rdpido. Essa eficiéncia € alcangada ao se definir um limite no nimero de cores
utilizadas pela heuristica de coloracao.

O Algoritmo 3 descreve o B&B utilizando a heuristica de coloracdo relaxada para o pro-
blema da clique maxima (PCM). Cada subproblema é representado por uma tripla (U, S, Siaz ),
onde U € o conjunto de vértices candidatos a serem adicionados a clique atual, S € a clique par-
cial atual e S,,4, € a maior clique encontrada até o momento. Em cada subproblema (U, S, Spqz ),
aplica-se uma heuristica de coloragao relaxada sobre o conjunto U, resultando em dois subconjun-
tos: L, contendo os vértices que foram coloridos, e R, contendo os vértices ndo coloridos, de forma
que o nimero de cores w(G[L]) seja limitado a k (Linha 7).
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Algoritmo 2: Algoritmo separa

1 Function separa (G, U, k):

2

e o N & Bt e W

11
12
13
14

R < U.copy();

L <+ Bitmap([]);

[+ 1;

while |R| > 0and | < k do

S < R.copy();

while |S| > 0 do
v« S.min();
S« S\ G.N(v);
S« S\ {v}
R+ R\ {v};
L+ Lu{v}

I+ 1+1;

return L, R;

Nas linhas 8-16, os vértices do conjunto R sdo escolhidos para a geracdo de novos sub-

problemas. Na Linha 9, o vértice v de maior indice, de acordo com a ordenacio inicial dos vértices,
¢ selecionado para ser adicionado a clique atual .S (Linha 10). Em seguida, o conjunto candidato é
atualizado (Linha 11). O novo subproblema gerado consiste em (U N N (v), SU{v}, Spaz) (Linha
12), onde a busca prossegue de forma recursiva. Apds resolver esse subproblema, o vértice v é
removido do conjunto candidato U (Linha 13) e também da clique atual S' (Linha 14), permitindo
que outros vértices de R sejam considerados.

Algoritmo 3: Algoritmo BITCLIQUERELAXED

1 Function BITCLIQUERELAXED (G, U, S, Spaz) *

2

o N S Ut n W

11
12
13
14

if U = () then

if |S| > | Siaz| then
‘ Smaz S

else

k<« ‘Smax| - |S"

L, R <+ separa(G, U, k) ;

while R # () do

v < R.max();

S« SuU{v};

U, < UNN(v);

BITCLIQUERELAXED (G, U,, S, Smaz) ;
U<+ U\ {v};

S« S\ {v}

5. Método das Bonecas Russas

O método das bonecas russas ¢ uma alternativa interessante para resolucdo do PCM. O

método foi primeiramente aplicado por Ostergard [2002]. Dado um grafo G = (V, E) e uma ordem
dos vértices V' = {v1,v9,...,v,}. O algoritmo busca iterativamente a clique maxima nos subgra-

fos G[’Ul],G[’Ul,’l)g],G[’Ul,’Ug,’Ug], e ,G[vl,m,. .

, Un]. A intuicdo do método € usar solugdes dos
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problemas em grafos menores como limites para resolu¢do dos problemas para grafos maiores.

Vaskelainen et al. [2010] aplica o método das bonecas russas em alguns problemas de
otimizagio como o problema da cobertura tripla de Steiner (Ostergard e Vaskelainen [2011]) e o
problema do subtorneio transitivo maximo (Kiviluoto et al. [2016]). Gschwind et al. [2018] aplicou
o método da bonecas russas no problema da k-plex maxima.

Corréa et al. [2014] aplicaram o método das bonecas russas para resolver o problema
PCM. No método das bonecas russas, resolvemos iterativamente o problema de determinar w(G;)
para G; = G[vy, ..., v;]. Note que resolver o problema w(G;) corresponde em decidir se w(G;) =
w(Gi—1) ouw(G;) = w(Gi—1) + 1. Além disso, w(G;) = w(G;—1) + 1 somente se v; estd presente
em toda clique de G;. As principais contribui¢des desse trabalho sdo a utilizacdo de um heuristica
de coloragdo gulosa parcial e a utilizacdo da estratégia das bonecas russas para a resolugdo de cada
problema de decisao (boneca). Nas préximas subsecdes, apresentaremos uma versao simplificada
do algoritmo apresentado em Corréa et al. [2014].

5.1. Algoritmo das Bonecas Russas

O Algoritmo 4 apresenta a estratégia de busca do algoritmo das bonecas russas para o
Problema da Clique Maxima (PCM). Inicialmente, o conjunto R comeca vazio (Linha 3) e o con-
junto S contém todos os vértices (Linha 4). As Linhas 5-10 descrevem o processo de geracdo de
subproblemas que serdo resolvidos recursivamente. Na Linha 6, escolhe-se o primeiro vértice de .S
para encontrar uma clique contendo v (Linha 7). Como o vértice v pertence a clique, o conjunto
candidato para expandir a clique serd R N N (v) (Linha 8). Em seguida, o vértice v é removido de
S (Linha 9) e adicionado ao conjunto R (Linha 10).

Algoritmo 4: Algoritmo BONECAS RUSSAS

1 Function BONECA (G = (V, E)):
2 MAX < 0;
R« 0;
S« V;
while S # () do
v S.min();
Cy + Cy+v;
BONECA (G, RN N(v),Cyq, MAX);
S+ S —u;
10 R+ R+ v;

N-EE-CHEEN - Y

O Algoritmo 5 detalha a resolucdo de cada subproblema gerado pela estratégia de bonecas.
A heuristica de coloragdo relaxada retorna dois subconjuntos L e R, garantindo que G[L| ndo
contém uma clique maior que a atual (Linha 10). Nas Linhas 11-20, ocorre o processo de geracio
das bonecas menores. Um aspecto crucial é que, ao encontrar uma soluc¢do na vizinhanga de v, o
processo de busca pode ser interrompido imediatamente.

6. Resultados
Nesta secdo, apresentamos os resultados do experimento computacional que compara o
algoritmo MCS, descrito em Carmo e Ziige [2012] e disponivel em Carmo e Ziige [2024], com o
algoritmo de B&B com coloragdo relaxada (Secdo 4) e o algoritmo de Bonecas Russas (Secao 5).
Todos os experimentos foram implementados em Python e executados em um computador
com processador Intel Core i17-9750H, 16 GB de RAM e sistema operacional Ubuntu 22.04 64 bits,
rodando no WSL 2.
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Algoritmo 5: Algoritmo BONECA
1 Function BONECA (G, U, S, Spaz):

2 if U = () then

3 if |.S| > |Saz| then

4 Smaz — 9

5 return True;

6 else

7 ‘ return False;

8 else

9 k < |Smaz| — |S]

10 L,R < separa(G,U,k);
1 while R # () do

12 v < R.min();

13 R+ R\ {v};

14 L+ Lu{v}

15 S« SuU{v};

16 U, < LN N(v);

17 flag < BONECA(G, Uy, S, Spmaz);
18 if flag then

19 | return True;
20 S S\ {v};

Vértices Densidade B&B Bonecas Russas MCS B&B No6s Boneca Russas nos

2000 0.25 54.32 61.33 235.88 2,19E+06 2,45E+06
500 0.5 1751 19.24 3152 9,60E+05 9,65E+05
250 0.75 85.91 93.79 111.5 3,48E+06 3,40E+06
150 09 18.16 15.58 21.05 5,04E+05 3,77E+05

Tabela 3: Numero de nds na drvore de busca e tempo de execugao

A Tabela 3 compara os tempos médios de execugdo (em segundos) e a quantidade média
de nés da arvore de busca explorados pelos algoritmos B&B e Bonecas Russas.

Os experimentos foram realizados em 40 instancias artificiais, divididas em 4 grupos, com
10 instancias por grupo. As instancias foram classificadas de acordo com o ntiimero de vértices e a
densidade dos grafos.

Os algoritmos desenvolvidos neste trabalho mostraram-se superiores ao MCS em todas as
instancias, mesmo quando consideradas individualmente. O MCS apresentou tempos significativa-
mente piores em instancias com um grande nimero de vértices e baixa densidade.

O algoritmo de B&B mostrou-se superior na maioria das instincias, mas em grafos ex-
tremamente densos, o algoritmo de Bonecas Russas teve um desempenho melhor. Esse compor-
tamento também foi observado no nimero de nds explorados na drvore de busca: o algoritmo de
Bonecas Russas foi mais eficiente em cortar subproblemas em grafos muito densos.

Uma diferenca crucial entre os dois algoritmos reside na abordagem de ramifica¢do: no
algoritmo de Bonecas Russas, a expansdo dos problemas € incremental, enquanto no algoritmo
de B&B € decremental. Esse contraste na estratégia de ramificagdo pode explicar a vantagem de
tempo do algoritmo de Bonecas Russas em grafos superdensos. Estudos como o de Tavares et al.
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[2016] observaram uma variacdo significativa no tempo de execugao semelhante quando alteraram a
ordem dos vértices para resolver o problema da clique méxima ponderada em grafos com densidade
superior a 90%.

Comparativo entre B&B e bonecas russas
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Figura 3: Gréfico de dispersdo da densidade em relagdo ao tempo para os algoritmos B&B e bonecas russas.

A Figura 3 ilustra a dispersao dos tempos de execu¢@o em fungdo da densidade das
instancias para os algoritmos B&B versdo relaxada (BB) e Bonecas Russas (BR). Os resultados
completos e o codigo-fonte deste trabalho podem ser acessados em Albuquerque e Tavares [2024].

7. Conclusao

Neste trabalho, comparamos o desempenho de trés algoritmos para a resolugdo do pro-
blema da clique maxima: o algoritmo MCS, o Branch-and-Bound (B&B) com coloracio relaxada e
o algoritmo de Bonecas Russas. Utilizando um ambiente de teste padronizado, nossos experimentos
revelaram diferencas significativas no desempenho desses algoritmos.

Os principais resultados s@o os seguintes:

« Eficiéncia da Biblioteca Roaring Bitmaps: Os algoritmos implementados utilizando a bi-
blioteca de paralelismo de bits Roaring Bitmaps demonstraram um desempenho superior em
comparagdo aos algoritmos que nao a utilizaram.

¢ Desempenho dos Algoritmos em Diferentes Tipos de Instancias: O algoritmo B&B apre-
sentou um desempenho superior na maioria das instancias testadas. No entanto, em grafos ex-
tremamente densos, o algoritmo de Bonecas Russas superou o B&B em termos de eficiéncia.
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Para trabalhos futuros, sugerimos expandir a pesquisa de Carmo e Ziige [2012] implemen-
tando os algoritmos de B&B e Bonecas Russas descritos neste artigo dentro das especificagdes do
framework unificado proposto por eles. Além disso, recomendamos explorar a aplica¢do da biblio-
teca Roaring Bitmaps a outros problemas de otimizacdo combinatéria, aproveitando seu potencial
para aprimorar o desempenho.
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