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RESUMO

Dado um grafo G = (V, E), uma k-coloragédo divide os vértices V em k conjuntos inde-
pendentes (Vi, Vo, ..., V&). Um vértice v € V; é chamado de vértice de Grundy se for adjacente a
algum vértice w € Vj paratodo j < 4. O problema da colora¢do de Grundy busca encontrar 0 maior
valor de k para o qual existe uma k-coloracdo onde cada vértice seja um vértice de Grundy, cha-
mado ndmero de Grundy (I'(G)). Este nimero representa o pior cendrio da heuristica de colora¢do
gulosa. O trabalho investiga e compara trés formula¢des de programacao inteira para determinar o
nimero de Grundy: duas baseadas no modelo de particionamento de vértices em classes de cores e
uma baseada na formulacdo de representantes assimétrico.

PALAVRAS CHAVE. Teoria e Algoritmos em Grafos, Otimizacao Combinatdria

ABSTRACT

Given a graph G = (V, E), a k-coloring is a way to divide the set of vertices V' into k
independent sets, denoted by {V7,Va,...,Vi}. In a k-coloring, a vertex v € Vj is considered a
Grundy vertex if it is adjacent to some vertex w € Vj for all j < 4. The Grundy coloring problem
seeks to determine the largest value of k for which there exists a k-coloring where each vertex in the
coloring is a Grundy vertex. This largest value of k is called the Grundy number and is denoted by
I'(G). Obtaining a Grundy coloring can be achieved through the greedy coloring heuristic. Thus,
the Grundy number represents the worst-case scenario for the application of the greedy coloring
heuristic. This work investigates and compares three integer programming formulations: two are
based on the standard model of partitioning vertices into color classes, while the third is based on
the asymmetric representatives formulation.

PALAVRAS CHAVE. Theory and Algorithms in Graphs. Combinatorial Optimization.
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1. Introducao

Dado um conjunto de objetos com uma relacdo entre eles, o problema da coloracio con-
siste em separar os objetos em grupos de modo que objetos relacionados sejam colocados em grupos
diferentes. Esse problema surge naturalmente em problemas que precisamos resolver conflitos entre
recursos, como no escalonamento de tarefas Leighton [1979], planejamento de quadro de horarios
de Werra [1985], entre outros . Formalmente, dado um grafo G = (V, E) e um conjunto de cores
K = {1,2,...,k}, uma coloragdo de vértices ¢ um mapeamento sobrejetivo ¢ : V' — K. Uma
coloragdo é dita prépria quando vértices adjacentes recebem cores diferentes. Uma k-coloragéo é
uma coloragio prépria com k cores.

Uma maneira de obter uma coloragdo prépria de um grafo GG € através da heuristica de
coloracgio gulosa. Dado uma sequéncia arbitraria dos vértices o = (v1, v, ...,v,), a heuristica
gulosa atribui a cada vértice v; a menor cor que nao estd presente nos vértices ja coloridos da
vizinhanga de v;. Uma coloracdo é chamada de Coloracdo Grundy se ela pode ser obtida pela
heuristica de coloragao gulosa.

Figura 1: Coloracdo gulosa obtida pela Figura 2: Coloracdo gulosa obtida pela

sequéncia (1,2,3,4,5,6) sequéncia (1,2,3,4,6,5)

A Figura 1 apresenta uma coloragdo com 4 cores obtida pela heuristica de coloracido gu-
losa com a sequéncia (1,2,3,4,5,6). A Figura 2 apresenta uma coloracdo com 3 cores obtida pela
heuristica de colorag¢do gulosa com a sequéncia (1,2,3,4,6,5).

O numero cromatico de GG, denotado por x(G), é o menor k tal que G admite uma
k-coloragdo. O nimero cromatico Grundy, denotado por I'(G), é o maior k tal que G admite
uma k-coloragdo Grundy. O problema da colora¢do de Grundy consiste em encontrar I'(G) de um
grafo G. Note que existe uma sequéncia de vértices para a qual a heuristica gulosa obtém uma
X(G)-coloragdo. O nimero cromadtico de Grundy é o maior niimero de cores usado pelo algoritmo
de coloracdo gulosa considerando todas as ordens possiveis. O grafo mostrado nas Figuras 1 e 2
apresenta x(G) =3eI'(G) = 4.

O nimero Grundy foi primeiramente estudado por Grundy em 1939 no contexto de grafos
orientados na andlise de jogos combinatariosGrundy [1939]. Em 1979, o problema foi formalmente
apresentado em Christen e Selkow [1979].

O problema de decisdo associado niimero de Grundy é NP-Completo para grafos em ge-
ralGoyal e Vishwanathan [1997] e permanece NP-completo para vérias classes de grafos como
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grafos bipartidos Havet e Sampaio [2013] e grafos complementos de grafos bipartidosZaker [2005,
2006].

Do ponto de vista pratico, temos algumas abordagens exatas para computar o nimero
Grundy para drvores Hedetniemi et al. [1982] e para k-arvores parciais Telle e Proskurowski [1997].

Recentemente, temos algumas abordagens determinar o nimero de Grundy para grafos
gerais utilizando programacdo inteira. Rodrigues [2020] estudou o problema da coloragdo k-
imprdpria em que a cor de um vértice pode ser compartilhada com até k vizinhos. O autor também
apresenta uma heuristica gulosa de colorag¢do k-imprépria e introduz o conceito de nimero Grundy
k-impréprio. Além disso, é apresentada uma formulacio de programacio inteira para o nimero de
Grundy e também para a versdo k-imprépria. A grande vantagem desse modelo para nimero de
Grundy € que a restri¢do relacionada com a propriedade Grundy € garantida através de um nimero
quadrético de restricdes.

Em Carvalho et al. [2023], os autores apresentam dois modelos de programacio inteira
para a obtencdo do nimero de Grundy para grafos gerais. O primeiro modelo baseado na abordagem
padrdo de particionamento dos vértices em classes de cores e o segundo baseado no modelo de
representantes. Nos resultados reportados, o modelo de representantes tem um desempenho melhor
do que a formulacao padrio.

A contribui¢@o deste trabalho consiste em realizar uma andlise computacional dos trés
modelos de programacao inteira propostos para resolver o problema da obtencdo do nimero de
Grundy em grafos gerais. Além disso, estamos propomos modificacdes no modelo apresentado em
Carvalho et al. [2023] na restri¢do relacionada com a propriedade Grundy.

O restante do trabalho serd organizado da seguinte maneira: Na Sec¢do 2, apresentamos
as notacdes que serdo utilizadas ao longo do texto. Na Secdo 3, apresentamos os trés modelos
de programacdo inteira para o problema do nimero de Grundy. Na Secdo 4, apresentamos os
experimentos computacionais comparando as trés formulagdes conhecidas para o problema.

2. Preliminares

Um grafo G é um par ordenado (V, E') composto por um conjunto finito V/, cujos elemen-
tos sdo denominados vértices, e por um conjunto E C {{u,v} : u,v € V,u # v}, cujos elementos
sdo denominados arestas. Para todo grafo GG, denotamos V' (G) e E(G), respectivamente, os con-
juntos de vértices e arestas de G.

As seguintes notagdes serdo utilizadas neste artigo:

* graug|v] é o grau do vértice v em G e A(G) € o valor do grau méximo de G.
e N(v) ={u eV :{v,u} € E} éavizinhanca aberta do vértice v em G.
* N[v] = N(v) U {v} é a vizinhanga fechada do vértice v em G.

* N(v) ={u eV :{v,u} ¢ E} é aanti-vizinhanca aberta do vértice v em G.

N[v] = N(v) U{v} é a anti-vizinhanga fechada do vértice v em G.

Se U C V, entdo G[U] = (U, E[U]) denota o subgrafo de GG induzido por U, onde E[U] =
{{u,v} € E:u,v e U}.

* S é um conjunto independente de G se somente se Vu,v € S, {u,v} & E(G).

Uma k-coloragdo prépria de G é uma particdo de V' (G) em conjuntos independentes S =
{1, Vo, ..., Vi }
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* O numero cromatico, x(G), é o menor nimero de cores que pode ser usado em uma colorag¢do
prépria de um grafo G.

* Dada uma k-coloragdo, um vértice v € V; é chamado um vértice Grundy se v é adjacente a
pelo menos um vértice na classe de cor V; para todo j < i.

* Uma k-coloracao Grundy é uma k-coloracdo em que todos os vértices de todas as classes
sdao Grundy.

* O nimero de Grundy, I'(G), é o maior nimero de cores em uma coloragdo em que todos os
vértices sdo vértices Grundy.

Na Figura 3, temos uma coloracdo de Grundy de um grafo. Os vértices do grafo estdo
rotulados com o rétulo da classe de cor que ele pertence. Note que todos os vértices sao Grundy.

Figura 3: Colorac¢do Grundy.

O niimero de Grundy determina o pior caso do nimero de cores do algoritmo de colora¢io
gulosa.

A seguir, apresentaremos a formulacdo padrdo para o Problema de Coloracdo de Vértices
(PCV).

2.1. Formulacao padrao para PCV

A formulagao padrao para a coloracdo utiliza as seguintes varidveis de decisio:

xU,C =

{1, se o vértice v recebe a cor ¢

0, caso contrério

1,se a cor c € usada
Zec = .
0, caso contrério

O problema de coloracio pode ser modelado pela seguintes restricdes:
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min Yz (2.1.1)
ceC
s.a. Y mye=1 Yo eV (2.1.2)
ceC
Tye + Tue < 2Zc V{u,v} € E,Yce C (2.1.3)
2 <Y Tye Vee O (2.1.4)
veV
Ze < Ze1 Vee{2,...,|C|} (2.1.5)
Ty, €{0,1} Yo € V(G),Ve e C (2.1.6)
z. €{0,1} VeeC (2.1.7)

A restri¢do (2.1.2) garante que cada vértice s6 pode receber uma cor. A restricao (2.1.3)
garante que a coloracio obtida serd uma coloracdo prépria. A restricao (2.1.4) garante que uma cor
k s6 pode ser usada se algum vértice v recebeu a cor k. A restri¢do (2.1.5) assegura que as primeiras
cores serdo usadas.

A partir de uma solugdo vidvel (2, 2') da Formulac¢io padrao para PCV podemos en-
contrar uma colegio de subconjuntos Vi, ...,V de V tal que V; = {v | z,;, =1 Vv € V}. E
facil ver que V1, ..., Vi € uma k-coloragdo prépria de G.

3. Formulacao de Programacao Inteira

Nesta secao, apresentaremos as trés formulagdes de programacao inteira conhecidas para
o problema de determinacio do niimero de Grundy. Nas duas formula¢des seguintes, vamos consi-
derar o conjunto de cores disponiveis C' = {1,2,...,A(G) + 1}.

3.1. Formulacao Padrao de Rodrigues Rodrigues [2020]

Nesta subsec¢ao, apresentaremos uma modificagdo do modelo de programacao inteira apre-
sentado em Rodrigues [2020].

Na formulacdo de programacdo inteira, utilizamos as mesmas variaveis de decisdo apre-
sentadas na Formulag@o Padrao para o problema de coloracio apresentada na Subsecdo 2.1.

O problema pode ser modelado através das seguintes restricoes:

I'r= max Zz (3.1.1)
ceC
sa. Y mye=1 Yo e V(G) (3.1.2)
ceC
Tye + Tue < 2c V{u,v} € E(G),Yce C (3.1.3)
2 <Y Ty Vee C  (3.1.4)
veV
c—1

Tye>1— va,d - Z Lu,c Yu € V(G),VC eC (3.15)

d=1 ueN (v)
To1 =1 Yo e V(G)se [N(W)| =0 (3.1.6)
Ze < Ze—1 Vee{2,...,|C|} (B.1.7)
Ty, €{0,1} Yo e V(G),Yee C  (3.1.8)
2. €{0,1} VeeC (3.1.9)

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193403
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193403

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL

]

l[qrdl & 25 nesal - | CEARA

FORTALEIA | CEARA
A funcdo objetivo (3.1.1) € maximizar o nimero de cores usadas pela coloracdo de Grundy.
As restricoes (3.1.2), (3.1.3), (3.1.4), (3.1.7) s@o as mesmas da formulacdo padrdo apresentada na
Subsecdo 2.1. A restricdo (3.1.5) garante que a propriedade Grundy serd respeitada. A restricdo
(3.1.6) estabelece que os vértices isolados devem receber a primeira cor. As restricdes (3.1.7) e
(3.1.6) foram incorporadas ao modelo apresentado Rodrigues [2020].

Proposicio 1. Dada uma solugdo vidvel (', 2") para o modelo T'g. A coleg¢do de subconjuntos
{1, ..., V& } obtida a partir da solucdo vidvel (x, z) é uma colora¢do Grundy.

Prova : Suponha por absurdo que Vi, ..., V} ndo é Grundy. Logo, existe um v € Vj(z,; = 1)
tal que v ndo € Grundy, ou seja, v ndo tem nenhum vizinho para algum Vj; para j < i. Sem perda
de generalidade, suponha que V,,, é o primeiro conjunto que nio tem nenhum vizinho de v. Logo,
S xea=0¢e ZueN(v) Zym = 0. Por (3.1.5), zy,, > 1. O que implica que x,,, = 1. Por
(3.1.2), temos x,, ; = 0. Absurdo. []

3.2. Formulacao Padrao de Carvalho Carvalho et al. [2023]
Nesta subsec¢do, apresentaremos o modelo apresentado em Carvalho et al. [2023]. O mo-

delo utiliza as mesmas variaveis de decisao do modelo anterior € como conjunto de cores disponiveis
C=A{1,...,A(G) + 1}.

A formulacdo padrio para o nimero de Grundy apresentada em Carvalho et al. [2023] é a
seguinte:

Te=  max Y z (3.2.1)
ceC
s.a. Y mye=1 WwevV(G@) (322
ceC
Zy,e + Tue < Zc V{u,v} € E(G),Vc e C (3.2.3)
2 <Y Te VeeC  (324)
veV

Tye < Zc Vee C YveV(G)se|N(v)|=0 (3.2.5)
Ze < Ze Ve,d e Csec< (3.2.6)
Ty < Z Ty,e VYo € V(G)Ve,d € Csec < c (3.2.7)

uEN (v)
Ty, €{0,1} Vv e V(G),Vee C (3.2.8)
z. € {0,1} Vee C (3.2.9)

As restricdes (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) sdo as mesmas restricdes do modelo padrdo para o
problema de coloragdo minima apresentada em 2.1. A restricdo (3.2.6) assegura que as primeiras
cores serdo usadas. A restri¢do (3.2.5) declara que os vértices isolados podem receber qualquer cor.
J4 a restri¢do (3.2.7) garante a propriedade Grundy. Vale destacar que a propriedade Grundy nesse
modelo é garantida com uma complexidade de restrigdes O(|V||C|?).

Proposicio 2. Dada uma solugdo vidvel (x', 2') para o modelo T'¢. A colecdo de subconjuntos de
V obtida da solucdo vidvel é uma coloracdo Grundy.

Prova : Suponha por absurdo que V71, ..., Vi ndo é uma coloragdo Grundy, ou seja, existe v € V;
tal que v ndo possui nenhum vizinho em V; para algum j < . Sem perda de generalidade, assuma
que V,,, seja o primeiro subconjunto que nao possui nenhum vizinho de v tal que m < 4. Logo,
ZUEN(U) ZTyum = 0. Pela restri¢do (3.2.7), x,; < 0. Pela restri¢do (3.2.8), temos que x,; = 0,

absurdo uma vez que assumimos que z,,; = 1. [J
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3.3. Formulacao Padrao de Carvalho Modificada

Nesta subsecdo, apresentamos algumas modificacdes no modelo padrao de Carvalho apre-
sentado na subsecdo anterior.

A formulagdo padrdo de Carvalho modificada é dada pelas seguintes restri¢des:

Tpy = max Yz (3.3.1)
ceC
s.a. Y mpe=1 Yo e V(G)  (3.3.2)
ceC
Tye + Tue < 2c V{u,v} € E(G),Vec e C (3.3.3)
2 <Y we VeeC (334
veV

Ty =1 Vee C YveV(GQ)se|N(v)|=0 (3.3.5)
Ze < Ze—1 Vee{2,...,|C|} (3.3.6)
Y e <Y Tue YoeVVeeC  (33.7)

c>c ueN (v)
ye € {0,1} Yo e V(G),YeeC  (3.3.8)
z. € {0,1} VeeC (3.3.9)

As restrigdes (3.3.2), (3.3.3), (3.3.4) sdo as mesmas da formulacio apresentada subsecao
3.2. Asrestricdes (3.3.6) e (3.3.5) sdo as mesmas da formulacao apresentada na subsecc¢do 3.1. J4 a
restri¢do (3.3.7) garante a propriedade Grundy com o nimero de restricoes em O(|V||C).

Proposicio 3. Dada uma solugdo vidvel (2',2") para o modelo padrdo de carvalho modificada
T'ps. A colegdo de subconjuntos de V obtida da solugdo vidvel é uma coloragdo Grundy.

Prova : Suponha por absurdo que V7, ..., Vj ndo é uma coloragdo Grundy, ou seja, existe v € V;
tal que v ndo possui nenhum vizinho em V; para algum j < . Sem perda de generalidade, assuma
que V,,, seja o primeiro subconjunto que ndo possui nenhum vizinho de v tal que m < 7. Logo,
> ueN() Tum = 0. Pela restricao (3.3.7), 3., #v,¢ < 0. Pela restrigdo (3.2.8), temos que
Ty,; = 0, absurdo uma vez que assumimos que x,; = 1 e > m. [

3.4. Formulaciao Representantes Carvalho et al. [2023]

Nesta subsecdo, apresentamos a formulacio de representantes apresentada em Carvalho
et al. [2023] baseada na conhecida formulagcdo de representantes.

Campélo et al. [2004] propuseram a formulagdo para o problema da colora¢do chamada
Formulacdo de Representante baseada na ideia de considerar um vértice representante para cada
classe de cor e impor a restri¢do que um vértice u pode representar outro vértice v somente se u € v
pertencem a mesma classe de cor. Esta formulacdo admite varias solu¢des associadas a uma mesma
coloragdo, uma vez que dada k-coloragdo Vi, Vs, ..., Vi, cada vértice v; € V; pode ser escolhido
para representar a cor ¢ formando uma solugdo para a formulacdo de representantes.

Campélo et al. [2008] propuseram uma formulacdo conhecida como formulacio de re-
presentantes assimétrica com o objetivo de remover as vérias solu¢des associadas a uma mesma
k-coloragdo. Nesta formulacdo, uma ordem < dos vértices é utilizada para estabelecer que o re-
presentante de uma classe de cor deve ser o vértice minimal pela < entre os vértices de uma dada
COr.

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193403
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193403

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL

. 25 DE 04 ATE 07

8 - [dh1|ﬁ r 1 NOVEMBRO 2024

o ﬂb““ & a nﬁal

FORTALEZA | CEARA

A formulacdo de representante ja foi aplicada em diversos problemas na literatura como
coloragdo de parti¢do Frota et al. [2010], b-coloragdo Melo et al. [2021], coloragdo de soma minima
Delle Donne et al. [2021], nimero cromético fraciondrio de Aragjo et al. [2023], coloragdo Grundy
Carvalho et al. [2023].

Considere as seguintes varidveis de decisio:

1, se o vértice v representa o vértice u € N (v), parav < u
Tyu = -
' 0, caso contrario

Typ =

)

{ 1, se o vértice v € um representante

0, caso contrario

1, se os vértice v, u sdo representantes e a cor de v precede a cor de u para v # u
You =

0, caso contrario

A formulac@o de representantes apresentada Carvalho et al. [2023] € dada pelas seguintes
restrigdes:

max 3w, (341

veV
Yu € V,v,w € N(u)

Tuw T Puw S Tuu o {v,wu}eFeu<v<w (3.4.2)
Tuw S Tu ]\Zf‘;fﬂ‘;’\;}(f) Z%‘)e pey G4
Y mpu=1 VueVv (3.4.4)
v € N(u)
v<u
Tuw < > mut o VC?“(L) v ;‘Z’;fuj\;[@ﬂ (34.5)
w € N(v) N N(p)
w=p
You + Yup = Tuu + Too —1 Vu,v €V comu < v (3.4.6)
Yuw + You < Tyu  Yu,v € V(G) comu # v 3.4.7)
bu— o+ 1< |V|x(1—=yyy) VYu,veV(G)comu v (3.4.8)
0< ¢, <|V|-1 YoeVv (3.4.9)
Tyw € {0,1} Vu,v € V,v € N[u]comu < v (3.4.10)
Yup € {0,1} Vu,v €V, comu # v (3.4.11)
¢, ER, Vo EV (3.4.12)

A funcgdo objetivo (3.4.1) maximiza o nimero de vértices representantes. A restricao
(3.4.2) garante que vértices adjacentes ndo podem serem representandos pelo mesmo vértice. A
restricdo (3.4.3) garante que um vértice s6 pode representar outro vértice se ele for um representante.
A restri¢do (3.4.4) determina que cada vértice deve ser representado por algum vértice da sua anti-
vizinhanga. A restricdo (3.4.5) assegura que um vértice u representa um vértice v somente se

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193403
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193403

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL

e

: [ﬂb““ & 2 negal

FORTALEZA | CEARA

todo vértice representante p que precede a u precisa representar algum vértice w vizinho de v. A
restricdo (3.4.6) assegura que, se dois vértices u € v sdo representantes, entdo a classe de u precede
a classe de v ou vice-versa, ou seja, a relacdo de precedéncia é assimétrica. A restricao (3.4.7)
garante que, se u é um representante, a sua classe antecede ou sucede qualquer outra classe de um
representante diferente, assegurando que todos os pares de classes sejam comparaveis na relacao de
precedéncia. J4 a restricdo (3.4.8) garante que se um vértice representante u precede outro, entao
ele deve ter potencial menor. Na Proposic¢do ??, demonstraremos que o potencial pode ser utilizado
para estabelecer a transitividade da relagao de precedéncia.

Proposicao 4. Se u e v sdo representantes, entdo Yy, = 1 ou Yy, = 1.

Prova : Como u e v sdo representantes, a restricio (3.4.6) garante que Yy + Yo, > 1. Como u é
representante, a restricao (3.4.7) assegura que Yy + Yo, < 1. LOZO, Yy + Yy = 1.0

Proposicao 5. Dada uma solucdo vidvel (x,y, ¢). A colecdo de subconjuntos Vi, . ..,V obtida a
partir de (x,y, ) € Grundy.

Prova : Suponha por absurdo que V1, ..., V; ndo é uma coloragdo Grundy, ou seja, existe v € V;
sendo r representante de V; tal que v ndo possui nenhum vizinho em V;; sendo que p € representante
de Vj tal que y,,» = 1 Pela hipétese, temos que x,,, = 1. Sabemos que EwEN(v)ﬂN(p),pSw Tpaw =
0. Pela restrigdo (3.4.5), x,, < 0, absurdo com o fato de =, , = 1. [J

4. Experimentos computacionais

Nesta secdo sdo descritos os experimentos realizados e os resultados obtidos utilizando as
formulagdes de programacio inteira da secio anterior.

Todos os experimentos reportados aqui foram implementados na linguagem de programacao
Python e executados em um computador com um processador Intel Xeon E5-2670 v3, 40GB de
memoria RAM e sistema operacional Windows 11 64 bits.

Nos modelos de PLI, utilizamos o pacote networkX, que é um pacote Python utilizado
para manipulacdo de grafos e redes complexas. A documentagdo da biblioteca, além de exem-
plos mais aprofundados, estdo disponiveis em: https://networkx.org/. Para a resolugdo
dos modelos de PLI foi utilizada a ferramenta OR-Tools, que é um pacote de software gratuito
e de cdédigo aberto desenvolvido pelo Google para resolver problemas de Programacdo Linear,
Programacdo Inteira Mista, Programacdo Linear por Restri¢do, roteamento de veiculos e proble-
mas de otimizagao relacionados.

Todas as formulagdes foram executadas com limitagao de tempo de execucdo de 1800 se-
gundos (30 minutos) para encontrar o valor de I'(G). Se a instincia possuir um tempo de execugdo
maior que 1800 segundos, isso significa que a execugao foi interrompida antes de conseguir encon-
trar o nimero de Grundy e o melhor resultado obtido nas sub-solugdes é retornado.

Em nosso experimento, foram gerados grafos aleatdrios, utilizando probabilidade p de
geracdo de arestas, de 20, 50 e 75 por cento, onde para cada probabilidade foram gerados 5 grafos
com 10, 15, 20, 25 e 30 vértices, totalizando 75 grafos.

As Tabelas 1 e 2 apresentam os resultados dos experimentos para os grafos aleatdrios.

Na Tabela 1, a segunda, terceira e quarta colunas representam o grupo de 25 instancias
para cada probabilidade p € {0.2,0.5,0.75}, de forma que cada linha corresponde aos valores
médios do tempo de execugcdo em segundos e a quinta coluna apresenta a média do tempo de
execucdo de todas as instancias. Em negrito, destacamos o melhor tempo de execugdo para cada
faixa de densidade. Nos testes realizados, para instancias com densidade 0.2, a Formulag¢ao Padrio
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Tabela 1: Média do tempo de execucdo em segundos das formulacdes

Formulacao p=0.2 p=0.5 | p=0.75 | Média
Modelo Padriao Rodrigues [2020] 250.53 | 876.76 | 1094.14 | 740.48
Modelo Padrao Carvalho et al. [2023] 512.87 | 1094.72 | 1242.54 | 950.04
Modelo Representativos Carvalho et al. [2023] | 543.73 | 442.89 37.35 | 341.32
Modelo Padrao Carvalho Modificada 239.85 899.33 | 1102.45 | 747.21

Tabela 2: Quantidade de solu¢des 6timas encontradas para cada formulacao

Formulacao p=0.2 | p=0.5 | p=0.75 | Total
Modelo Padrao Rodrigues [2020] 22 15 10 47
Modelo Padrao Carvalho et al. [2023] 19 15 10 44
Modelo Representativos Carvalho et al. [2023] 20 24 25 69
Modelo Padrao Carvalho Modificada 22 15 10 47

Rodrigues [2020] alcancou o melhor resultado seguido da formulagdo apresentada neste trabalho.
Para as outras faixas de instancias, a Formulacdo de Representantes mostrou-se bem superior as
demais. Para os grafos com densidade alta, a formulagdo alcangou resultados impressionantes.

Na Tabela 2, cada linha corresponde a quantidade de solugdes 6timas encontradas para
cada probabilidade. A ultima coluna representa a quantidade de solucdes 6timas encontradas para
cada formulagdo. Em negrito, destacamos a formulacdo que encontrou o maior niimero de solucdes
6timas. Nestes experimentos, a formula¢do padrao Rodrigues [2020] e a formulagdo de Carvalho
modificada encontraram o mesmo nimero de solu¢des Gtimas para a faixa de densidade 0.2. Nas
outras faixas de densidade, a formulacao de representantes encontrou a solucio 6tima em 49 das 50
instancias testadas.

5. Conclusoes

Nesse trabalho, foram apresentadas formulagdes de programacao inteira para o problema
da coloragao de Grundy e realizados testes computacionais a fim de comparagao. Os experimentos
computacionais realizados indicam que a formulag¢do por representativos Carvalho et al. [2023]
tem um desempenho melhor comparados aos demais, pois quanto mais denso um grafo, menor
serd a anti-vizinhanca de um vértice, entdo a quantidade de varidveis e de restri¢des serd bastante
reduzida, resultando em um modelo mais enxuto. Nos testes realizados foi observado que para todas
as formulagdes, que para instancias com 20 e 25 vértices o problema se mostrou desafiador, pois
ndo conseguiram encontrar a solugdo 6tima de todas as instincias dentro do tempo limite de 1800
segundos.

Referéncias
Campélo, M., Campos, V. A., e Corréa, R. C. (2008). On the asymmetric representatives formula-
tion for the vertex coloring problem. Discrete Applied Mathematics, 156(7):1097-1111.

Campélo, M., Corréa, R., e Frota, Y. (2004). Cliques, holes and the vertex coloring polytope.
Information Processing Letters, 89(4):159-164.

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193403
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193403

LVl B P SIMPOSIO BRASILEIRO DE
PESQUISA OPERACIONAL

]

l[qrdl & 25 nesal - | CEARA

'upwra |'T,I"ﬁE-A
Carvalho, M., Melo, R., Santos, M. C., Toso, R. F., e Resende, M. G. C. (2023). Formulacoes de
programacao inteira para o problema da coloragdo de grundy. Anais SBPO 2023.

Christen, C. A. e Selkow, S. M. (1979). Some perfect coloring properties of graphs. Journal of
Combinatorial Theory, Series B, 27(1):49-59.

de Aratijo, P. H. M., Corréa, R. C., e Campélo, M. (2023). A parallel lagrangian heuristic for the
fractional chromatic number of a graph. RAIRO-Operations Research, 57(4):1821-1841.

de Werra, D. (1985). An introduction to timetabling. European journal of operational research, 19
(2):151-162.

Delle Donne, D., Furini, F., Malaguti, E., e Calvo, R. W. (2021). A branch-and-price algorithm for
the minimum sum coloring problem. Discrete Applied Mathematics, 303:39-56.

Frota, Y., Maculan, N., Noronha, T. F.,, e Ribeiro, C. C. (2010). A branch-and-cut algorithm for
partition coloring. Networks: An International Journal, 55(3):194-204.

Goyal, N. e Vishwanathan, S. (1997). Np-completeness of undirected grundy numbering and related
problems. Manuscript, Bombay.

Grundy, P. M. (1939). Mathematics and games. Eureka, 2:6-9.

Havet, F. e Sampaio, L. (2013). On the grundy and b-chromatic numbers of a graph. Algorithmica,
65(4):885-899.

Hedetniemi, S. M., Hedetniemi, S. T., e Beyer, T. (1982). A linear algorithm for the grundy (colo-
ring) number of a tree. Congr. Numer, 36:351-363.

Leighton, F. T. (1979). A graph coloring algorithm for large scheduling problems. Journal of
research of the national bureau of standards, 84(6):489.

Melo, R. A., Queiroz, M. F., e Santos, M. C. (2021). A matheuristic approach for the b-coloring
problem using integer programming and a multi-start multi-greedy randomized metaheuristic.
European Journal of Operational Research, 295(1):66-81.

Rodrigues, E. N. H. D. (2020). Coloracao k-imprépria gulosa. Disponivel em: http://www.
repositorio.ufc.br/handle/riufc/50955. Acesso em: 14 fev. 2022.

Telle, J. A. e Proskurowski, A. (1997). Algorithms for vertex partitioning problems on partial
k-trees. SIAM Journal on Discrete Mathematics, 10(4):529-550.

Zaker, M. (2005). Grundy chromatic number of the complement of bipartite graphs. Australas. J
Comb., 31:325-330.

Zaker, M. (2006). Results on the grundy chromatic number of graphs. Discrete mathematics, 306
(23):3166-3173.

DOI: 10.59254/sbpo-2024-193403
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/193403
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2024-193403
http://www.tcpdf.org

