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RESUMO

Neste trabalho foram avaliadas matheuristicas para construir solugdes vidveis para dois
problemas de otimiza¢cdo combinatéria, cujas formulacdes por programacao linear inteira sdo mo-
delos estendidos. As matheuristicas utilizadas foram a Relax&Fix, baseada na relaxacio linear e a
Large neighborhood search, baseada na destrui¢do e reparo de uma solucio ja existente. Os mo-
delos estendidos usados para avaliacdo foram originados de dois problemas, o problema da rota
lucrativa capacitada e o problema de roteamento com frota particular e terceirizada, de modo que
as matheuristicas foram utilizadas para resolver o subproblema de selecdo de colunas apds o uso
da relaxacdo ng-route para resolver o pricing, relaxacdo esta a qual pode ser aplicada de forma
heuristica. Os resultados obtidos indicaram que o uso de ng—route heuristico e o uso das matheu-
risticas em alguns nés da arvore de enumeragdo de Branch&Price obtiveram os melhores resultados
entre as abordagens propostas.

PALAVRAS CHAVE. Matheuristicas. Programacao Linear Inteira. Problemas de rotea-
mento de veiculos com prémios.

Tépicos: Programacao matematica, Meta-heuristicas, Otimizacao combinatoria.

ABSTRACT

In this paper we evaluated matheuristics to solve two combinatorial optimization pro-
blems, whose formulations for integer linear programming are extended models. The proposed
matheuristics were Relax&Fix, based on linear relaxation, and Large Neighborhood Search, based
on the Destruction and Reparation of an already existing solution. The extended models used for
the evaluation were originated from two problems, the capacitated profitable tour problem and the
vehicle routing problem with private fleet and common carrier, such that the matheuristics were
used to solve the column selection subproblem after the aplication of the ng—route relaxation to
solve pricing, relaxation of which can be implemented heuristically. The results indicate that the
use of an heuristic ng—route and the use of the matheuristics in some nodes of the enumeration
tree of Branch&Price generated the best results within the proposed approaches.

KEYWORDS. Matheuristics. Integer Linear Programming. Vehicle routing problems with
profits.
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1. Introducao

Problemas de otimiza¢do combinatéria ocorrem em diferentes dreas de aplicacdo e, em
geral, sdo classificados como NP-dificeis, para os quais ndo se conhece algoritmos de complexi-
dade de tempo polinomial no tamanho da instncia. O problema de roteamento de veiculos é um
classico problema de otimizagao computacionalmente dificil que ocorre na area de redes, logistica
e telecomunicagdes. Uma abordagem bastante utilizada nesses problemas é o uso de programacao
linear inteira para modela-los e resolvé-los com o uso de algoritmos exatos como o branch-and-
bound, os quais fundamentalmente se baseiam em sucessivamente dividir o espaco de solugdes e
calcular limitantes duais e primais para provar a otimalidade da melhor solu¢do encontrada. Os
modelos estendidos, em geral, fornecem limitantes duais mais apertados que os modelos compactos
e, desta forma, melhoram o desempenho dos algoritmos branch-and-bound. Por exemplo, 0s me-
lhores algoritmos exatos na literatura para os problemas de roteamento de veiculos, como em Pecin
et al. [2017], s@o baseados em modelos estendidos. Os modelos estendidos se caracterizam pela
presenca de uma quantidade exponencial de varidveis (colunas). Para resolver a relaxagao linear
desses modelos, utiliza-se o método da geragdo de colunas. Basicamente, esse método consiste em,
iterativamente, resolver dois subproblemas, um problema mestre restrito (PMR) e um problema de
pricing (PP). O PMR equivale a relaxacdo linear do problema original restrito a um subconjunto
menor de varidveis enquanto o PP gera novas colunas com potencial para melhorar o valor 6timo do
PMR da iteracdo atual. Em um problema de minimizacdo, essas colunas promissoras sdo aquelas
cujas varidveis t€m custo reduzido negativo.

Na ultima década, houve um aumento no uso de heuristicas baseadas em programacio
matematica, denominadas matheuristicas, para problemas de otimiza¢cdo combinatéria NP-dificeis.
No entanto, muitos poucos abordam o uso dessas matheuristicas em modelos estendidos. Em Ball
[2011], as matheuristicas sdo classificadas em métodos de decomposi¢do, métodos baseados na
relaxacdo, métodos de melhoria e métodos baseados em técnicas de programacido matemaética.

Neste trabalho avaliaremos o uso de matheristicas para a resolucdo de modelos estendidos
de programacdo linear inteira (PLI) para os seguintes problemas: Problema da rota lucrativa ca-
pacitada, em inglés capacitated profitable tour problem (CPTP), e o Problema do roteamento com
frota particular e terceirizada, em inglés vehicle routing problem with private fleet and common
carrier (VRPPFCC). O CPTP e o VRPPFCC estdo em uma classe de problemas conhecida como
problemas de roteamento de veiculos com lucros como caracterizado por Archetti et al. [2014]. O
CPTP, que foi objeto de estudo de Archetti et al. [2009], é um problema no qual se tem uma frota
de veiculos e um grupo de clientes com certas demandas e prémios associados a estas, de modo
que a funcdo objetivo consiste na maximizacdo dos prémios coletados subtraidos dos custos das
rotas utilizadas. Vale salientar que a visita dos clientes € seletiva, ou seja, nem todos os clientes
precisam ser visitados. O VRPPFCC é, visto sob a descri¢do de Coté e Potvin [2009], um problema
de minimizagdo de custos, no qual todos os clientes precisam ser atendidos pelos veiculos da frota
particular ou por meio de entregas terceirizadas. Nesse problema, cada veiculo da frota particular
possui um custo fixo de utilizacio e cada cliente possui um custo, que representa o valor a ser pago
caso a sua demanda seja atendida por uma entrega terceirizada. Atualmente, o melhor algoritmo
exato para resolver o CPTP e o VRPPFCC foi o proposto por Pessoa et al. [2020], no qual foi de-
senvolvido um algoritmo exato genérico que permite resolver diversas variantes de problemas de
roteamento e outros problemas de otimizagdo combinatdria. Os melhores resultados da literatura
para o CPTP e VRPPFCC, do ponto de vista de heuristicas, foi proposto por Bulhoes et al. [2018].

Para a resolucdo do CPTP e do VRPPFCC foi implementado um algoritmo Branch&Price
(B&P), similar ao desenvolvido por Archetti et al. [2009], no qual o PP foi solucionado pela relaxacéo
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ng-route de Baldacci et al. [2011]. A implementacdo do B&P permite a resolucdo dos proble-
mas de forma exata, porém para auxiliar o algoritmo a construir solucdes vidveis e acelerar a con-
vergéncia do algoritmo, aplicou-se as matheuristicas propostas em Alves e Hoshino [2022] nos nés
da arvore de enumeragdo do B&P. Essa técnica € bastante usada para acelerar os algoritmos exa-
tos B&P. Em nosso trabalho, usamos o B&P em um tempo limite de tempo para construir solucdes
aproximadas. Outrossim, como forma de reduzir o tempo utilizado para a gera¢do de colunas do
PP foi utilizada uma heuristica do ng—route, o qual contribui para a convergéncia da geracao de
colunas, porém ndo garante que todas as colunas de custo reduzido negativo sejam geradas. Ou
seja, um B&P resolvido de forma heuristica também foi analisado para gerar solucdes aproximadas.

Apés a solucdo do pricing, € possivel a interpretagcdo do problema de selecdo de rotas
como um problema da mochila com restricao de conflitos, em inglés disjunctively constrained knap-
sack problem (DCKP), problema que também é NP-dificil como evidenciado pela possibilidade de
reduzir o cldssico problema da mochila (KP) para o DCKP, pois o KP consiste em um DCKP sem
itens conflitantes. Dessa forma, foram utilizadas matheuristicas inicialmente desenvolvidas para o
DCKP como forma de resolver o problema de selec@o de colunas para o CPTP e o VRPPFCC.

A abordagem de um subproblema do problema mestre como um DCKP, em conjunto ao
uso de matheuristicas, ja foi utilizada por Lahyani et al. [2017] para resolver uma variante do pro-
blema do caixeiro viajante com lucros conhecida como problema rico de roteamento de veiculos, em
inglés rich vehicle routing problem, na qual intervalos de tempo restringem as demandas, o veiculo
€ separado em compartimentos e certos itens apresentam conflitos com outros itens e comparti-
mentos, de forma que uma rota deve ser determinada para o veiculo com o objetivo de maximizar
os lucros coletados subtraidos dos custos envolvidos na rota. O trabalho em questdo interpretou a
selecdo dos itens a serem adicionadas no veiculo como um DCKP muiltiplo.

1.1. Modelos estendidos utilizados para os problemas em estudo

Dado um grafo G = (V, E), os vértices em V representam o depésito e os clientes e as
arestas de ' os caminhos que conectam tais vértices. Considere P o conjunto de todas as rotas
possiveis em GG que respeitam a capacidade dos veiculos. Cada rota p € P tem um custo associado
¢p e uma varidvel bindria \j, que representa o seu valor na solu¢do. O tamanho da frota € dado por m.
Para cada vértice ¢ (aresta e) é dada uma constante af (a?) que indica a presenca do vértice i (aresta
e) na rota p. A varidvel y; indica a ndo utilizacdo de um vértice ¢, de forma que y; = 1 quando o
vértice ¢ ndo € utilizado e y; = 0 caso contrario. A utilizacdo de uma aresta e € representada por x,
tal que z. = 1 quando a aresta ¢ utilizada e x. = 0 quando a mesma aresta nio entra na solugao.

O custo associado a cada rota p é dado por:

cp = Z ceall — Zpiaf. (1)

eck eV

Dessa forma, o modelo estendido de PLI para o CPTP ¢ dado por:
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min Z CpAp (2)
peEP

s.a. Z Ap <m 3)
peEP
Za’fz\eryi:l Vie V\ {0} (4)
peEP
> alh, = e Vec E (5)
peEP
Ap €4{0,1} VpeP 6)
y; € {0,1} VieV @)
ze € {0,1} Vee E (8)

A funcio objetivo (2) visa a minimizacdo dos custos das rotas selecionadas, conforme
dado em (1). A restricdo (3) garante que o nimero de rotas selecionadas para a solucdo respeite o
tamanho da frota disponivel. A restricao (4) ndo permite que duas rotas selecionadas passem pelo
mesmo vértice. A restri¢do (5) evita que uma aresta esteja presente em mais de uma rota da solugao.
Ademais, as restrigdes (6), (7) e (8) sao restrigdes de integralidade.

Sejam 7 e « as varidveis duais associadas as restri¢des (3), (4) e (5). O custo reduzido de
uma rota p é dado pela equacio:

A= _ AP P __
Cp = Cp E i, E Q@ — .

ieV\{0} ccE

Portanto, usando-se (1) obtém-se

= o — e — v AP
Cp = E (cij —pj — O‘%J)aij'
(4,5)€E

O PP associado ao modelo consiste em:
min ¢
peP P
O modelo estendido utilizado para solucionar o VRPPFCC ¢ similar ao aplicado ao CPTP,
com diferenga nos custos associados as rotas apresentado em (1), pois este deve, adicionalmente,
incluir o custo fixo de uso de cada veiculo da frota particular, denotado por . Dessa forma, para o
VRPPFCC, o custo de uma rota p assume:

cp:Zceag—FH—Zpiaf. 9)

eckE eV

O VRPPFCC pode ser resolvido de forma similar ao CPTP pois a minimizag¢ao dos custos
de entrega terceirizada dos clientes nfo atendidos pela frota particular equivale a maximizacao dos
custos dos clientes atendidos, os quais podem ser interpretados como os prémios associados aos
clientes, como ocorre no CPTP. Adicionalmente, note que o valor da solu¢do do VRPPFCC € obtido
somando-se a constante ) ;- p; ao valor da solug¢do em (2).
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1.2. Modelagem para o DCKP

Dado um grafo G = (V, E), os vértices de V representam os potenciais itens a serem
colocados na mochila e as arestas de E as restri¢des de conflito entre os itens de V, de forma que
o grafo ndo é necessariamente completo. A capacidade da mochila € representada por C'. Um item
1 esta associado a uma variavel bindria x;, de modo que x; = 1 quando o item estd na solucdo e
x; = 0 caso contrdrio. Cada item ¢ tem valor v; e peso p; associados a ele.

Assim, o modelo de PLI utilizado para o DCKP consiste em:

max Z’U@'{L‘Z’ (10)
eV

s.a. > pii<C (11)
eV
zi+x; <1 V(i,j) € E (12)
z; € {0,1} VieV (13)

A funcido objetivo (10) visa a maximizacao dos lucros associados aos itens adicionados a
mochila. A restricdo (11) garante que a solucdo respeita a capacidade da mochila. A restricio (12)
limita a selecdo de itens conflitantes. Por fim, a restricdo (13) é uma restri¢ao de integralidade.

2. Heuristicas

Como especificado anteriormente, foram utilizadas matheuristicas desenvolvidas para o
DCKP para construir solugdes vidveis para o CPTP e VRPPFCC, como também foi utilizada uma
abordagem heuristica para diminuir o tempo gasto pelo ng—route. Seguem portanto, na forma de
tépicos, a descrigdo de tais implementacdes.

2.1. Matheuristicas

O trabalho realizado por Alves e Hoshino [2022] utilizou duas matheuristicas para a
resolu¢do do DCKP, as matheuristicas Relax&Fix (RF) e Busca em vizinhanca em grande escala,
em inglés Large Neighborhood Search (LNS). Como forma de solucionar o CPTP e o VRPPFCC,
utilizamos tais matheuristicas em meio ao B&P, de modo que foram experimentadas diferentes pe-
riodicidades de uso das heuristicas para os nds da arvore B&P.

A matheuristica RF se baseia na particdo das varidveis inteiras de um problema de PLI
em K partes e na resolucio sucessiva de até K subproblemas de PLI. A cada iteracdo k, resolve-se
um subproblema P, que consiste do problema original com a restri¢do de integralidade relaxada,
exceto das varidveis pertencentes a parte k. Além disso, o valor das varidveis na solugdo 6tima do
Py, sdo fixadas para as iteragdes subsequentes. Em outras palavras, a RF decompde o problema de
PLI em K subproblemas de PLI misto com poucas varidveis inteiras. Uma vez que as varidveis do
DCKP estao associadas aos itens, pode-se visualizar o passo de particionamento das varidveis do
método RF no DCKP, como um particionamento dos itens.

O Algoritmo 1 representa a implementacao utilizada para a RF na forma de pseudocédigo.
Nesta representacao, o critério tipo corresponde ao critério de particionamento dos itens na parti¢do,
podendo tal critério ser uma organizagdo gulosa ou aleatéria dos itens. A varidvel k representa a
parte da particdo que estd sendo solucionada. O PLI utilizado no algoritmo consiste em um PLI
misto, no qual a integralidade das varidveis x;, correspondentes ao modelo utilizado para o DCKP
na Secdo 1.2, sdo relaxadas.

No passo 5 do Algoritmo 1 seleciona-se o conjunto dos itens que terdo as respectivas
varidveis resolvidas com a restricao de integralidade. J4 no passo 6, o subproblema da iteracao atual
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Algoritmo 1 Relax&Fix

Entrada: Instincia /, quantidade e tipo de particionamento > quantidade representada por K
Saida: Solugdo S
Fixados0 < ()
FixadosI < ()
Particiona(Particdo,Itens, K, tipo) > Separa os itens entre as partes da particao pelo critério
para cada k de 1 a K faca
ItensIntegrais < Particdolk]
S < ResolvePLI(/, Fixados0, Fixadosl, Itenslntegrais) > Solugdo 6tima representada por

S
para cada item € Parti¢dolk] faca
> Fixa os itens da parte k para a proxima iteracdo
se item € S entdo
Fixadosl < Fixadosl U{ item }
senao
Fixados0 < Fixados0O U{ item }
fim se
fim para
fim para

¢ resolvido com algumas variaveis fixadas em 0, algumas fixadas em 1 e com apenas a integralidade
das variaveis da iteragao atual.

A matheuristica LNS consiste na destruicao e no reparo de uma solucdo jé existente. As-
sim, os itens menos interessantes, neste caso com menor valor, sdo removidos de uma solugdo e se
resolve de forma exata uma versdo reduzida do DCKP utilizando a capacidade disponibilizada e os
itens que estdo fora da mochila. Caso a nova solugdo seja pior que a original, o processo de remocao
¢ revertido.

A aplicacdo do LNS ¢é andloga a representada pelo Algoritmo 2. Nesta representacdo é
utilizada uma solucido inicial S, que neste caso foi gerada pela matheuristica RF, a qual é copiada
para S’ e em seguida sdo removidos os | D - |S’|| itens de menor valor, o que caracteriza a fungdo
Destroy. E em seguida resolvido o PLI com os itens ja dentro da mochila fixados, e a solugio final
é salva em S’, caso seja melhor.

Algoritmo 2 Large Neighborhood Search

Entrada: Instancia I, Solugdo S, porcentagem para Destruicdo D
Saida: Nova solugdo S’
S+ S > Solugdo original € copiada
Destroy(S’,D) > Remove os itens de menor valor de S’
S” < ResolvePLI(I, 0, S", I) > Resolve com os itens em S’ fixados
se o valor de S” é maior que o valor de S’ entao
S+ 57
senao
S '+ S
fim se
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2.2. Heuristicas para o ng—route

A fim de resolver o PP foi utilizada a relaxacdo ng—route, que permite a repeticao
de vértices ao longo da rota desde que eles ndo estejam na “memoria” da rota. Essa memdria é
construida com base nos conjuntos N G(), que sdo previamente associados a cada vértice ¢ do grafo
e, em geral, se referem aos A vértices mais proximos de i. A repeticdo de um vértice ¢ é permitida
em uma rota p se existir um vértice j entre as duas ocorréncias de i em p tal que i ¢ NG(j).
Portanto, quanto maior o valor de A, maior é a elementariedade da rota. Como forma de diminuir
o tempo gasto pela geracao de colunas, foi utilizada uma heuristica de aggressive dominance (AD),
metodologia de pricing heuristico descrita por Costa et al. [2019], a qual determina que s serdo
mantidas em cada lista as rotas de melhor custo reduzido. Ao utilizar a heuristica AD, a resolucdo
do PP se torna mais répida, com tempo de execucdo proporcional a O(|V |>Q), porém perde-se a
garantia que todas as colunas de custo reduzido negativo sejam geradas.

2.3. Rotas nao elementares

Rotas ndo elementares sdo aquelas com repeticdo de vértices, que sdo geradas devido a
relaxacdo ng—route embora sejam invdlidas para uso em uma soluc¢do, como por exemplo a rota
representada na Figura la, na qual o vértice em preto representa o depdsito e é possivel observar
que o vértice a € visitado duas vezes. Algumas das instincias apresentavam problemas pela falta
de colunas elementares, o que dificultava que uma solucdo vélida fosse encontrada. Dessa forma,
implementaram-se dois métodos de transformacgdo de colunas ndo elementares para elementares.

A primeira rotina de conversdo consiste na remog¢do de subciclos entre dois vértices re-
petidos, de modo que todos os subciclos que ndo passam pelo depésito sdo removidos. Com esta
abordagem, as arestas utilizadas na nova coluna estdo contidas no conjunto de arestas presentes na
coluna original. A Figura 1b exemplifica a utilizacdo do método, de modo que o subciclo indicado
em vermelho é removido e uma rota inicialmente invélida se torna elementar.

O segundo método se baseou na remocgao de vértices repetidos, de forma que as repeti¢des
sdo removidas e os vértices remanescentes compdem a nova rota na mesma sequéncia da rota ori-
ginal, porém arestas ndo utilizadas anteriormente podem ser adicionadas a coluna neste método.
Uma aplicacio do segundo método € representado pela Figura Ic, tal que as arestas em vermelho
indicam as que foram removidas e a em azul indica uma nova aresta foi utilizada ao transformar a
rota exemplo em elementar.

Os métodos de transformacdo geram diversas rotas elementares com custo reduzido nio
negativo. Dessa forma, além das transformacgdes foi utilizado um parametro bindrio nomeado rc
que, se habilitado, determina que as rotas elementares de custo reduzido nao negativas sejam filtra-
das, o que reduz o nimero de itens considerados pelas matheuristicas.

A implementag@o das abordagens propostas pode ser observada no diagrama da Figura 2.

3. Resultados Computacionais

Os experimentos foram realizados com a biblioteca de otimizagdo SCIP Gamrath et al.
[2016], usando-se o resolvedor CPLEX IBM [2019] !. Os testes foram realizados em uma maquina
com sistema operacional Linux e multithread do resolvedor desabilitado, equipada com processador
Intel(R) Core(TM) i7-4790(3.60 GHz) e 32GB de memdria RAM.

Para fins de teste, foram utilizadas as 130 instincias > de Archetti et al. [2009] para o
CPTP, de 51 a 200 vértices, e as 34 instancias de Bolduc et al. [2008] para o VRPPFCC, de 51
a 484 vértices. A avaliacdo da qualidade dos resultados obtidos se deu pela comparacdo com os

! Agradecimentos aos fornecedores do SCIP e do CPLEX pela disponibilizagio de licengas académicas
Instancias disponiveis em https://wl.cirrelt.ca/~vidalt/en/VRP-resources.html, sob o tépico
VRP-SL
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(a) Exemplo de rota ndo elementar (b) Primeiro rotina de conversao

(c) Segunda rotina de conversao

Figura 1: Exemplo de aplicac@o das rotinas de conversdo de rotas ndo elementares em elementares

Branché& Price seleciona ng-route heuristico Rotinas de conversao
um N6 da arvore gera colunas para aumentam o mimero
para exploragao o problema de rotas elementares

¥
nio limite de tempo LNS melhora a solugao RF acha uma
atingido? encontrada pelo RF solucao interpretando
as rotas geradas
sim U devolve a melhor J como itens de um DCKP
solugao encontrada

Figura 2: Representacio sequencial das implementagdes

de Bulhoes et al. [2018], que propds um algoritmo genético hibrido para resolver o problema de
roteamento de veiculos com restricdes de niveis de servico, em inglés vehicle routing problem with
service level constraints (VRP-SL), que generaliza o CPTP e o VRPPFCC, entre outros.

Em Neto et al. [2023], avaliamos a qualidade das solucdes geradas pelas matheuristicas
RF e LNS executando-se o algoritmo B&P apenas no noé raiz, ou seja, executando-se cada uma
dessas matheuristicas uma unica vez considerando-se todas as rotas elementares geradas ao resol-
ver a relaxacdo linear do PMR. Observamos que o uso combinado de RF e LNS, com percentual
de destrui¢do de 50%, obtiveram solugdes melhores em 85% das instdncias do CPTP e em cerca
de 30% das instancias do VRPPFCC com ganho médio de 15% e 18%, respectivamente, quando
comparadas as demais configuragdes dos pardmetros avaliados.

Adotando-se essa configuracio (denotada por RF+LNS), realizamos testes para avaliar
o ganho no uso das rotinas de conversdo de rotas ndo elementares em elementares, descritas na
Sec¢do 2.3, e na escolha do parametro A do algoritmo ng—route.

DOI: 10.59254/sbpo-2023-175208
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175208


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175208
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2023-175208

9 s&o José dos Campos - SP
]

LV Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
9%

-
z LV s B P O_| S&o José dos Campos, SP - 6 a 9 de novembro de 2023

=
L
Lo

A Tabela 1 apresenta um resumo desses experimentos realizados nas instancias do CPTP.
A coluna B&P indica os resultados do algoritmo B&P com RF+LNS sendo executados em todos os
nés da arvore de enumeragdo, cujo tempo de execucdo foi limitado a 100 segundos € com A = 3.
As colunas t, t—-d5, t—d7 e t—d9 apresentam os resultados quando a rotina de conversdo de rotas
ndo elementares em elementares é adotada com A configurado em 3, 5, 7 e 9, respectivamente.
A primeira linha dessa tabela indica o total de instincias resolvidas na otimalidade por cada um
dos codigos. Ja a segunda linha apresenta o gap médio, que € calculado pela média dos gaps de
dualidades, considerando-se apenas as instincias ndo resolvidas na otimalidade por cada cédigo. O
gap de dualidade é calculado por (UB — LB)/U B, no qual U B e LB denotam, respectivamente, o
valor da melhor solug@o primal e do melhor limitante dual alcancados pelo cédigo. A terceira linha
mostra a média do tempo, em segundos, gasto por cada cédigo apenas nas instancias resolvidas na
otimalidade e a quarta linha indica o total de instancias em que a relaxagao linear ndo foi resolvida
no nd raiz do B&P dentro do limite de tempo. Por fim, a dltima linha apresenta o percentual das
instancias em que a melhor solugdo foi obtida pela matheuristica RE+LNS.

B&P t t-d5 t-d7 t-do9
otimalidade | 47 49 58 67 80
gap médio | 0,24 0,13 0,07 0,05 0,06
tempo médio | 11,4 11,8 10,1 7,5 11,4
semgap | 2 2 6 9 16
rf+lns | 0,84 0,86 0,75 0,66 0,47

Tabela 1: Uso do procedimento de elementarizacdo de rotas e variacdo em A nas instincias do CPTP.

Observando-se a Tabela 1, comparando-se as colunas B&P e t, nota-se que houve um
ganho no uso da rotina de converséo das rotas em elementares. De fato, houve uma redugio de 45%
no gap médio ao usar a rotina de conversao das rotas em elementares, além de um incremento de 2
nas instincias resolvidas na otimalidade. Avaliando-se os diferentes valores de A, como esperado,
ha um aumento significativo no total de instancias resolvidas na otimalidade a medida em que se
aumenta o valor de A. Por outro lado, sabe-se que quanto maior o valor de A mais dificil se
torna o ng—route, o que explica o aumento no total de instancias sem gap, ou seja, para as quais a
relaxacdo linear no né raiz nao foi resolvida na otimalidade. Observando-se a tiltima linha da tabela,
nota-se que hd um aumento no total de solugdes 6timas obtidas pela relaxacio linear em detrimento
da matheuristica a medida em que se aumenta o valor de A, possivelmente devido a0 aumento no
total de rotas elementares geradas pela ng—route.

Em seguida, avaliamos o impacto em usar as heuristicas de pricing, descritas na Secdo 2.2,
ao invés do pricing exato. Observe que isso implica que o valor da relaxacfo linear em cada né deixa
de ser um limitante dual vdlido. Vamos denotar por B&PH o uso do B&P em que o ng—route é
executado de forma heuristica e, portanto, gerando solu¢des sem garantia de otimalidade. Nos testes
que se seguem, adotamos A = 9 e usamos a segunda rotina de conversio de rotas elementares.

Observamos que ndo houve muita perda no valor da relaxacdo linear ao usar a heuristica de
dominancia agressiva. Em 78% das instancias do CPTP, ndo houve alteracdo no valor da relaxac¢do
linear no né raiz obtido por B&P e B&PH. Nas demais instancias, a diferenca foi, na média, de
apenas 0, 07%, sendo que a maior diferenga foi de 1, 82% (na instancia p14-2-200). Além disso,
em apenas 2 instdncias do CPTP, o B&PH nao concluiu a relaxag@o linear no n6 raiz.

A Tabela 2 apresenta os resultados dos experimentos para avaliar o comportamento do
B&PH. Nessa tabela, a interpretacdo dos resultados em cada linha € a mesma que na Tabela 1, exceto
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que a otimalidade e o gap de dualidade s3o em relacdo ao “limitante dual” calculado pelo B&PH,
que de fato ndo representa um limitante dual real do problema, como mencionado no parigrafo
anterior. Esse gap foi adotado pois ele dd uma medida do quao longe a heuristica estd para terminar
de explorar o seu espaco de busca. Por exemplo, um gap alto pode indicar que o tempo limite estd
pequeno. A coluna B&PH+a apresenta os resultados do B&PH com a execugdo da matheuristica
RF+LNS, mesmo nas situagdes em que a relaxacgao linear do né raiz nao tenha sido calculada (por
limite de tempo). Ja B&PH+a+f é o B&PH+a com a diferenca que a matheuristica é executada
apenas a cada 3 niveis da drvore de enumerag@o para diminuir o impacto do tempo gasto com a
matheuristica no tempo total gasto pelo B&PH.

B&PH B&PH+a B&PH+a+f
otimalidade 83 83 86
gap médio | 0,05 0,05 0,05
tempo médio 5,5 4,2 5,3
sem gap 2 2 2
sem UB 2 0 0
rf+lns | 0,58 0,61 0,52

Tabela 2: Resumo comparativo do B&PH nas instincias do CPTP.

Notadamente, o B&PH+a ajudou a reduzir o tempo médio das instancias resolvidas na
“otimalidade” e tornou possivel obter uma solucio primal para todas as instancias. J4 B&PH+a+f
aumentou o total de instincias resolvidas na “otimalidade”, devido ao aumento no total de nds
explorados pelo B&PH, propiciado pela reducdo no tempo total gasto com RF+LNS. Comparada
com B&PH+a, houve uma redugio de 23% no tempo gasto pela RE+LNS nas instancias resolvidas
por ambos e de 51% nas 3 instancias adicionais resolvidas na “otimalidade” pelo B&PH+a+f.

A Tabela 3 apresenta um resumo comparativo da qualidade das solug¢des geradas pelas
diferentes implementacdes estudadas neste trabalho. A primeira linha de resultados da tabela indica
amédia do gap de primalidade, dado por (z* —U B)/U B, em que U B representa o valor da solug¢do
obtida por cada implementacdo e z* é o melhor valor dentre todas as implementacdes avaliadas. Na
dltima linha temos o total de instincias em que cada implementacdo gerou a melhor solucio.

|BsP t t-d9 B&PH BsPH+a B&PH+a+f
gap | 0,18 0,13 0,44 0,09 0,01 0,01
total | 77 80 91 104 111 103

Tabela 3: Resumo comparativo das diferentes implementagdes nas instancias do CPTP.

Analisando-se a Tabela 3, podemos notar que a implementacdo B&PH+a gerou as melho-
res solugdes em mais de 85% das instincias e nos demais casos, o valor da solugdo gerada foi, na
média, 0,01% pior que o valor da melhor solugéo.

A partir dos dados analisados para o CPTP, avaliamos a implementagdo B&PH+a e a
implementacdo B&PH+a+f para o VRPPFCC. Nos experimentos com o VRPPFCC, utilizamos o
limite de tempo de 300 segundos, em conformidade com o tempo reportado na literatura para essas
instancias. A Tabela 4 apresenta os resultados deste experimento.

Observamos que ambas as estratégias ndo conseguiram resolver a relaxacao linear no li-
mite de tempo para 50% das instancias, e para 3 dessas instincias ndo foi possivel construir uma
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B&PH+a B&PH+a+f B&PH+ta+f+rc
otimalidade 0 0 0
gap médio 0,3 0,29 0,40
sem gap 17 17 16
sem UB 3 3 0
rf+Ins 0,91 0,91 1

Tabela 4: Resumo comparativo do B&PH nas instancias do VRPPFCC.

solugdo. Uma nova estratégia foi considerada, denotada por B&PH+a+f+rc, que consiste em
incluir no PMR apenas as rotas elementares, construidas pela rotina de conversao de rotas em ele-
mentares, com custo reduzido negativo. Os resultados mostram que essa estratégia tornou possivel
construir solu¢des primais para todas as instancias do VRPPFCC.

Por fim, avaliamos a qualidade das solucdes geradas, comparando com a heuristica HGS
proposta em Bulhoes et al. [2018], que apresenta os melhores resultados da literatura, dentre as
heuristicas propostas para o CPTP e VRPPFCC. Nas instincias do CPTP, a implementagcdo B&PH+a
gerou solugdes com o mesmo valor que HGS em 67% das instancias e nas demais apresentou um
gap de primalidade médio de 4, 41%, com desvio padrdo de 3,91%. O tempo médio to B&PH+a,
considerando-se todas as instancias do CPTP foi de 46, 9 segundos enquanto o tempo médio repor-
tado pelo HGS € de 14, 1 segundos. Nota-se que o B&PH+a exige mais tempo computacional que o
HGS e € superado pelo mesmo a respeito da qualidade das solugdes geradas. Ja para as instancias do
VRPPFCC, observamos que as matheuristicas propostas nio tiveram um bom desempenho quando
comparado com a literatura. A melhor estratégia avaliada, gerou solugdes piores com gap de prima-
lidade médio de 46%. Dada a dificuldade de se resolver essas instancias, supde-se que mais tempo
de processamento é necessdrio para que o B&PH possa gerar solu¢des melhores.

Espera-se que outras heuristicas do ng—route e o uso de uma heuristica de diving com
RF+LNS, para percorrer apenas alguns “mergulhos” na arvore de enumerac¢do do B&PH, possam
acelerar a matheuristica proposta neste trabalho como discutido por Sadykov et al. [2019].

4. Conclusoes

Neste trabalho foi analisada a aplicacdo de matheuristicas em modelos estendidos. Ex-
perimentos foram realizados nos problemas CPTP e o VRPPFCC. As matheuristicas utilizadas
foram a Relax&Fix e a Large neighborhood search, na qual a primeira constréi uma solucio e a
ultima € usada para melhora-la. Essas matheuristicas foram usadas de forma combinada dentro do
Branch&Price em alguns niveis da drvore de enumeracdo. Como forma de resolver o subproblema
de pricing foi utilizada a relaxagdo ng—route, como também foi aplicada uma heuristica para
diminuir a complexidade computacional do ng—route denominada aggressive dominance, a qual
quando aplicada ao B&P resultou no que chamamos de B&PH.

Os resultados obtidos pela abordagem indicaram que o B&PH com o uso das matheu-
risticas a cada trés niveis da drvore de enumeragdo apresentou os melhores resultados dentro do
tempo limite de 100 segundos para o CPTP e 300 segundos para o VRPPFCC. Porém, a abordagem
proposta nao superou a melhor heuristica da literatura desenvolvida por Bulhoes et al. [2018]. Sera
avaliado em trabalhos futuros o uso de uma heuristica de diving para permitir rdpidos mergulhos
dentro da arvore de B&P, como também o uso de outras heuristicas para o ng-route.
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