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. . . RESUMO . . . .
Precificacdo é uma das mais importantes atividades associadas a gestdo financeira de

uma empresa atuando em um ambiente de livre concorréncia de precos. Para a maioria delas,
melhorias na politica de defini¢do de precos resultam em uma forma rapida e eficiente de aumento
em seus lucros auferidos. Neste contexto, este trabalho aborda o problema de ajuste simultineo
de precos em diversos pontos de venda pertencentes a um mesmo agente comercializador, visando
a maximizac¢do de seu lucro em um ambiente de livre concorréncia. Considera-se que o ambiente
€ composto por pontos de venda pertencentes a outros competidores, com pregos pré-definidos, e
por consumidores com demandas previamente mapeadas e ineldsticas as configuragdes de preco.
Assume-se ainda que os pontos de venda admitem oferta irrestrita do produto comercializado. O
artigo traz a formulacdo matemdtica deste problema como um problema de programacgdo linear
inteira mista, a prova de que sua versdo de decisdo é N P-Dificil, a implementagido da formulag¢do
proposta, incluindo uma etapa de pré-processamento, ¢ uma discussao sobre os resultados obtidos
em experimentos computacionais conduzidos.

PALAVRAS-CHAVE. Precificacao, Ajuste de Precos, Otimizacao Combinatoria.

ABSTRACT
Pricing is one of the most important activities associated with the financial management

of a company operating in an environment of free price competition. For most of them, improve-
ments in pricing policy result in a quick and efficient way to increase their earned profits. In this
context, this work addresses the problem of simultaneous price adjustment at different points of
sale belonging to the same commercial agent, aiming at maximizing its profit in an environment of
free competition. It is considered that the environment is composed of points of sale belonging to
other competitors, with predefined prices, and by consumers with previously mapped demands that
are inelastic to price settings. It is also assumed that the points of sale admit unrestricted supply of
the marketed product. The article brings the mathematical formulation of this problem as a mixed
integer linear programming problem, the proof that its decision version is NP-Hard, the imple-
mentation of the proposed formulation, including a preprocessing stage, and a discussion about the
results obtained through computational experiments conducted.

KEYWORDS. Pricing, Price Adjustment, Combinatorial Optimization.
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1. Introducao

Preco e precificacao: o preco de um produto pode ser definido como o nimero de unidades mo-
netarias que um consumidor deve dispor de modo a obter uma unidade do produto em questio.
Uma precificagdo, por sua vez, € um processo de determinacdo do pre¢co de um produto por um
agente responsavel pela venda do mesmo. [Simon e Fassnacht, 2019]. Segundo [Marn e Rosiello,
1992], a precifica¢do é uma das mais importantes atividades associadas a gestdo financeira de uma
empresa atuando em um ambiente de livre concorréncia de precos. Para a maioria delas, melho-
rias na politica de definicdo de precos resultam em uma forma rdpida e eficiente de aumento em
seus lucros auferidos. Sao trés as abordagens tradicionais usualmente utilizadas em estratégias de
precificacdo, segundo [Phillips, 2021]: abordagens baseadas em custo, que calculam o preco de
um produto como sendo seu custo acrescido de uma sobretaxa percentual; abordagens baseadas
em mercado, que determinam os precos de um produto baseando-se nos pregos oferecidos pelos
concorrentes; e abordagens baseadas em valor, que estabelecem o prego considerando o valor que
o produto ofertado representa para o cliente em questdo. Cada abordagem tende a privilegiar um
aspecto em detrimento de outros, conforme sumarizado na Tabela 1.

Abordagem Baseia-se em | Ignora Area responsavel
Baseada em custo Custo Competicdo e Clientes | Financas

Baseada em mercado | Competi¢do Custo e Clientes Vendas

Baseada em valor Clientes Custo e Competigdo Marketing

Tabela 1: Abordagens de Precificagdo [Phillips, 2021]

Objeto de estudo: o objeto de estudo deste trabalho é um problema de precificagdo de um produto
em cada um dos pontos de venda pertencentes a uma mesma empresa (denominada companhia), a
qual encontra-se inserida em um ambiente de livre competicao. Este ambiente competitivo é com-
posto por outras empresas (denominadas concorrentes), as quais, por suas vez, também possuem
pontos de venda do produto em questdo, para os quais considera-se que os precos encontram-se pré-
estabelecidos. O presente problema trata, portanto, do ajuste de precos nos pontos de venda perten-
centes a companhia, uma vez considerados os precos dos pontos de venda concorrentes. Ressalta-se
ainda que o pre¢co ps em um ponto de venda s da companhia deve pertencer a um conjunto finito
discreto {ps € N | ps < ps < Ps}, onde ps e Ps sdo limites inferiores e superiores para o preco de
ps, Tespectivamente, fornecidos na instancia do problema. No ambiente competitivo considerado,
enquanto as empresas sdo responsaveis pela venda do produto em questdo, existe um mercado con-
sumidor, representado por um conjunto de consumidores, os quais possuem interesse em adquirir
o produto comercializado ao menor custo unitdrio de aquisi¢do. Mais especificamente, assume-se
que cada consumidor possui uma demanda pré-estabelecida (ineléstica a precificacdo) a qual serd
totalmente atendida pelo ponto de venda que lhe oferecer o menor custo unitdrio de aquisicdo. Em
particular, o custo unitdrio de aquisicdo de um produto ofertado em um ponto de venda, sob a dtica
de um consumidor, é definido como a soma entre o preco do produto no polo de venda ofertante
e o custo logistico unitdrio necessario para o atendimento do consumidor por parte do ponto de
venda, sendo o custo logistico unitario pré-fornecido na instancia do problema. Considera-se que
a demanda de um consumidor é totalmente atendida pelo ponto de venda que lhe oferecer o menor
custo unitario de aquisi¢ao pois assume-se, por simplificacdo, que as ofertas dos pontos de venda
sdo ilimitadas. Ressalta-se que a premissa de oferta irrestrita € importante na definicao do problema,
pois remove a necessidade de representacdo de uma possivel competicdo entre consumidores pela
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oferta limitada de um ponto de venda que ofereca o menor custo unitario de aquisicdo para ambos.
A func¢do objetivo do problema analisado é a maximizacdo do lucro total da companhia, o qual de-
pende das demandas de cada um dos consumidores que decidem ser atendidos por algum dos pontos
de venda da companhia, do precgo estabelecido e do custo operacional associado em cada um de seus
pontos de venda. Em particular, consideraremos que o custo operacional de um ponto de venda é
uma fun¢do constante por partes, fornecida na instancia do problema, a qual dependerd da quanti-
dade total vendida pelo respectivo ponto de venda. O problema assim descrito pode ser classificado
como um problema de otimiza¢cdo combinatdria, uma vez que cada prego a ser definido pertence a
um conjunto finito e discreto; sendo denotado, neste trabalho, como o problema de PRECIFICACAO
EM MERCADOS COMPETITIVOS COM OFERTA IRRESTRITA (PMCOI). Por fim, no que tange as
abordagens de precificacdo tradicionais propostas por Phillips [2021], o PMCOI poderia ser clas-
sificado como uma abordagem mista baseada em custo e mercado, uma vez que custos logisticos e
operacionais sdo considerados, assim como os pre¢os de pontos de venda concorrentes.

Referéncias bibliograficas e contextualizacio: nas tltimas décadas, problemas de precificagido
t&ém sido modelados como problemas de otimizacdo combinatdria sob diversas variagdes. Ressalta-
se, por exemplo, 0 PROBLEMA DE DETERMINACAO DE PRECOS E LOCALIZACAO DE FACILI-
DADES [Ahmadi-Javid et al., 2018], cujo objetivo € maximizar o lucro através de precificacdo e
determinacdo da localiza¢do de novos pontos de venda; tratando-se de um problema caracteristico
de varios ramos da indistria, como servicos postais, sistemas de distribuicao de frutas, couro, dentre
outros produtos [Lin e Tian, 2023]. Outro exemplo relevante é 0 PROBLEMA DA PRECIFICACAO
EM REDES, muito estudado nos setores de transportes e telecomunicagdes, no qual um operador
determina tarifas sobre um subconjunto de arestas sob sua responsabilidade e clientes selecionam
o caminho de menor custo que conecte dois vértices de interesse com uma capacidade minima ne-
cessdria [Hoesel, 2008]. Nos tltimos anos, com o avango das tecnologias de venda em comércios
eletrénicos, 0 PROBLEMA DA PRECIFICACAO DINAMICA tem despertado um grande interesse da
comunidade cientifica, fazendo uso em abordagens hibridas baseadas em custo, mercado e valor
para precificacdo em tempo real [Deksnyte e Lydeka, 2012]. Até onde nosso conhecimento permite
afirmar, a variagdo mais préxima ao problema PMCOI encontra-se em [Plyasunov e Panin, 2013].
Nele, os autores estudam a precificagdo com o objetivo de maximizar o lucro de um produtor e
minimizar o custo de consumidores, mas com algumas caracteristicas diferentes em relacdo ao pro-
blema apresentado aqui. Em particular: os consumidores possuem um or¢amento méximo definido,
mas nio tém demanda; ndo é considerado o custo operacional dos pontos de venda e a companhia
ndo tem concorrentes ou faixas de precos para limitar a defini¢do de precos nos pontos de venda.

Contribuicoes e organizacao: dentre as contribui¢des deste trabalho, destacamos a formalizacio
do problema PMCOI e sua modelagem como um problema de programacao linear inteira mista, a
prova de que seu problema de decisdo associado pertence a classe NP-Dificil, a implementagio de
um método exato baseado na formulacdo apresentada, incluindo um método de pré-processamento,
a cria¢do de instancias sintéticas de testes e a realizacdo de experimentos computacionais para ava-
liar a performance da modelagem proposta. O artigo esta dividido da seguinte forma: na Sec¢ao 2, é
introduzida a formulagao matematica do PMCOI como um problema de programacao linear inteira
mista. Na Se¢do 3, é demonstrado que seu problema de decisdo associado pertence a classe N P-
Dificil. Na Secfo 4, sao descritos: a criagao das instancias de teste, a implementacao da formulacio
proposta, o algoritmo de pré-processamento empregado e os resultados dos experimentos computa-
cionais. Por fim, conclusdes e perspectivas de trabalhos futuros sdo apresentados na Secdo 5.
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2. Formulacio Matematica

A seguir, o problema PMCOI serd formulado como um problema de programacdo linear
inteira mista. Uma primeira observacao a ser ressaltada é o fato do preco de cada um dos pontos
de venda da companhia poder ser representado como uma varidvel continua, embora seu dominio
na definicdo original do problema seja representado por um conjunto finito de valores discretos.
De fato, em contextos nos quais instancias reais dos PMCOI puderam ser observadas, valores re-
ferentes a custos e precos sdo usualmente representados por nimeros reais com determinado limite
de quantidade de casas decimais. Em particular, verificamos que, na representacdo de parametros
de uma instancia do problema, a preservacdo de 2 casas decimais para os precos dos pontos de
venda concorrentes, custos operacionais e logisticos e 4 casas decimais para demandas de consumi-
dores sdo suficientes para garantia da precisdo numérica desejada. Assumimos portanto que, uma
vez multiplicados por uma poténcia de 10 adequada, todos os valores fornecidos como parametros
de entrada sdo inteiros. A partir dessa premissa é possivel demonstrar que, ainda que relaxe-se a
restricdo de integralidade dos precos dos pontos de venda da companhia, configura¢des de precos
referentes a solucdes 6timas do problema formulado sempre assumirdo valores inteiros. As Tabelas
2 e 3 apresentam a notacao usada na formulacao:

Conjuntos e Parametros | Descriciao

S Conjunto de pontos de venda da companhia.

S¢ Conjunto de pontos de venda dos concorrentes.

S=(SUS9 Conjunto de todos os pontos de venda.

B Conjunto de consumidores.

Ly Conjunto de intervalos {0, ..., |Ls| — 1} do total de unidades vendidas

pelo ponto de venda s € S.

Usl, Ug Miximo () e minimo (ug;) de nimero de unidades vendidas
no intervalo [ € L pelo ponto de venda s € S.
Ry Limites inferiores (p)e superiores (p,) para o pre¢o do ponto de venda s € S.
DS Pre¢o do concorrente s € S°.
dyp Demanda do consumidor b € B.
cgf Custo operacional unitario do ponto de venda s € .S, no intervalo [ € L.
cle Custo logistico unitério incorrido no consumidor b € B quando compra

uma unidade no ponto de venda s € S.

Tabela 2: Conjuntos e Parametros

Variaveis | Descricio

Ds Varidvel continua que indica o preco do ponto de venda s € S.

Mg Varidvel continua que indica a margem de lucro unitaria do ponto de venda s € S.

Tgh Varidvel continua que indica o lucro obtido pelo ponto de venda s € .S com o consumidor b € B.
Wy Variavel bindria que indica que o total de unidades vendidas

pelo ponto de venda s € S estd no intervalo [ € L.

Ysb Variavel bindria que indica que o ponto de venda s € S atende a demanda total de b € B.

Tabela 3: Variaveis
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Usando a notagdo apresentada, definimos a fungio objetivo do problema (1) como ma-
ximizar o lucro da companhia. As vdrias caracteristicas que definem o problema sdo formuladas
como suas restricdes. As Restri¢des (2) definem que cada consumidor serd atendido por apenas
um ponto de venda. A margem de lucro unitdria de um ponto de venda da companhia é definida
nas Restricdes (3), sendo dada pelo preco no ponto de venda decrescido de seu custo operacional
unitdrio. As Restricdes (4) definem os precos minimos e miximos para cada ponto de venda da
companhia, enquanto que as Restricdes (5) definem os precos dos concorrentes. O lucro obtido
pelo ponto de venda em relagdo a cada consumidor atendido encontra-se definido nas Restri¢des
(6). As Restricdes (7) garantem que cada consumidor ird comprar do ponto de venda mais barato
(considerando preco e custo logistico), onde M é um valor grande o suficiente. Nesta Restricao,
se s € Seq € 5S¢ temos que o = 1, caso contrdrio o = 0. Isso garante que um comprador s
compra de um ponto de venda da companhia se o seu prego acrescido do respectivo custo logistico
for estritamente menor do que o pre¢o do concorrente acrescido do respectivo custo logistico. Por
fim, as Restri¢des (8) e (9) identificam o intervalo correto da quantidade de unidades vendida por
cada ponto de venda. Segue-se, portanto, a formulacdo do PMCOIL:

max "3 2 ()

sES bEB
S.t.
Y ys=1, WbeB 2)
seS
Ps = Mg + Z c?fwsl Vs e S 3)
l€Ls
P, < Ps < Ps Vs e S 4)
Ds = DS, Vs € S°¢ (5)
Tgp = (ysb . ms)db, Vs € S, Vbe B (6)
p8+cls‘l’,—pq—cé%+a§(1—y5b)M, Vs,q € S, tal que s # q,
Vbe B 7)
dwg=1 VseS (3)
leLs
watty < Y yady < (1—wa)M + 7y Vs € S,V € L, 9)

beB

Notemos que as Restri¢des (6) possuem multiplicagdo de varidveis, o que torna o modelo
apresentado nao-linear e dificulta sua solu¢do. Com o objetivo de linearizar a formulagdo iremos
substituir as Restri¢cdes (6) pelas equivalentes (e lineares) Restri¢cdes (10) e (11).

Ty < (ms) dp Vs e S,Vbe B (10)
o < (y) dPy, Vs €S, Vbe B (1)
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3. N'P-Dificuldade de PMCOI
Nesta secdo provaremos que o problema de decisdo referente ao problema de otimizacdo

PRECIFICACAO EM MERCADOS COMPETITIVOS COM OFERTA IRRESTRITA é N'P-Dificil. A
reducdo serd realizada a partir do problema CONJUNTO INDEPENDENTE (CI) Karp [1972]. Deno-
taremos a versao de decisdo de PMCOI por PMCOI-D. Cabe ressaltar que, durante a demonstragao,
assumiremos que o custo operacional ¢ uma funcdo constante, e que ¢é natural estender a prova
de N'P-dificuldade apresentada para o caso mais geral. Apresentaremos agora as descri¢des dos
problemas de decisdo considerados e em seguida provaremos o principal teorema desta secdo.

PRECIFICACAO EM MERCADOS COMPETITIVOS COM OFERTA IRRESTRITA (PMCOI-D)

INSTANCIA: uma tupla (S, S¢, B, p, P, p°, d, c°, c'°) e um inteiro positivo k, onde S é o conjunto
de pontos de venda da companbhia, S¢éo conjunto de concorrentes, B € o conjunto de consumido-
res, p : S +— N sdo limites inferiores nos pre¢os dos pontos de venda da companhia, p : S — N séo
limites superiores nos precos dos pontos de venda da companhia, p¢ : S¢ — N sdo os precos dos
pontos de venda dos concorrentes, d : B — N sdo as demandas dos consumidores, ¢’ : § — N
sd0 0s custos operacionais unitdrios dos pontos de venda da companhia e ¢/° : (S x B) +— N sio
os custos logisticos unitarios incorridos quando o consumidor b € B € atendido do ponto de venda
s €S,ondeS =S U S

QUESTAO: existe uma funcdo de pregos p : S +— N, com p(s) < p(s) < p(s) paratodo s € S, tal
que lucroTotal(p) > k?

CONJUNTO INDEPENDENTE (CI)

INSTANCIA: um grafo simples ndo direcionado G = (V, F) e um inteiro positivo k.

QUESTAO: existe um subconjunto de vértices K C V, com |K| > k, tal que para todos os pares
de vértices u,v € K segue que {u,v} ¢ E?

Teorema 3.1. O problema PMCOI-D é fortemente N'P-Dificil.

Demonstragdo. A redugdo serd a partir do problema CI, o qual é fortemente N P-Dificil. Pri-
meiro, vamos descrever como converter uma instdncia I = (V, E) € CI em uma instincia I’ =
(S,58¢ B,p,p,p°, d, cP, cl") € PMCOI-D. Para cada vértice v € V, criamos um ponto de venda
da companilia Sy € S e um consumidor b, € B. Para cada aresta e € F, criamos um consumidor
be € B. Considere, sem perda de generalidade, que o conjunto S de pontos de venda concorrentes
possuird apenas um elemento, denotado por s¢. Limites inferiores dos precos dos pontos de venda
da companhia serdo iguais a 1 e seus limites superiores serdo todos iguais a 2. Considere que o
preco do ponto de venda concorrente serd 2 — €, onde 0 < € < 1 é uma constante arbitraria. As
demandas de todos os consumidores serdo iguais a 1. Os custos operacionais de todos os pontos de
venda serdo iguais a zero. Finalmente, os custos logisticos serdo definidos da seguinte forma:

(i) Paratodo v € V: c!°(s,,b,) = 0.
(ii) Paratodo e = {u,v} € E: c/°(sy,b.) = c°(sy,be) = 0.
(ii1) Paratodo e € E: clo(sc, be) = 0, onde s© é o ponto de venda concorrente.
(iv) Caso contrdrio, para todo ponto de venda s € S e consumidor b € B: ¢°(s,b) = 0.

A partir deste ponto, considere que, dada uma instancia I do problema CI , sua instdncia corres-
pondente I' do PMCOI-D sera construida seguindo o procedimento previamente descrito. Iremos
provar agora que I admite uma solugdo K com | K| > k se e somente se sua instincia correspon-
dente I" admitir uma func@o de precos p tal que lucroTotal(p) > k', onde ¥’ = |V| + |E| + k.
Os lemas a seguir demonstrardo, respectivamente, necessidade e suficiéncia.
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Lema 3.1.1. Se a instancia I admite uma solu¢do K com |K| > k entdo sua instdncia correspon-
dente I' admite uma funcdo de precos p tal que 1ucroTotal(p) > |V| + |E| + k.

Demonstragdo. Suponha a existéncia de uma solu¢do K para instancia I com |K| > k. A fungio
de prego p : S+ Z serd construida da seguinte forma:

2, YwekK
p(sy) = ‘-
1, caso contrério

Por defini¢do, lucroTotal(p) = >  lucro(p,b), onde:
beB

d(b) * (p(s) — (s seseS
Lcro(p.) |10+ (09) =7 (3)),

0, se s € S¢
sendo s é o ponto de venda que atende a demanda do consumidor b , dados a func@o de pregos p,
os custos operacionais c°P e os custos logisticos ¢/°. Utilizaremos a funcdo alpha : B + S para
identificar o ponto de venda s € S que atende que a demanda do consumidor b € B.

Para uma instincia particular I’ obtida para PMCOI-D apds a conversdo das instincia I de CI,
segue que d(b) = 1 paratodo b € B e ¢?(s) = 0 paratodo s € S. Além disso, se s atende b entdo
c°(s,v) = 0; caso contrério ¢!°(s,v) = oo e existiria um outro ponto de venda s’ € S capaz de
atender a demanda de b a um custo total menor. Portanto, a expressao lucroTotal(p,b) poderia
ser simplificada como:

lucroTotal(p) = Z lucro(p,b) = Z p(s)

beB beB|s=a(b)eS

Vamos analisar agora os possiveis precos para o ponto de venda s = «(b). Primeiro, recorde da
constru¢do da instancia I’ que p(s) € {1,2} para todo s € S. Além disso, o conjunto B de
consumidores em I’ pode ser decomposto em dois conjuntos disjuntos , os quais iremos denotar por
B, and B., correspondendo aos consumidores que originaram-se de vértices e arestas da instancia
1, respectivamente.

Um consumidor b,, € B, pode ser atendido apenas pelo seu ponto de venda associado s,,, uma vez
que o custo logistico que incorre no seu atendimento pelo ponto de venda concorrente ou por outro
ponto de venda da companhia € proibitivamente alto (assumido co por construg¢do). Portanto:

Z lucro(p,by) = Z p(a(by)) = Z p(sy)

by€By by€EBy spES

Dado que, por construg¢do, os | K| pontos de venda s,, € S terdo p(s,) = 2 e os restantes |V | — | K|
pontos de venda irdo adotar p(s,) = 1, temos que:

> lucro(pby) = Y plsy) =2-|K[+1- (V] = |K]) = V| + |K]|
by€By spES

Por outro lado, um consumidor b, € B, origindrio de uma aresta e = {u, v} da instancia I, poderia
ser atendido por exatamente um de seus pontos de venda associados, s, € S ou s, € .S, ou pelo
tnico ponto de venda concorrente s°. Em particular, uma vez que, por construgdo, p(s€) = 2 — e,
o consumidor b, seria atendido por s¢ somente no caso em que p(s,) = p(s,) = 2. Entretanto,
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recorde que a fungdo de precos p foi construida de tal forma que os pontos de venda com preco
igual a 2 constituem um conjunto independente K. Portanto, pelo menos um entre s,, € s, terd seu
preco igual a um, o que implica que lucro(p,b.) = 1 para todo b, € Be. Logo:

S tuero(pb) = Y plalb) = 3 1=|B] =B

be€Be be€Be be€Be

O que finalmente nos leva a :

lucroTotal(p) = Z lucro(p,by) + Z lucro(p,be) = |V| + |E| + |K|
by €By be€Be

O]

Lema 3.1.2. Um instancia I admite uma solugido K com |K| > k se sua instdncia correspondente
I’ admite uma fungdo de pregcos p com lucroTotal(p) > |V|+ |E| + k.

Demonstragdo. Suponha a existéncia de uma funcio de precos p para a instancia correspondente
I’ tal que lucroTotal(p) honre a propriedade desejada. Provaremos primeiro que isto im-
plica a existéncia de uma funcdo de precos equivalente p* para I’ com lucroTotal(p*) >
lucroTotal(p), na qual cada consumidor b, € B, é atendido por um ponto de venda da compa-
nhia s, onde p*(s) = 1.

De fato, suponha que, para a funcdo de preco p, existe pelo menos um consumidor b, € B, tal
que p(sy) = p(sy) = 2, onde e = {u,v} € E. Portanto, a(b.) = s e lucro(p,b.) = 0.
Vamos construir agora uma funcéo de preco alternativa p*, a qual € quase idéntica a p, exceto pelo
fato de que p*(s,) = 1 (o que seria equivalente a considerar p*(s,) = 1). Iremos mostrar que
lucroTotal(p*) > lucroTotal(p).

Substituindo o prego de s,, de 2 para 1 podemos apenas afetar os lucros de dois tipos de consumi-
dores: lucro(b,) iria decrescer de 2 para 1, para o dnico consumidor b, associado ao ponto de
venda s, € Lucro(b.) iria crescer de 0 para 1, para todos consumidores b, tal que ¢ = {u,v} € E
e p(sy) = p(sy) = 2. Uma vez que a fungéo de precos p, como previamente descrita, garante a
existéncia de pelo menos um consumidor b, tal que e = {u,v} € E e p(s,) = p(sy) = 2, haveria
pelo menos um consumidor b, € B, cujo lucro iria crescer de 0 a 1 e exatamente um consumidor
b, € B, cujo lucro iria decrescer de 2 para 1 durante a substituicdo da funcdo de precos p pela
fungdo de precos p*. Logo, a redugdo de 1ucro(b,) de 2 para 1 ndo diminui lucroTotal, o que
implica que lucroTotal(p*) > lucroTotal(p).

Portanto, de agora em diante, considere a existéncia de uma funcio de precos p* na qual todo
consumidor b, € B, é atendido por um ponto de venda da companhia s € S com p*(s) = 1 e tal
que lucroTotal(p*) > |V| + |E| + k . Provaremos agora, por contradic¢io que isso implica a
existéncia de pelo menos k pontos de venda da companhia cujos pregos sdo 2 em p*.

De fato, suponha por contradi¢do que a afirmag@o € falsa ou, de forma equivalente, que ¥’ < k — 1
pontos de venda da companhia assumem preco igual a 2 na funcéo de preco p*. Uma vez que, por
construgdo de p*, todo consumidor b, € B, é atendido por um ponto de venda s com p*(s) = 1, 0
lucro obtido junto aos consumidores pertencentes ao conjunto B, seria:

S tucro(ptbe) = 3 prlalbe)) = 3. 1= B = |E]

be€B. be€Be be€Be
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Por completude, analisaremos o lucro obtido dos restantes dos consumidores, pertencentes a B,:

> 1ucro(p,by) = > plad,)=1-(V|-K)+2-K = [V|+¥
by, E€By by€By

Resumindo, o lucroTotal(p*) torna-se:

lucroTotal(p®) = Z lucro(p®,by) + Z lucro(p®,b.) = |V| + |E| + K
by EBy be€Be
Entretanto, o fato de que £’ < k — 1 nos leva a lucroTotal(p*) < |V|+ |E| + k — 1, o que
contradiz a premissa original de que lucroTotal(p*) > |V| + |E| + k. Portanto, existem pelo
menos k' > k pontos de venda da companhia em p* cujos precos sdo iguais a 2.

Finalmente, mostraremos como construir um conjunto independente para a instancia original I a
partir da fung¢@o de preco p* para a instincia correspondente I’. Seja K C V o subconjunto de
vértices v de I para os quais p*(s,) = 2 em I’. Como na fung¢do de pregos p*, todo consumidor
be € B, é atendido por um ponto de venda da companhia s € S com p*(s) = 1, ndo existe aresta
e = {u,v} € F para a qual p*(s,) = p*(s,) = 2. Portanto, os vértices em K ndo compartilham
aresta, formando um conjunto independente de tamanho | K| > k na instincia original I. O

O
4. Resultados
Nesta secdo, serdo descritos a criagdo das instancias de teste, seu pré-processamento, a
implementacdo do modelo proposto, a realizacdo de experimentos computacionais e sua andlise.

Instancias: Para a geracdo de instancias, consideramos cada municipio brasileiro como um con-
sumidor. Temos 5569 municipios no territério brasileiro, escolhemos subconjuntos aleatdrios de
20, 100, 500, 1000, 3000 e 5569 consumidores dentre todos os municipios. Os pontos de venda
foram escolhidos, também aleatoriamente, como subconjuntos de 10 e 30 municipios, para pontos
de venda da companhia; e subconjuntos de 5 e 9 municipios, para concorrentes. Ao todo, foram
geradas 24 instincias de teste. Desta forma, reproduzimos o ambiente de livre concorréncia onde
um municipio pode comprar um produto qualquer em um ponto de venda localizado em qualquer
municipio brasileiro. A demanda de cada consumidor foi inferida a partir da populagdo de seu mu-
nicipio, e os custos logisticos, a partir da distincia de cada consumidor a cada ponto de venda. O
preco maximo e minimo de cada ponto de venda s, foi obtido a partir de um valor preco ps, € uma
média de variacdo deste prego, vs, gerados aleatoriamente. O valor do preco minimo de s € igual
a ps - vs* ps, € preco maximo € igual a ps + vs* ps. Os custos operacionais das empresas variam
com sua produc@o. Como nosso problema trata de oferta irrestrita, aproximamos, entfo, a producio
méxima de todos os pontos de venda pela maior quantidade possivel de vendas, Dyar = Y _pc g do»
que € igual a soma de todas as demandas de todos os consumidores. Dividimos o intervalo de zero
a D4z, €m subintervalos de igual tamanho. Para cada ponto de venda foi escolhido, aleatoria-
mente, um valor dentre 2 e 5 como a quantidade destes subintervalos. Criamos um fun¢éo f(s, 1),
constante por partes, que mapeia cada ponto de venda, s € S, e subintervalo ! € {0---|Lg| — 1},
ao valor deste custo. O valor de f(s,1), custo do primeiro subintervalo, é o maior valor de custo
operacional de s e foi obtido a partir de um percentual aleatério da média entre o pre¢co maximo e
minimo de s. Os valores de custo dos proximos subintervalos sdo obtidos a partir um parametro )\,
que € o percentual de quanto o custo cai a cada subintervalo. Portanto, o custo de f(s,2) = f(s, 1)
-Ax* f(s,1);0custode f(s,3)= f(s,1) — 2% X« f(s,1), e assim por diante. As instincias foram
geradas com A = 0.1.
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IS | [S¢l | 18] m |Slpre | [Slpre | |Blpre | Mpre
10 | 5 20 300 9 5 20 47

10 | 5 100 1500 10 5 100 278
10 | 5 500 | 7500 10 5 500 1283
10 | 5 1000 | 15000 10 5 1000 2201
10 | 5 3000 | 45000 10 5 3000 8371
10 | 5 5569 | 83535 10 5 5569 14018
10 | 9 20 380 9 9 20 51

10 | 9 100 1900 10 8 100 222
10 | 9 500 | 9500 10 9 500 1205
10 | 9 1000 | 19000 10 9 1000 2091
10 | 9 3000 | 57000 | 9 9 3000 7163
10 | 9 5569 | 105811 | 10 9 5569 14930
30 | 5 20 700 27 4 20 125
30 | 5 100 | 3500 30 5 100 498
30 |5 500 17500 | 30 5 500 2764
30 | 5 1000 | 35000 | 29 5 1000 5106
30 |5 3000 | 105000 | 30 5 3000 18871
30 |5 5569 | 194915 | 30 5 5569 29911
30 | 9 20 780 25 5 20 101
30 | 9 100 | 3900 29 9 100 450
30 | 9 500 19500 | 30 9 500 2329
30 | 9 1000 | 39000 | 29 9 1000 4494
30 | 9 3000 | 117000 | 29 9 3000 14063
30 | 9 5569 | 217191 | 29 9 5569 23807

Tabela 4: Resultado do Pré-processamento.

Pré-processamento: Considere cada instdncia do problema PMCOI como um grafo bipartido G =
(SU B, E) com parti¢des de vértices S e B, onde E = {(b,s) | b € Bes € S} representa a
possibilidade de atendimento a demanda do consumidor b € B pelo ponto de venda s € S. Este
grafo bipartido € a principio completo, uma vez que os consumidores podem ser atendidos por
qualquer ponto de venda. Nesse sentido, foi implementado um pré-processamento de instancias
com o objetivo de diminuir o nimero de arestas e até mesmo o nimero de vértices deste grafo.
Vimos que cada ponto de venda da companhia determina seu preco dentro de uma faixa de precos
(preco minimo e preco maximo); o custo de aquisi¢cdo unitirio do consumidor € igual ao valor
unitdrio do custo logistico mais o preco; e o consumidor compra do ponto de venda de menor custo
de aquisi¢do. Suponha que, para ganhar um consumidor b € B, um ponto de venda s € S coloque
seu preco no valor minimo, que é o melhor que ele pode fazer para ganhar este consumidor. Se
existir um outro ponto de venda g € S (diferente de s), que, colocando seu preco no seu limite
maximo, proporcione a este consumidor b um menor custo de aquisicdo que s, entdo podemos
concluir que o ponto de venda s nunca conseguira vender para b, pois o vendedor g sempre oferecerd
um custo menor que o dele. Note também que o vendedor s ndo pode mais baixar seu preco € ¢
ndo pode aumentar o seu, porque ele estd no maximo. Logo, notamos que s ndo conseguird atender
b, independente do precos estipulado por s. Portanto, esta aresta (b, s) sera considerada dominada
pela aresta (b, q), e podera ser retirada do grafo. O pré-processamento consiste, entdo, em calcular
todas estas arestas dominadas e retird-las do grafo. Apds esta remocao de arestas, se algum ponto
de venda ficar sem arestas incidentes, poderd ser retirado da instdncia. A Tabela 4 contém os
resultados do pré-processamento. Cada instancia € identificada pelas suas quantidades de pontos de
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venda da companhia (|.S|), dos concorrentes (|.S¢|) e consumidores (|B|). As 3 primeiras colunas
identificam cada instancia; a quarta coluna mostra o total inicial de arestas da instancia (m). As 4
colunas seguintes trazem como ficaram estas quantidades apds o pré-processamento: quantidades
de pontos de venda da companhia (|S|,.), de concorrentes (|S¢|,r.), e de consumidores (| B|pre), €
a quantidade de arestas (1) que representam arestas vidveis apds o pré-processamento.

Solucao Exata: Os experimentos foram realizados em um computador com um processador 12th
Gen Intel(R) Core(TM) i7 com 2.40 GHz e 32,0 GB de RAM no Linux Ubuntu. As instancias
foram resolvidas usando um tnico thread e o CPLEX v12.10 como o solver. O tempo maximo de
processamento foi 1 hora. A Tabela 5 mostra o resultado do processamento exato de cada instancia.
As trés primeiras colunas contém a identificacdo da instancia (|S|, |S¢| e | B|), enquanto que a quarta
coluna traz o valor final da funcdo objetivo encontrado pelo processamento. Se for uma solucdo
Otima, este valor estard em negrito. As colunas seguintes trazem, o tempo de processamento gasto
em segundos (o simbolo - indica que o limite de tempo foi ultrapassado), a quantidade de nds
usadas no processamento do método exato, e o valor do gap para a solug¢do encontrada.

S| 1Sl |B| Valor Tempo  Nos Gap

10 5 20 16349.00 0.00 0 0.000000
10 5 100 126263.00 0.00 0 0.007650
10 5 500  289013.00 0.00 5 0.009586
10 5 1000  278718.00 1.00 0 0.000000
10 5 3000 1723429.00 67.00 2001  0.008886
10 5 5569 1585486.00 1676.00 74612 0.009999
10 9 20 9216.00 0.00 0 0.000000
10 9 100 88038.00 0.00 16 0.000000
10 9 500  182055.00 0.00 148 0.008789
10 9 1000  638415.00 3.00 443 0.006412
10 9 3000 1328160.00 5.00 0 0.000000
10 9 5569 1633640.00 82.00 0 0.000000
S| 1S¢ |B] Valor Tempo  Nés Gap

30 5 20 19255.00 0.00 11 0.000000
30 5 100 98865.00 0.00 4503  0.009969
30 5 500  375418.00 6.00 437 0.009817
30 5 1000  1566028.00 - 69861 0.300351
30 5 3000 2278961.00 - 2095  3.361555
30 5 5569 3970105.00 - 4600  5.745969
30 9 20 38088.00 0.00 15 0.000000
30 9 100 128869.00 2.00 2377  0.009887
30 9 500  283081.00 7.00 1110 0.007032
30 9 1000 2400637.00 494.00 18476 0.009997
30 9 3000 1326995.00 - 96925 0.055091
30 9 5569 2701591.00 816.00 25805 0.009995

Tabela 5: Resultado do Modelo Matematico.

Analise dos resultados: Foram testadas 24 instincias com diferentes nimeros de consumidores
e pontos de venda, conforme mostra a Tabela 5. Para 20 destas instincias, a implementacdo do
método exato obteve o valor 6timo em até 1h de processamento. Observamos que o nimero de
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consumidores influencia mais no tempo de processamento do que o nimero de pontos de venda,
pois mesmo para instncias com 35 pontos de venda e 1000 ou 3000 consumidores ndo alcangamos
o valor 6timo. Para as 4 instancias que o método nao obteve o resultado 6timo, o método exato
trouxe valores finais com gap de no maximo 5.74% e apenas em 2 instancias o gap foi superior a
1%. Consideramos, portanto, que o método exato implementado permite a obtencdo de solucdes
6timas ou com valores préximos ao 6timo em instancias de tamanhos similares aos explorados nos
experimentos conduzidos.

5. Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, formalizamos o problema PRECIFICACAO EM MERCADOS COMPETITI-
VOS COM OFERTA IRRESTRITA (PMCOI), apresentamos sua modelagem como um problema de
programacao linear inteira mista e a a prova de que seu problema de decisdo associado pertence a
classe AN'P-Dificil. Mostramos a implementag¢do de um método exato baseado na formulagdo apre-
sentada, incluindo um método de pré-processamento, a criagdo de instancias sintéticas de testes e
a realizacdo de experimentos computacionais, com a avaliacdo da performance desta modelagem.
A avaliacdo dos resultados permite afirmar que o método exato € uma boa opg¢ao para resolucio do
PMCOI em instancias com os tamanhos considerados. Trazemos como sugestdes para proximos
trabalhos o desenvolvimento de heuristicas que permitam obter resultados préximos ao 6timo em
tempos computacionalmente razodveis, além da criacdo e andlise de instdncias que agreguem con-
sumidores ou pontos de venda por unidades federativas ou por regides brasileiras.

Referéncias
Ahmadi-Javid, A. et al. (2018). A profit-maximization location-routing-pricing problem: A branch-
and-price algorithm. European Journal of Operational Research, 271:866—881.

Deksnyte, I. e Lydeka, Z. (2012). Dynamic pricing and its forming factors. International Journal
of Business and Social Science, 3:23.

Hoesel, S. v. (2008). An overview of stackelberg pricing in networks. European Journal of Opera-
tional Research, 189:393-1402.

Karp, R. M. (1972). Reducibility among combinatorial problems. Complexity of Computer Com-
putations, 197, p. 85-103.

Lin, Y. H. e Tian, Q. (2023). Facility location and pricing problem: Discretized mill price and exact
algorithms. European Journal of Operational Research, 308:568-580.

Marn, M. e Rosiello, R. (1992). Managing price, gaining profit. Harvard Business Review, Sep-
tember/October:84-93.

Phillips, R. L. (2021). Pricing and revenue optimization. Stanford University Press.

Plyasunov, A. V. e Panin, A. A. (2013). The pricing problem part i: Exact and approximate algo-
rithms. J. Appl. Indust. Math., 7:241-251.

Simon, H. e Fassnacht, M. (2019). Price Management. Springer Nature.

DOI: 10.59254/sbpo-2023-175167
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175167


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175167
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2023-175167
http://www.tcpdf.org

