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RESUMO

Neste trabalho, identificamos algumas condi¢des muito gerais que garantem a convergéncia
global de métodos numéricos para resolver problemas de otimiza¢do ndo linear com restri¢cdes. Com
isso em mente, mostramos que uma variedade de métodos de Restauracdo Inexata se encaixam no
Jframework apresentado. Além disso, propomos um algoritmo SQP especifico nessa linha, combi-
nado com um processo de aceleragcao suportado pela teoria geral de convergéncia.
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Sequencial.
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ABSTRACT
In this work we identify some very general conditions that guarantee the global con-
vergence of numerical methods to solve constrained nonlinear optimization problems. With that in
mind, we show that a range of Inexact Restoration methods fit the presented framework. Further-
more, we propose a particular SQP algorithm in this line, combined with an acceleration process
supported by the general theory of convergence.
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1. Introducao
Uma infinidade de aplicacdes podem ser modeladas como problemas de otimizacio, nas

quais busca-se minimizar ou maximizar um certo objetivo, respeitando algumas condicdes es-
pecificas. Uma formulacdo adequada de uma situacdo como um problema de otimiza¢do permite
que o tomador de decisdo faga melhores escolhas e por isso cada vez mais estd sendo empregada
em diversas areas do conhecimento. A teoria acerca deste tema € riquissima e todos os dias novos
resultados s@o obtidos sobre o assunto. Muito dos trabalhos focam nas propriedades matemaéticas
do problema de otimizacdo e enquanto outros se dedicam ao desenvolvimento de métodos com-
putacionais para obter solugdes dos mesmos. Embora seja um tema extremamente estudado, ndo
ha uma técnica universalmente aceita como a melhor para resolver problemas de otimizagao inde-
pendente de sua formulagdo. A maioria dos algoritmos para resolver problemas de otimizagdo é
iterativo, partindo de uma ou mais estimativas iniciais de solugcdo e gerando novas aproximacdes
que espera-se ser de melhor qualidade do que as anteriores.

Muitos dos métodos para encontrar solu¢des sao especificos para um problema de inte-
resse enquanto outros podem ser aplicados para uma gama maior de problemas, geralmente nio tao
eficientes quando algo desenvolvido especificamente para um problema em questdo. Dentre os tra-
balhos que se dedicam a métodos de solucao, podemos dividi-los em dois grupos: os que tem uma
s6lida teoria de convergéncia e os que nao possuem, geralmente baseados em escolhas empiricas na
busca de aproximacdes da solucdo. Para os casos com maior suporte tedrico, a andlise dos algorit-
mos pode ou ndo depender de uma escolha de ponto inicial relativamente préxima de uma solugao.
No caso da dependéncia do ponto inicial dizemos que o método tem convergéncia local, enquanto
no caso contrario dizemos que a convergéncia é global.

Neste trabalho estamos interessados em identificar alguns elementos basicos que po-
dem assegurar a convergéncia global de algoritmos para problemas suaves gerais de otimizac¢ao
continua. Desta maneira, abrimos a possibilidade de enquadrar varias propostas especificas dentro
do arcabouco tedrico que garante boas propriedades de convergéncia. Com isso é possivel ndo s6
ter uma teoria de convergéncia unificada para varios métodos para problemas gerais de otimizagao,
mas também agregar estratégias especificas para problemas particulares, que muitas vezes ndo pos-
suem teoria bem estabelecida. Como delimitagdo do escopo deste artigo, vamos focar em usar um
esquema de globalizacdo para garantir a convergéncia de métodos de Restauragcao Inexata com uso
de Programacdo Quadrética Sequencial.

Consideremos o problema geral de Programacgdo Nao Linear

Minimizar f(x)
sujeitoa  h(x) =0 (1)
ASEY)

onde f : R" — R, h : R — R sio suficientemente suaves e {2 é um politopo compacto, convexo
€ ndo vazio.
2. Elementos essenciais para a globalizacao

Um trabalho importante na literatura que também busca identificar elementos essenciais
para a globalizacdo de algoritmos gerais de otimizagdo é o [Gonzaga et al., 2003], no qual os autores
usam uma estratégia de filtros. Outra estratégia usual para garantir a globalizagao € o uso de funcdes
de mérito, que combinam a fun¢d@o objetivo com as restricdes. Nossa abordagem seguird por esta
linha e, para isso, vamos considerar o Lagrangiano L(x, \) = f(x) + ATh(x) e, para § € (0,1), a
funcdo de mérito, conhecida como Lagrangiano Afiado,

O(x, A, 0) = OL(x, \) + (1 — 0)||h(z)]]. 2)
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Métodos de Restauracdo Inexata (IR) sdo propostas para resolver problemas de Otimizagao
que lidam com a viabilidade e a otimalidade em fases diferentes em cada iteracdo. Estas ideias tem
como base os trabalhos de [Rosen, 1960; Miele et al., 1969] e os primeiros trabalhos com a no-
menclatura de IR foram [Martinez e Pilotta, 2000] e [Martinez, 2001]. Dado um ponto, primeiro a
viabilidade é parcialmente restaurada, o que chamamos de fase de restauracdo. Na segunda fase a
otimalidade é melhorada, geralmente mantendo-se no espago tangente das restrigdes para um con-
trole da deterioracdo da viabilidade em relagdo ao ponto restaurado. Geralmente ndo € especificado
como obter o ponto restaurado, abrindo possibilidade do uso de uma gama de métodos, exigindo
apenas que a distancia até o iterando anterior seja controlada pelo valor de sua inviabilidade.

Em [Martinez e Pilotta, 2000] a funcdo de mérito ® ¢ utilizada considerando sempre
A = 0, ou seja, uma combinacdo direta entre a func@o objetivo e a medida de inviabilidade. J4
em [Martinez, 2001] é considerado o uso dos multiplicadores de Lagrange, e é argumentado que
isso pode acelerar a convergéncia do algoritmo, permitindo o aceite de passos maiores, jad que
as condicdes de otimalidade de segunda ordem envolvem o Lagrangiano no espaco tangente das
restricdes e ndo a funcdo original. Ao contrdrio da maioria dos trabalhos anteriores, que utiliza-
vam estratégias de regido de confianga para obter decréscimo suficiente, em [Fischer e Friedlander,
2010] é proposto um algoritmo de IR com busca linear. Este trabalho ndo usa informacdes dos
multiplicadores de Lagrange na fung¢do de mérito e foi um marco no desenvolvimento de métodos
deste tipo em virtude da teoria ser mais limpa do que seus precedentes.

Seguindo as ideias de [Fischer e Friedlander, 2010], em [Bueno et al., 2015] foi proposto
um algoritmo de IR permitindo maior flexibilidade na escolha dos passos intermedidrios do algo-
ritmo, além do uso de multiplicadores de Lagrange e o uso de modelos quadraticos para determinar
a direcdo de busca na fase de otimizagdo. Estas adaptacdes se mostraram mais eficientes na pratica,
0 que motivou o uso de técnicas de Programacao Quadratica Sequencial (SQP) em métodos de IR
em outros trabalhos. Em [Birgin et al., 2015] os autores mostram que um passo de Newton inde-
terminado para uma linearizacio das restri¢cdes sucedido do passo de SQP tem convergéncia local
quadratica. A fim de assegurar a convergéncia global, este procedimento € embarcado no esquema
de IR de [Bueno et al., 2015]. Entretanto, os testes numéricos mostram que, embora haja um ganho
grande em robustez, o algoritmo perde eficiéncia nos problemas onde o esquema newtoniano puro
era bem sucedido. Em decorréncia disso, outros dois algoritmos sdo propostos em [Birgin et al.,
2016] buscando aproveitar melhor os passos do algoritmo local. A primeira estratégia, chamada
de semilocal, consiste simplesmente em aplicar o algoritmo local com uma busca linear que exige
apenas que os valores de inviabilidade ndo crescam na restauracio e os valores do Lagrangiano néo
crescam na fase de otimalidade. Esta estratégia mantém a convergéncia local quadrética do algo-
ritmo. A segunda ideia € um algoritmo hibrido que no inicio de cada iteragdo permite um niimero
de iteragdes do algoritmo semilocal. Caso o ponto encontrado seja melhor do que o iterando atual,
ele é considerado como novo iterando do algoritmo. Caso contrdrio voltamos ao ponto anterior e
prosseguimos a iteracdo como no método global.

Para este trabalho em especifico, estamos propondo uma estrutura geral que garante a
convergéncia global. Isso permite usar, entre outros, passos como os feitos em [Birgin et al., 2015].
Considere que em uma iteragdo £ de um dado algoritmo para otimizac¢@o nio linear com restrigdes
que utilize uma estratégia da fun¢io de mérito, os novos iterandos z**! e 6, sdo submetidos a
dois testes de aceite, como mostra o Algoritmo 1. Nessa estrutura, sob certas condi¢des, o teste (3)
garante que teremos limy_,, h(x*) = 0 enquanto que (4) nos dd lim,_ ||[2*+1 —2*|| = 0. Dessa
forma, independente da estimativa inicial de 20 e A\°, temos que a sequéncia {z*} caminha para
uma regido viavel, assumindo determinadas hipSteses sobre a sequéncia {6y }.
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Algoritmo 1: Estrutura geral da globalizacdo

Passo 0: Inicializacao

Sao definidos os pardmetros do algoritmo, & > 0, @ > 0, 0 > 0, 6y € (0, 1), e um valor inicial

para a estimativa de soluciio, 2% e A\. O contador de iteracdes k é zerado.
Passo 1: Teste de decréscimo da fungdo L e ©
Encontre zF1 € Q, AF*1 e 6,1 € (0,1) de modo que:

(2PN 0, 1) < B2, AF 0)1) — | h(2F)].

L™ ) < L(ah %) — |2t — 2|2 + alla(a")]].

Passo 2: Se um determinado critério foi atingido, finalize o algoritmo.
Caso contrario, incremente k e volte ao Passo 1.

A ideia geral é que passos de Newton para o sistema KKT t€m o potencial de acelerar
o processo de otimizagdo. Assim, para que a aceleracdo esteja contemplada pela teoria de con-
vergéncia, podemos submeter os iterandos aos testes de aceite do Algoritmo 1. Caso eles ndo sejam
satisfeitos, voltamos ao algoritmo de [Bueno et al., 2015].
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