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RESUMO

Neste trabalho, identificamos algumas condições muito gerais que garantem a convergência
global de métodos numéricos para resolver problemas de otimização não linear com restrições. Com
isso em mente, mostramos que uma variedade de métodos de Restauração Inexata se encaixam no
framework apresentado. Além disso, propomos um algoritmo SQP especı́fico nessa linha, combi-
nado com um processo de aceleração suportado pela teoria geral de convergência.

PALAVRAS CHAVE. Restauração Inexata, Otimização não linear, Programação Quadrática
Sequencial.
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ABSTRACT
In this work we identify some very general conditions that guarantee the global con-

vergence of numerical methods to solve constrained nonlinear optimization problems. With that in
mind, we show that a range of Inexact Restoration methods fit the presented framework. Further-
more, we propose a particular SQP algorithm in this line, combined with an acceleration process
supported by the general theory of convergence.
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1. Introdução
Uma infinidade de aplicações podem ser modeladas como problemas de otimização, nas

quais busca-se minimizar ou maximizar um certo objetivo, respeitando algumas condições es-
pecı́ficas. Uma formulação adequada de uma situação como um problema de otimização permite
que o tomador de decisão faça melhores escolhas e por isso cada vez mais está sendo empregada
em diversas áreas do conhecimento. A teoria acerca deste tema é riquı́ssima e todos os dias novos
resultados são obtidos sobre o assunto. Muito dos trabalhos focam nas propriedades matemáticas
do problema de otimização e enquanto outros se dedicam ao desenvolvimento de métodos com-
putacionais para obter soluções dos mesmos. Embora seja um tema extremamente estudado, não
há uma técnica universalmente aceita como a melhor para resolver problemas de otimização inde-
pendente de sua formulação. A maioria dos algoritmos para resolver problemas de otimização é
iterativo, partindo de uma ou mais estimativas iniciais de solução e gerando novas aproximações
que espera-se ser de melhor qualidade do que as anteriores.

Muitos dos métodos para encontrar soluções são especı́ficos para um problema de inte-
resse enquanto outros podem ser aplicados para uma gama maior de problemas, geralmente não tão
eficientes quando algo desenvolvido especificamente para um problema em questão. Dentre os tra-
balhos que se dedicam a métodos de solução, podemos dividi-los em dois grupos: os que tem uma
sólida teoria de convergência e os que não possuem, geralmente baseados em escolhas empı́ricas na
busca de aproximações da solução. Para os casos com maior suporte teórico, a análise dos algorit-
mos pode ou não depender de uma escolha de ponto inicial relativamente próxima de uma solução.
No caso da dependência do ponto inicial dizemos que o método tem convergência local, enquanto
no caso contrário dizemos que a convergência é global.

Neste trabalho estamos interessados em identificar alguns elementos básicos que po-
dem assegurar a convergência global de algoritmos para problemas suaves gerais de otimização
contı́nua. Desta maneira, abrimos a possibilidade de enquadrar várias propostas especı́ficas dentro
do arcabouço teórico que garante boas propriedades de convergência. Com isso é possı́vel não só
ter uma teoria de convergência unificada para vários métodos para problemas gerais de otimização,
mas também agregar estratégias especı́ficas para problemas particulares, que muitas vezes não pos-
suem teoria bem estabelecida. Como delimitação do escopo deste artigo, vamos focar em usar um
esquema de globalização para garantir a convergência de métodos de Restauração Inexata com uso
de Programação Quadrática Sequencial.

Consideremos o problema geral de Programação Não Linear

Minimizar f(x)
sujeito a h(x) = 0

x ∈ Ω
(1)

onde f : Rn → R, h : Rn → Rm são suficientemente suaves e Ω é um politopo compacto, convexo
e não vazio.
2. Elementos essenciais para a globalização

Um trabalho importante na literatura que também busca identificar elementos essenciais
para a globalização de algoritmos gerais de otimização é o [Gonzaga et al., 2003], no qual os autores
usam uma estratégia de filtros. Outra estratégia usual para garantir a globalização é o uso de funções
de mérito, que combinam a função objetivo com as restrições. Nossa abordagem seguirá por esta
linha e, para isso, vamos considerar o Lagrangiano L(x, λ) = f(x) + λTh(x) e, para θ ∈ (0, 1), a
função de mérito, conhecida como Lagrangiano Afiado,

Φ(x, λ, θ) := θL(x, λ) + (1− θ)∥h(x)∥. (2)

http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175139

http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/175139


Métodos de Restauração Inexata (IR) são propostas para resolver problemas de Otimização
que lidam com a viabilidade e a otimalidade em fases diferentes em cada iteração. Estas ideias tem
como base os trabalhos de [Rosen, 1960; Miele et al., 1969] e os primeiros trabalhos com a no-
menclatura de IR foram [Martı́nez e Pilotta, 2000] e [Martı́nez, 2001]. Dado um ponto, primeiro a
viabilidade é parcialmente restaurada, o que chamamos de fase de restauração. Na segunda fase a
otimalidade é melhorada, geralmente mantendo-se no espaço tangente das restrições para um con-
trole da deterioração da viabilidade em relação ao ponto restaurado. Geralmente não é especificado
como obter o ponto restaurado, abrindo possibilidade do uso de uma gama de métodos, exigindo
apenas que a distância até o iterando anterior seja controlada pelo valor de sua inviabilidade.

Em [Martı́nez e Pilotta, 2000] a função de mérito Φ é utilizada considerando sempre
λ = 0, ou seja, uma combinação direta entre a função objetivo e a medida de inviabilidade. Já
em [Martı́nez, 2001] é considerado o uso dos multiplicadores de Lagrange, e é argumentado que
isso pode acelerar a convergência do algoritmo, permitindo o aceite de passos maiores, já que
as condições de otimalidade de segunda ordem envolvem o Lagrangiano no espaço tangente das
restrições e não a função original. Ao contrário da maioria dos trabalhos anteriores, que utiliza-
vam estratégias de região de confiança para obter decréscimo suficiente, em [Fischer e Friedlander,
2010] é proposto um algoritmo de IR com busca linear. Este trabalho não usa informações dos
multiplicadores de Lagrange na função de mérito e foi um marco no desenvolvimento de métodos
deste tipo em virtude da teoria ser mais limpa do que seus precedentes.

Seguindo as ideias de [Fischer e Friedlander, 2010], em [Bueno et al., 2015] foi proposto
um algoritmo de IR permitindo maior flexibilidade na escolha dos passos intermediários do algo-
ritmo, além do uso de multiplicadores de Lagrange e o uso de modelos quadráticos para determinar
a direção de busca na fase de otimização. Estas adaptações se mostraram mais eficientes na prática,
o que motivou o uso de técnicas de Programação Quadrática Sequencial (SQP) em métodos de IR
em outros trabalhos. Em [Birgin et al., 2015] os autores mostram que um passo de Newton inde-
terminado para uma linearização das restrições sucedido do passo de SQP tem convergência local
quadrática. A fim de assegurar a convergência global, este procedimento é embarcado no esquema
de IR de [Bueno et al., 2015]. Entretanto, os testes numéricos mostram que, embora haja um ganho
grande em robustez, o algoritmo perde eficiência nos problemas onde o esquema newtoniano puro
era bem sucedido. Em decorrência disso, outros dois algoritmos são propostos em [Birgin et al.,
2016] buscando aproveitar melhor os passos do algoritmo local. A primeira estratégia, chamada
de semilocal, consiste simplesmente em aplicar o algoritmo local com uma busca linear que exige
apenas que os valores de inviabilidade não cresçam na restauração e os valores do Lagrangiano não
cresçam na fase de otimalidade. Esta estratégia mantém a convergência local quadrática do algo-
ritmo. A segunda ideia é um algoritmo hı́brido que no inı́cio de cada iteração permite um número
de iterações do algoritmo semilocal. Caso o ponto encontrado seja melhor do que o iterando atual,
ele é considerado como novo iterando do algoritmo. Caso contrário voltamos ao ponto anterior e
prosseguimos a iteração como no método global.

Para este trabalho em especı́fico, estamos propondo uma estrutura geral que garante a
convergência global. Isso permite usar, entre outros, passos como os feitos em [Birgin et al., 2015].
Considere que em uma iteração k de um dado algoritmo para otimização não linear com restrições
que utilize uma estratégia da função de mérito, os novos iterandos xk+1 e θk+1 são submetidos a
dois testes de aceite, como mostra o Algoritmo 1. Nessa estrutura, sob certas condições, o teste (3)
garante que teremos limk→∞ h(xk) = 0 enquanto que (4) nos dá limk→∞ ∥xk+1−xk∥ = 0. Dessa
forma, independente da estimativa inicial de x0 e λ0, temos que a sequência {xk} caminha para
uma região viável, assumindo determinadas hipóteses sobre a sequência {θk}.
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Algoritmo 1: Estrutura geral da globalização
Passo 0: Inicialização
São definidos os parâmetros do algoritmo, α > 0, ᾱ > 0, σ > 0, θ0 ∈ (0, 1), e um valor inicial
para a estimativa de solução, x0 e λ0. O contador de iterações k é zerado.
Passo 1: Teste de decréscimo da função L e Φ
Encontre xk+1 ∈ Ω, λk+1 e θk+1 ∈ (0, 1) de modo que:

Φ(xk+1, λk+1, θk+1) ≤ Φ(xk, λk, θk+1)− α∥h(xk)∥. (3)

e
L(xk+1, λk+1) ≤ L(xk, λk)− σ∥xk+1 − xk∥2 + ᾱ∥h(xk)∥. (4)

Passo 2: Se um determinado critério foi atingido, finalize o algoritmo.
Caso contrário, incremente k e volte ao Passo 1.

A ideia geral é que passos de Newton para o sistema KKT têm o potencial de acelerar
o processo de otimização. Assim, para que a aceleração esteja contemplada pela teoria de con-
vergência, podemos submeter os iterandos aos testes de aceite do Algoritmo 1. Caso eles não sejam
satisfeitos, voltamos ao algoritmo de [Bueno et al., 2015].
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