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RESUMO

De acordo com Duchet (1987), o primeiro artigo de convexidade em grafos gerais é o
artigo de 1981 entitulado “Convexity in graphs”. Um dos seus autores, Frank Harary, introduziu
em 1984 os primeiros jogos de convexidade em grafos, na convexidade geodésica, investigados em
uma sequéncia de cinco artigos que terminou em 2003. Neste artigo, definimos novos jogos de
convexidade de grafos, relacionados a parametros classicos de convexidade, como o posto (rank)
e o nimero de envoltéria (hull number), estendemos 0s jogos antigos € 0os novos para qualquer
convexidade de grafos e obtemos estratégias vencedoras a partir do jogo cldssico Nim, bem como
obtemos resultados de PSPACE-completude.

PALAVRAS CHAVE. convexidade de grafos, jogos de convexidade, jogo Nim, PSPACE.
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ABSTRACT

Accordingly to Duchet (1987), the first paper of convexity on general graphs is the 1981
paper “Convexity in graphs”. One of its authors, Frank Harary, introduced in 1984 the first graph
convexity games, on the geodesic convexity, investigated in a sequence of five papers that ended in
2003. In this paper, we define new natural convexity games, related to classical graph convexity
parameters, such as the rank and the hull number, extend the old games and the new ones to any
graph convexity, and obtain winning strategies from the classical Nim game and PSPACE-hardness
results.
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1. Introducao

Convexidade é um tema cléssico, estudado em muitos ramos diferentes da matematica. O
estudo de convexidades aplicadas a grafos comecou recentemente, cerca de 50 anos atrds. O artigo
de Erdés et al. [1972] € um dos primeiros neste tépico, focado em torneios. De acordo com Duchet
[1987], o primeiro artigo em grafos gerais, publicado em inglés, € o artigo entitulado “Convexity in
graphs” de Harary e Nieminem [1981]. Logo depois, Frank Harary [1984] introduziu os primeiros
jogos de convexidade de grafos em seu resumo “Convexity in graphs: achievement and avoidance
games”. Esta linha de pesquisa sobre jogos de convexidade em grafos terminou em 2003 apds
uma sequéncia de cinco artigos — Harary [1984]; Buckley e Harary [1985b,a]; Necaskova [1988];
Haynes et al. [2003] — todos eles focados na convexidade geodésica'. Neste artigo, continuamos
esta linha de pesquisa definindo novos jogos naturais de convexidade e obtendo resultados sobre
0s jogos antigos e 0s jogos novos para algumas convexidades cldssicas de grafos. Para explica-los
precisamos de algumas defini¢des bdsicas.

Segundo van de Vel [1993], uma convexidade C em um conjunto finito V' # () é uma
familia de subconjuntos de V' tal que 0,V € C e C é fechado sob interse¢do. Ou seja, S1,5% € C
implica S1 N .S2 € C. Um membro de C € denominado um conjunto C-convexo. Dado S C V, o
fecho C-convexo de S é o menor conjunto C-convexo hullg(S) contendo S, também chamado de
envoltéria C-convexa. Dizemos que S é um conjunto de envoltéria em C se hulle(S) = V. E facil
ver que hulle(+) é um operador de fecho (closure operator), ou seja, para todo S, S" C V:

(i) S C hulle(5) (extensividade),
(i) S C S = hullg(S) C hulle(S’) (monotonicidade),
(i) hulle(0) = 0 (normalizagio?) e

(iv) hullg(S) = hulle(hulle(S)) (idempoténcia).

Dizemos que I¢ : 2V — 2V é uma funcdo intervalo em V se, para todo S, S’ C V temos:

(i) S CIe(S) (extensividade),
(i) SCS = Ie(S) CIe(Y) (monotonicidade) e
(iii) Ie(0) = 0 (normalizacio).

Note que fungdes de intervalo sé ndo precisam satisfazer a propriedade (iv) de idem-
poténcia do fecho convexo. E ficil ver que toda funcio de intervalo Ic(+) sobre V' induz a convexi-
dade C dos subconjuntos S C V tais que I¢(S) = S. Sabe-se que o fecho convexo de um conjunto
S pode ser obtido aplicando exaustivamente a fung@o de intervalo correspondente até obter um
conjunto convexo. Dizemos que S é um conjunto de intervalo em C se Io(S) = V.

Dado um grafo finito 7, dizemos que C é uma convexidade sobre G se ¢ uma convexidade
sobre V' (G) com uma fungéo de intervalo I¢ () definida. Por exemplo, as convexidades geodésica,
monofonica e Ps sdo definidas tomando I¢(.S) como sendo S mais todo vértice em um caminho
entre dois vértices de S que seja minimo, ou induzido, ou Ps, respectivamente.

! Alguns autores, como Pelayo [2013], usam o termo geodética como adjetivo do substantivo geodésica. No entanto,
livros cldssicos como van de Vel [1993] e Gruber e Wills [1993] usam apenas o termo geodésica para substantivo e
adjetivo e ndo usam o termo geodética. Preferimos seguir esse padrao.

Zvan de Vel [1993] considera a propriedade de normalizagéo na definicdo de operador de fecho.
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Dada uma convexidade C em G, seja o niimero de envoltéria hng(G) o tamanho de um
conjunto minimo de envoltdria C de G. Seja também o niimero de intervalo in¢(G) o tamanho de
um conjunto minimo de intervalo C de G. Quando nio houver possibilidade de confusio, podemos
omitir C do subscrito e escrever apenas conjunto convexo, fecho convexo, hull(S), conjunto de
envoltdria, niimero de envoltoria, 1(.S), conjunto de intervalo e niimero de intervalo.

O ndmero de envoltéria é um dos pardmetros de convexidade mais estudados e foi in-
troduzido por Everett e Seidman [1985], na convexidade geodésica. Existem varios resultados de
complexidade computacional para o nimero de envoltdria na literatura, como por exemplo a prova
de que é NP—dificil na convexidade P3 mesmo em subgrafos de grades e que é APX—dificil nas
convexidades P5 e geodésica (ver Aratjo et al. [2018]). O nimero de intervalo foi introduzido por
Harary et al. [1993], na convexidade geodésica, onde provou-se que é NP—dificil.

Um subconjunto de vértices S de um grafo G estd em posicdo geral na convexidade C se
S ndo contém 3 elementos z, y, z tais que z estd no intervalo de x e y, ou seja, z & Ic({z,y})). O
niimero de posicdo geral gp.(G) de G € o maior subconjunto de V(G) em posigao geral em C. O
classico problema No-Three-in-Line de Dudeney [1917]3 busca o maior ndmero de vértices de uma
grade m X m sem que trés formem uma reta, problema o qual permanece em aberto para m > 46
de acordo com Flammenkamp [1998]. Motivados por isso, Manuel e Klavzar [2018] introduziram
o nimero de posi¢cao geral gpg(G) na convexidade geodésica e provaram que este problema é NP-
dificil. Recentemente, Aradjo et al. [2023] provaram que o nimero de posicdo geral também ¢
NP-dificil na convexidade P; mesmo em grafos planares com grau maximo quatro.

Um subconjunto .S de vértices de um grafo G estd em posicdo convexa (ou é convexamente
independente) na convexidade C se S é o conjunto de pontos extremos de hullg(.S), ou seja, nenhum
x € S pertence a hulle(S \ {z}); e convexamente dependente caso contrario. O posto (rank) de G,
denotado por rk(G), é definido como o tamanho do maior subconjunto convexamente independente
de V(G). O posto foi introduzido por Jamison [1981] nos primérdios de convexidade em grafos.
Nas convexidades monofénica e P53, Ramos et al. [2014] provaram que o posto é NP-dificil. Na
convexidade geodésica, Kanté et al. [2017] provaram que o posto é NP-dificil mesmo em grafos
bipartidos e obtiveram algoritmo polinomial em grafos distancia hereditaria.

Entre os jogos introduzidos por Harary [1984] (que sdo melhor explicados em Buckley
e Harary [1985a,b]), temos o “jogo (do intervalo) geodésico™ e o “jogo (do intervalo) geodésico
fechado”. Buckley e Harary [1985b] resolveram os jogos de intervalo geodésicos para ciclos e
grafos bipartidos completos . Necdskova [1988] melhorou alguns resultados de Buckley e Harary
[1985b] e Haynes et al. [2003] obtiveram resultados para arvores e grafos multipartidos completos.
Nenhum dos jogos mencionados nesses artigos envolve o conceito de fecho convexo. Em seu
resumo sobre jogos de convexidade em grafos, Frank Harary [1984] mencionou “jogos envolvendo
o fecho convexo”, mas nenhum jogo desse tipo foi definido ou investigado na literatura.

Ao invés de fornecer a defini¢@o original desses jogos, definidos inicialmente para a con-
vexidade geodésica, nossa primeira contribuicao € fornecer definicdes gerais desses jogos para qual-
quer convexidade de grafos. Além disso, definimos ainda jogos naturais relacionados ao niimero de
envoltdria e ao posto (rank).

Definicao 1.1. Seja C uma convexidade em um grafo finito G. Nos jogos de convexidade abaixo, o
conjunto L de vértices rotulados é inicialmente vazio e as definicdes de f(L) e g(L) mencionados
abaixo dependem do jogo. Dois jogadores (Alice e Bob, iniciando por Alice) alternadamente rotu-
lam um vértice ainda ndo rotulado v que ndo estd em f(L). O jogo termina quando g(L) = V(G).

3Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney [1917], que é apresentado pela prestigiada
revista Nature [1917].

DOI: 10.59254/sbpo-2023-174899
http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/174899


http://live-proceedings.pantheonsite.io/p/174899
http://dx.doi.org/10.59254/sbpo-2023-174899

9 s&o José dos Campos - SP

-]

- LV Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional
WA LV s B P O_| S&o José dos Campos, SP - 6 a 9 de novembro de 2023

o

No jogo JE da envoltoria C: f(L)=L e g(L)=hullg(L).

No jogo JI¢ do intervalo C: f(Ly=L e g(L) =1c(L).

No jogo JEF da envoltoria C fechada: f(L) = g(L) = hullg(L).

No jogo JIF¢ do intervalo C fechado:  f(L) = g(L) =I¢(L).

Recentemente, KlavZar et al. [2022] introduziram o jogo JPG¢ da posicdo geral. Nesse
jogo, considerando uma convexidade C qualquer sobre um grafo GG, o conjunto L dos vértices
rotulados deve sempre estar em posi¢@o geral na convexidade C, ou seja, ndo pode haver um vértice
v e Stalquev € Ig(S\ {v}). Com relagdo a complexidade computacional, Chandran S. V.
et al. [2023] provaram que o jogo da posicao geral na convexidade geodésica ¢ PSPACE—completo
mesmo em grafos com didmetro 4, tanto na variante normal como na variante pobre (misére), que
sdo definidas abaixo.

Neste artigo, introduzimos também o jogo JPC¢ da posigdo convexa. Nesse jogo, consi-
derando uma convexidade C qualquer sobre um grafo GG, o conjunto L dos vértices rotulados deve
sempre estar em posicdo convexa na convexidade C, ou seja, ndo pode haver um vértice v € S tal
que v € hulle(S'\ {v}).

Cada um desses jogos tem 3 variantes: normal, onde o dltimo a jogar vence; pobre
(misere), onde o ultimo a jogar perde; e, dtima (ou de otimizacdo), onde, além do grafo G, a
instincia também tem um inteiro k£ > 0, e Alice vence se no final |L| < k nos jogos JE¢, Jl¢, JEF¢
e JIF¢, ou se |L| > k nos jogos JPG¢ e JPCe. Ou seja, na variante 6tima, Alice é a jogadora coope-
rativa que deseja otimizar L (minimizando ou maximizando, dependendo do jogo), enquanto Bob
¢ o jogador ndo-cooperativo que deseja atrapalhar Alice, ndo importando quem termine o jogo. Do
Teorema de Zermelo [1913], um dos jogadores tem estratégia vencedora em cada um desses jogos
e suas variantes, pois sao jogos finitos de informacdo perfeita e sem empate. Com isso, o problema
de decisao desses jogos € decidir se Alice possui uma estratégia vencedora.

Definicao 1.2. As variantes de otimizagdo induzem 6 novos pardmetros de convexidade:

* Nidmero ghn,(G) do jogo JE¢ da envoltéria C,

Nuimero ging(G) do jogo JI¢ do intervalo C,

Numero cghn,(G) do jogo JEF: da envoltéria C fechada e
* Nimero cging(G) do jogo JIF¢ do intervalo C fechado,

* Niimero ggp.(G) do jogo JPG¢ da posicao geral C,

* Nidmero grk.(G) do jogo JPC da posigdo convexa C,

que consistem do valor 6timo de k para o qual Alice tem estratégia vencedora na variante de
otimizagdo do jogo de convexidade correspondente na convexidade C sobre o grafo G.

Neste artigo, provamos que as variantes normal e pobre do jogo da posicdo convexa nas
convexidades monofonica e geodeésica sio PSPACE-completas, bem como para os jogos da en-
voltoria. Também obtemos algoritmos polinomiais para decidir o jogador com estratégia vencedora
nos jogos fechados da envoltdria e do intervalo nas convexidades monof6nica e geodésica em certas
classes de grafos, a partir de estratégias vencedoras do cldssico jogo Nim.
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2. Jogos de Convexidade: Resultados Preliminares
Nesta secdo, provamos alguns resultados novos.

Lema 2.1. Alice vence os 4 jogos da Definicdo 1.1 nas convexidades monofonica e geodésica
no grafo completo K,, se e s6 se n é impar na variante normal ou n é par na variante pobre. Na
convexidade Ps, Alice perde a variante normal e vence a variante pobre dos 4 jogos de convexidade
em K,. Todos os pardmetros da Definicdo 1.2 sdo iguais a n nas convexidades monofonica e
geodésica e sdo iguais a 2 na convexidade Ps.

Demonstragdo. Nas convexidades monof6nica e geodésica, todo vértice de um grafo completo pre-
cisa ser rotulado em todos os jogos. Na convexidade Ps, todos os jogos terminam no segundo
movimento, pois todo vértice estd no fecho ceonvexo de quaisquer dois vértices de um grafo com-
pleto. O

Lema 2.2. Seja C uma convexidade sobre um grafo G. Entdo:

e hne(G) < cghng(G) < ghng(G) < min{ 2 hne(G) — 1, n}

e ing(G) < ging(G) < min{ 2-inc(G) -1, n },

* ing(G) < cging(G) < n,

grke(G) < ggpe(G) < gpe(G),

« grke(G) < rthe(G) < gpe(G)

Demonstragdo. Considere primeiramente os jogos de envoltéria. Os jogos obtém um conjunto
de envoltéria e portanto tem tamanho pelo menos hng(G). Além disso, note que a restricdo do
jogo fechado afeta Bob apenas, pois ndo é bom para Alice selecionar vértices que ja estdo no
fecho convexo dos jé rotulados, visto que ela deseja minimizar o tamanho do conjunto. Portanto
cghn,(G) < ghny(G). Finalmente note que o tamanho é no maximo o nimero n de vértices e
que Alice pode simplesmente selecionar em cada uma de suas jogadas um vértice de um conjunto
minimo de envoltéria. No pior caso, ocorrerdo hne(G) rodadas terminando com Alice e portanto
serdo selecionados no maximo 2 - hng(G) — 1 vértices. Analogamente para os jogos do intervalo.
As desigualdades sobre os jogos da posicdo geral e da posicdo convexa seguem do fato de
que todo conjunto em posi¢ao convexa estd em posicao geral. O

Um exemplo no limite superior é o jogo da envoltdria P3 nos ciclos C4 e Cg, pois
hnps(C4)=2, cghnp;(Cy)=ghnp;(C4)=3, hnps(Cs)=3, cghnp;(Cs)=4 e ghnps(Cs)=5. No limite
inferior, temos os ciclos C3 e C5, pois hnps(Cs)=cghnps;(C5)=ghnp;(C5)=3. Um exemplo no
meio é o ciclo C7, pois hnp3(C7)=4 e cghnps(C7)=ghnps(C5)=5 < 7.

Lema 2.3. Bob sempre vence as variantes normal e pobre dos 4 jogos da convexidade monofonica
no ciclo Cy,. Ademais, ghn, (Cy,) = gin,(Cy) = cghn, (C),) = cgin,, (C,) = 3.

Demonstragdo. Na variante normal, Bob s6 precisa rotular um vértice ndo adjacente ao primeiro
vértice rotulado por Alice. Na variante pobre, Bob apenas rotula um vértice adjacente ao primeiro
vértice rotulado por Alice. O
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Lema 2.4. Alice vence a variante normal dos jogos Jl e JIF no ciclo Cy, se e s6 se n é impar. Ade-
mais, Bob sempre vence a variante pobre dos jogos Jl, e JIF, no ciclo Cy,. Por fim, cghng(Cn) =
cging (Cy,) = ghn,(Cy,) = ging(Cy,) = 3.

Demonstracdo. Considere C), como o ciclo v, va, .. ., v, € assuma que Alice rotula v; na primeira
Jjogada. Na variante normal, Bob rotula v, /9] se n € par, vencendo o jogo; se n € impar, Bob ndo
consegue gerar o grafo inteiro e portanto Alice vencerd na préxima jogada. Na variante pobre, Bob
rotula v|,, ;| € Alice perde na préxima jogada. O

3. Estratégias vencedoras do jogo Nim para jogos fechados da envoltéria

Nim é um jogo combinatério em que dois jogadores (Alice e Bob, comecando com Alice)
alternadamente removem objetos de pilhas separadas até que nao haja mais objetos restantes. Em
cada jogada, um jogador escolhe uma pilha ndo vazia e deve remover um nidmero positivo de objetos
dela. O jogo termina quando todos os objetos sao removidos. Como de costume, o dltimo a jogar
vence na variante normal e perde na variante pobre.

Uma instancia de Nim é dada por uma sequéncia ® = (hq, ho, ..., hi), onde k é o nimero
de pilhas e h; > 1 € o tamanho da ¢-ésima pilha. Nim desempenha um papel fundamental na
Teoria Sprague-Grundy de jogos e foi matematicamente resolvido por Bouton [1901] para qualquer
instancia @, ou seja, o problema de decisao de decidir qual jogador possui uma estratégia vencedora
¢ soluciondvel em tempo polinomial em ambas as variantes de Nim. Isso estd relacionado com a
nim-soma(®), sendo a operagio xor bit a bit aplicada aos tamanhos das pilhas hq, ..., hy.

Demonstramos a seguir, na prova do seguinte lema, a conexao entre o jogo Nim € 0 jogo
de convexidade monofonica fechado no caminho F,,.

Lema 3.1. Sejan > 4. Se n é impar (resp. par), Alice (resp. Bob) tem uma estratégia vencedora
no jogo monofénico da envoltoria fechada no caminho P, em ambas as variantes normal e pobre.
O mesmo ¢ vdlido para a convexidade geodésica e para o jogo de intervalo fechado.

Demonstragdo. Sabe-se que no jogo Nim com instincia (h,h) com h > 2, Bob é o vencedor em
ambas as variantes, normal e misere. Assim, considere o jogo da envoltéria fechada monofénica no
caminho vivs2 ...v, com n > 4. Se n € par, o jogo ¢ equivalente ao Nim com instancia (%, ﬁ),
vencido por Bob em ambas as variantes normal e pobre. Se n é impar, Alice rotula o vértice
central v, 9) e, a partir da segunda jogada, o jogo € novamente equivalente a Nim com instancia
(|%],[%]). vencido por Alice em ambas as variantes normal e pobre. O

Seja ® = (hy, ..., h;) uma instincia do jogo Nim. Seja ®-estrela o grafo obtido a par-
tir de £ caminhos v; 1,...,v;p,, com ¢ = 1... k, fazendo com que os primeiros vértices desses
caminhos sejam adjacentes a um novo vértice c (o centro da estrela). Seja também a ®-aranha o
grafo obtido a partir de k caminhos v; 1,...,v;p,, comi = 1..., k, fazendo com que os primeiros
vértices desses caminhos sejam adjacentes mutuamente, isto €, v1,1,v21,. .., V1 € uma clique. O
seguinte lema mostra que as estratégias vencedoras para Bob no Nim determinam estratégias ven-
cedoras nos jogos do intervalo e da envoltéria fechados nas convexidades monof6nica e geodésica
nas $-estrelas e $-aranhas.

Lema 3.2. Seja ® = (hq,. .., hy) uma instdncia do jogo Nim com k > 3 e suponha que Bob tem
uma estratégia vencedora em ® no Nim. Entdo Alice (resp. Bob) tem uma estratégia vencedora na
D-estrela (resp. ©-aranha) na variante correspondente ao jogo monofonico hull fechado. O mesmo
é vdlido para a convexidade geodésica e para o jogo de intervalo fechado.
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Demonstragdo. Na ®-estrela, a estratégia vencedora de Alice € rotular o vértice c e depois seguir
a estratégia vencedora de Bob no Nim. Na ®-aranha, a estratégia vencedora de Bob € seguir sua
estratégia no Nim, mas tomando cuidado para rotular em seu primeiro movimento um vértice em
um caminho diferente do primeiro vértice rotulado por Alice, o que é sempre possivel. Observe
que, quando Bob rotula um vértice em um caminho diferente em seu primeiro movimento, todos
os vértices iniciais de ambos os caminhos ndo podem mais ser rotulados nos jogos fechados na
®-aranha. O

Para finalizar esta se¢@o, provamos um caso que faltou no lema anterior.

Lema 3.3. Seja ® = (hi,...,hy) uma instncia de Nim com k > 3 e suponha que Alice possui
uma estratégia vencedora para ® no jogo Nim. Entdo Bob tem uma estratégia vencedora para
a ®-estrela no jogo fechado da envoltoria monofonica, a menos que uma pilha tenha um niimero
impar de objetos e o segundo bit menos signficativo desse niimero é o vinico com valor 1 entre todas
as pilhas. O mesmo vale para a convexidade geodésica e para o jogo fechado do intervalo.

Demonstragdo. Seja T' a ®-estrela. Seja v;; o j-€simo vértice do i-ésimo caminho de 7T'. Pela
conex@o mostrada entre o jogo fechado monofonico e o jogo Nim, selecionar um vértice v;; no
jogo fechado € equivalente a remover j objetos da i-ésima pilha. De acordo com Bouton [1901]
sobre o jogo Nim, se Alice tem estratégia vencedora em ¢ no jogo Nim, entdo a nim-soma h; &
hy...® hy # 0. Alice ndo pode rotular ¢ em sua primeira jogada pois Bob poderia usar a estratégia
vencedora de Alice no jogo Nim. Além disso, Alice evitara rotular v;; tal que hy @ ha ... @ (h; —
Jj)® ... ® hi =0, pois Bob pode rotular ¢ e depois seguir a estratégia vencedora de Alice no jogo
Nim, sempre mantendo a nim-soma igual a 0.

Suponha que nao existe uma pilha com nimero impar de objetos tal que o segundo bit
menos significativo € o tnico com valor 1 entre todas as pilhas. Seja v;; o primeiro vértice seleci-
onado por Alice. Sejax = h1 D ha...® (hi — j) ® ... D hy # 0, e seja m tal que o m' bit é o
mais significativo na representacdo binaria de z. Pelo menos uma pilha tem o m*" bit igual a 1 e,
sem perda de generalidade, seja h; esta pilha. Consideramos agora 2 casos:

1. i # 1: Seja h} = x @& hy. Note que b} < hq, pois seu m-ésimo bit é 0. Logo, uma jogada
mudando de h; para ] é possivel no jogo Nim. Isso implica que

rSh ®hy...®hi—3j)®...0hp =
rdxr=0

A estratégia de Bob € portanto rotular vy;7, onde j' = hy — hf, vencendo o jogo fechado da
envoltéria monofonica mantendo a nim-soma igual a 0. Note que ¢ € hull(v;;, vq;/) pois
existe um caminho induzido entre vértices v;; € v1j passando por ¢, jaque i # 1. Sei = le
h1 ndo € a tnica pilha cujo m-ésimo bit € igual a 1, o caso é analogo a este.

2. i =1 e hy é a inica pilha cujo m-ésimo bit é igual a 1

Seja 2’ o nlimero composto pelos primeiros m bits de hq e os demais bits iguais a 0. Seja
hi = h1 @ a’. Note que h) < hq, pois os primeiros m bits de /) sdo 0 e os demais sdo iguais
aos de h;. Assim analisamos os seguintes subcasos:
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(a) h} =0: A estratégia vencedora de Bob é rotular v1;. Isso garante que (h1 — j) ® ho ®
... @& hy # 0, ndo estando c rotulado ainda. Além disso, h; ainda € a unica pilha cujo
m-ésimo bit € igual a 1. Se Alice rotula o préximo vértice em um caminho diferente do
primeiro caminho, o vértice c estard no fecho convexo dos vértices rotulados, e a soma-
nim serd diferente de 0 no jogo Nim, o que implica que Bob possui uma estratégia
vencedora. Caso contrério, se Alice rotula um vértice no mesmo caminho, a estratégia
de Bob é a mesma do Caso 1.

(b) h} > 0: Seja j' = j + h). Nesse caso, a estratégia vencedora de Bob é rotular o vértice
vy, € as proximas jogadas serdo similares ao do Caso 2a.

Finalmente note que o Caso 2a nio é possivel se o primeiro vértice rotulado por Alice é
v11 € por isso hd a restricdo do teorema para haver uma pilha com nimero impar de objetos cujo
segundo bit menos significativo € o tinico com valor 1 entre todas as pilhas. O

4. Jogos da Posicao Convexa sao PSPACE-Completos

Nesta secao, provamos que as variantes normal e pobre de varios jogos nas convexidades
monof6nica e geodésica sio PSPACE-dificeis mesmo em grafos com didmetro 2, a saber, o jogo da
posicao convexa JPC, o jogo da envoltéria JE e o jogo da envoltdria fechada JEF. Como mencionado
acima, consideramos os jogos como problemas de decisdo: dado um grafo, Alice tem uma estratégia
vencedora? Como o nimero de rodadas € no maximo n e, em cada rodada, o nimero de possiveis
vértices a rotular € no maximo n, todos esses jogos sdo jogos polinomialmente limitados de dois
jogadores, o que implica que eles estdo em PSPACE, segundo Hearn e Demaine [2009].

Comecamos com o jogo da posi¢do convexa monofénica JPC,,. De fato, provamos que
uma versao simplificada é PSPACE-dificil. No jogo simplificado da posicdo convexa, a instancia
¢ um grafo G e um vértice v de (G, que ja esta rotulado antes do inicio do jogo. Claramente, Bob
tem uma estratégia vencedora no jogo da posi¢do convexa em G se e somente se Alice tem uma
estratégia vencedora no jogo simplificado da posi¢do convexa em (G, v) para todo vértice v de G.

Obtemos redugdes do jogo de formacao de cliques, que foi provado PSPACE-completo
por Schaefer [1978]. Neste jogo, dado um grafo G, dois jogadores, Alice e Bob, comecando por
Alice, selecionam alternadamente vértices e o subconjunto dos vértices escolhidos deve induzir
uma clique. Quem joga por dltimo vence. Isso esté relacionado ao jogo Node Kayles, que também
¢ PSPACE-completo Schaefer [1978], cujo objetivo € obter um conjunto independente, ao invés de
uma clique. O jogo de formacao de cliques € o jogo Node Kayles jogado no complemento do grafo,
e vice-versa.

Teorema 4.1. A variante pobre do jogo simplificado da posicdo convexa monofénica JPC,, é
PSPACE-completa mesmo em grafos com didmetro dois.

Demonstragdo. Seja H uma instincia do jogo de formagdo de cliques. Podemos assumir que H
ndo é completo. Seja G o grafo obtido a partir de H adicionando dois novos vértices u; € ug
adjacentes a todos os vértices de H. Observe que G tem diametro 2. Além disso, considere u;
como o vértice que ja estd rotulado. Provamos que Alice tem uma estratégia vencedora no jogo de
formacao de cliques em H se e somente se ela tem uma estratégia vencedora na variante pobre do
jogo simplificado da posi¢do convexa monofonica em (G, u1). Se um jogador rotula usg, € o tltimo
a jogar, perdendo imediatamente, pois hull,, (u1,u2) = V(G). Além disso, se um jogador rotular
um vértice v; de H no jogo da posi¢do convexa e houver um vértice rotulado nio adjacente v; em
H, entdo também perde imediatamente, pois hull,, (v;, v;) = V(G). Portanto, podemos assumir
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que o conjunto L de vértices rotulados forma uma clique em todas as rodadas, exceto na tltima. Isso
estd diretamente relacionado ao jogo de formacgdo de cliques em H. Se Alice tem uma estratégia
vencedora no jogo de formacgao de cliques em H, entdo Bob é o primeiro a rotular um vértice de
G com um vértice rotulado ndo vizinho, o que implica que ele perde na variante pobre do jogo da
envoltéria. Analogamente, se Bob tem uma estratégia vencedora no jogo de formacao de cliques
em H. 0

2

Teorema 4.2. A variante normal do jogo simplificado da posicdo convexa monofénica JPCy, é
PSPACE-completa mesmo em grafos com didmetro dois.

Demonstragdo. Considere a mesma reducgio do Teorema 4.1, mas adicionando a G um novo vértice
w, que € isolado. Como antes, seja u; o vértice ja rotulado em (. Se um jogador rotular w (resp. uz)
quando uo (resp. w) ndo estiver rotulado, perderd imediatamente, pois o oponente rotula uo (resp.
w), ganhando a variante normal, ja que hull,,(u;,ue, w) = V(G). Além disso, se um jogador
rotular um vértice v; de H no jogo da posi¢do convexa e houver um vértice rotulado nio adjacente
v; em H, entdo o jogador perderd imediatamente, pois o oponente rotula w, ganhando o jogo ja que
hull,, (vi, vj, w) = V(G). Portanto, podemos assumir que o conjunto L de vértices rotulados forma
uma clique em todas as rodadas, exceto na ultima. Como antes, isso esta diretamente relacionado
ao jogo de formacdo de cliques em H: Alice tem uma estratégia vencedora na variante normal da
posi¢do convexa em G se e somente se ela tem uma estratégia vencedora no jogo de formacdo de
cliques em H. O

Observe que os grafos construidos nas reducdes ndo sdo necessariamente de distancia he-
reditdria, ou seja, as convexidades monof6nica e geodésica podem ser diferentes neles. No entanto,
nao ¢ dificil verificar que os mesmos argumentos sio validos para a convexidade geodésica. Além
disso, é possivel verificar que os argumentos também sad validos para o jogo da envoltéria JE e para
0 jogo da envoltéria fechada JEF.

Corolario 4.3. As variantes normal e pobre do jogo da posigcdo convexa JPC, do jogo da envoltéria
JE e do jogo da envoltéria fechada JEF nas convexidades monofdnica e geodésica sdo PSPACE-
completas, mesmo em grafos com didmetro dois.
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