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RESUMO

Um conjunto S C V(G) de um grafo G é k-independente se cada um de seus vértices é
adjacente a no méximo k — 1 vértices do conjunto S, onde k € Z™*. O nimero de k-independéncia é
a cardinalidade de um maior conjunto k-independente em um grafo G. Determinar o niimero de k-
independéncia é um problema NP-dificil para grafos gerais. Apresentamos férmulas fechadas para
o nimero de k-independéncia em grafos Pj-esparsos em termos do nimero de k-independéncia
de seus fatores e apresentamos um algoritmo de tempo polinomial que retorna o nimero de k-
independéncia de um grafo P,-esparso.
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Teoria e Algoritmos em Grafos (TAG)

ABSTRACT
Aset S C V(@) of a graph G is k-independent if every vertex in S has at most k — 1
neighbors in S, where & € Z*. The k-independence number is the cardinality of a maximum k-
independent set of a graph GG. Determining the k-independence number is an NP-hard problem for
general graphs. We present closed formulas for the k-independence number of P4-sparse graphs in
terms of the number of k-independence of their factors, and we present a polynomial-time algorithm
that returns the k-independence number of a P;-sparse graph.
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1. Introducao

Um grafo simples G = (V(G), E(G)) é formado pelo par ordenado de conjuntos V (G)
e E(G), onde V(G) é um conjunto ndo vazio de vértices (ou nds) e E(G) um conjunto de pares
ndo ordenados de elementos de V' (G) chamados de arestas. Um conjunto dominante D C V(G) é
tal que todo vértice que ndo estd contido em D € adjacente a pelo menos um membro de D. Um
conjunto independente S C V(G) é tal que os vértices em S sdo dois a dois ndo adjacentes. Um
conjunto independente .S é maximal se ¢ um conjunto dominante e mdximo se tem a maior cardina-
lidade possivel. O niimero de independéncia de um grafo GG, denotado por o(G), € a cardinalidade
maxima de um conjunto independente de G.

Karp [1972] provou que decidir se um grafo G tem um conjunto independente de cardi-
nalidade ¢ € um problema NP-completo. Em 1985, Fink e Jacobson [1985b,a] apresentaram uma
generalizagiio dos conjuntos independentes cldssicos, chamada de k-independéncia, onde k € Z*.
Um conjunto S C V(G) € k-independente se todo vértice do subgrafo induzido por S possui
grau menor do que k. Sua cardinalidade méxima, denotada por a(G), é chamada de niimero
de k-independéncia de G. Em particular, a1(G) = a(G) € o nimero de independéncia cldssico
de G. Veja na Figura 1 exemplos de conjuntos k-independentes para k = 1,2. Jacobson e Pe-
ters [1989] mostraram que o problema de determinar o, de um grafo G qualquer pertence a classe
NP-completa. Diversos resultados sobre k-independéncia foram reunidos em [Chellali et al., 2012].

(a) Conjunto independente. (b) Conjunto 2-independente.

Figura 1: Exemplos de conjuntos k-independentes para k = 1e k = 2.

Consideramos neste trabalho k-independéncia em grafos Pj-esparsos. Um grafo G é P;-
esparso se todo conjunto com cinco vértices de GG induz no maximo um P4 [Hoang, 1985]. Um
grafo G € um cografo se todo subgrafo induzido de G com pelo menos dois vértices é desconexo
ou o complemento de um grafo desconexo. Os cografos constituem exatamente a classe dos grafos
livres de P4. A classe dos Pj-esparsos generaliza a classe dos cografos e trata-se de uma classe
hereditdria e autocomplementar, ou seja, o complemento de um grafo Ps-esparso também é um
Py-esparso. Os Py-esparsos sdo subclasse de vdrias classes importantes de grafos, como os grafos
P,-tidy e os grafos perfeitos.

Grafos Pj-esparsos e suas variagdes foram motivados pelas aplicacdes em areas como
escalonamento e semantica computacional. Estes grafos t&ém uma estrutura simples e podem ser re-
conhecidos em tempo linear [Jamison e Olariu, 1992a]. Além disso, eles possuem didmetro limitado
e também cliquewidth limitada, o que implica em soluc¢des de tempo polinomial para vdrios pro-
blemas que sdo NP-dificeis. Nikolopoulos e Palios [2005] consideraram o problema de computar o
maior subgrafo de um grafo Pj-esparso que admite um emparelhamento perfeito. Eles caracteriza-
ram estes subgrafos e apresentaram um algoritmo de tempo O(n + m) que resolve este problema,
dado um grafo P4-esparso com n vértices e m arestas. Bravo et al. [2011] caracterizaram os grafos
P,-esparsos cujos conjuntos de vértices podem ser particionados em k conjuntos independentes e
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£ cliques em termos de subgrafos proibidos e mostraram que estes grafos podem ser reconhecidos
em tempo linear.

Alternativamente, G é um cografo se ele pode ser obtido de grafos com apenas um
vértice aplicando-se recursivamente as operagdes de unido e juncdo. Embora muitos pardmetros
sejam ilimitados na classe dos cografos, Alecu et al. [2022] mostraram recentemente que para cada
pardmetro que € ilimitado, hd um colecao finita de subclasses hereditdrias minimais (em relacdo a
inclusdo) de cografos em que o pardmetro pode ser arbitrariamente grande.

Conjuntos independentes mdximos podem ser obtidos em tempo linear em cografos [Cor-
neil et al., 1981] e mais genericamente nos grafos Py-esparsos [Jamison e Olariu, 1992b]. Além
disso, os cografos bem-cobertos foram caracterizados por Klein et al. [2013]. Um grafo é bem-
coberto se todos os seus conjuntos independentes maximais sdo maximos. Ndo encontramos na
literatura estudos sobre k-independéncia em grafos Pj-esparsos, quando k > 2, o que motivou a
nossa pesquisa.

Apresentamos formulas fechadas para o nimero de k-independéncia em grafos Py-espar-
sos em termos do numero de k-independéncia dos seus fatores e apresentamos um algoritmo de
tempo polinomial que retorna o nimero de k-independéncia de um grafo Pj-esparso. O trabalho
foi dividido da seguinte forma: na Sec@o 2 apresentamos defini¢des bdsicas e alguns resultados
preliminares; na Secdo 3 apresentamos resultados de k-independéncia para grafos obtidos a par-
tir das operacdes de unido disjunta e jun¢do; na Secdo 4, estdo os nossos principais resultados,
onde apresentamos resultados para grafos aranha e o0 nosso algoritmo de obtencdo do nimero de k-
independéncia de um grafo P4-esparso. Finalmente, levantamos na Secdo 5 algumas possibilidades
de trabalhos futuros.

2. Definicoes e resultados preliminares

Consideramos grafos simples e finitos. Para termos ndo definidos aqui, veja [Bondy e
Murty, 1976]. A vizinhanca aberta de um vértice v, denotada por N¢g(v), consiste no conjunto de
vértices que sdo adjacentes a v. O complemento de G, denotado por G é tal que V(G) = V(G) e
Vi, ve € V(G), a aresta (v1, v2) pertence a F(G) se e somente se esta ndo pertence a E(G).

Dado um conjunto S C V(G), denotamos por G[S] o subgrafo induzido por S em G. O
grau de um vértice v de G, denotado por d(v) ou dg(v) é dado pela cardinalidade da vizinhanga
aberta de v, ou seja d(v) = |[Ng(v)|. Se S C V(G) e v € S, denotamos por dg(v) o grau de v em
G[S]. Um vértice cujo grau é zero é denominado vértice isolado. Os graus minimo e maximo dos
vértices de um grafo GG sdo denotados, respectivamente, por 6(G) e A(G). Uma clique C' de um
grafo G € um subconjunto de vértices de G tal que seus vértices sdo dois a dois adjacentes em G.
Denotamos por cc(G) o nimero de componentes conexas de um grafo G e por CC(G) o conjunto
com as componentes conexas de G. Usamos n(G) para denotar o nimero de vértices do grafo G.
Se ¢ é um inteiro positivo, denotamos por [¢] o conjunto {1,...,¢}.

Dados dois grafos G e H com conjuntos disjuntos de vértices, a unido disjunta de G
e H, denotada por G & H, é um grafo tal que V(G & H) = V(G)UV(H) e E(V(G & H)) =
E(G)UE(H). A operagdo de juncdo entre G e H, denotada por G® H, resulta em um grafo tal que,
VIGeH)=V(G)UV(H)e E(G® H)=FE(G)UEH)U{(u,v) |[lue V(G)ev e V(H)},
ou seja, cada vértice de G € adjacente a cada vértice de H. Na Figura 2 tem-se um exemplo da
operacdo de jungdo entre dois grafos, G; e G2. Um cografo pode ser construido recursivamente a
partir de vértices isolados aplicando-se operacdes de unido disjunta e juncdo. Uma consequéncia
disto é que um cografo ou o seu complemento é desconexo.

O préximo teorema fornece uma caracterizagao alternativa para os grafos Py-esparsos.
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(a) Grafo G. (b) Grafo Gs. (¢) Grafo G; ® Gs.

Figura 2: Operagao juncéo entre os grafos G e Ga.

Teorema 1. [Jamison e Olariu, 1992b] Seja G um grafo. Entdo, G é um grafo Py-esparso se, e so-
mente se, para cada subgrafo induzido H de G, exatamente uma das condi¢cées abaixo é satisfeita:
(a) H é desconexo;
(b) H é desconexo;

(c) H é isomorfo a uma aranha.

Uma aranha é um grafo cujo conjunto de vértices pode ser particionado em (R, C, X),
onde C' = {cy,...,co} e X = {x1,...,z,} paraum dado ¢ > 2 sdo, respectivamente, uma clique e
um conjunto independente; x; € adjacente a ¢; se e somente se ¢ = j (uma aranha magra), conforme
a Figura 3a, ou x; € adjacente a c; se e somente se ¢ # j conforme a Figura 3b (uma aranha gorda);
ainda, todo vértice de R € adjacente a cada vértice de C e ndo é adjacente a qualquer vértice de X.
A cardinalidade ¢ de ambos os conjuntos C' e X é chamada de largura da aranha e o conjunto R na
particdo é chamado de cabeca. Note que se ¢ = 2, entdo as aranhas magra e gorda sdo isomorfas.
Além disso, o complemento de uma aranha magra € uma aranha gorda, e vice-versa.

Xo © o o

(a) Exemplo de aranha magra. (b) Exemplo de aranha gorda.

Figura 3: Representacdo de uma aranha magra e uma aranha gorda, ambas com largura 4.

Um mddulo de um grafo G € um subconjunto M C V(G) tal que, qualquer vértice que
ndo pertence a M € adjacente a todos os vértices de M, ou ndo € adjacente a qualquer vértice de
M. Um médulo M € definido como um mddulo forte se para qualquer médulo M’ de G, ocorre
M NM=0ouM C MouM C M' Dado um grafo G qualquer, os grafos triviais, conjuntos
vazios e o proprio V (G) sdo chamados mddulos triviais. Se um grafo G s6 possui médulos triviais,
este é definido como um grafo primo.

O processo de decomposi¢do modular consiste em representar todos os médulos de um
determinado grafo. Essa representacio comumente € chamada de drvore de decomposicdo modular.
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Dada uma arvore de decomposi¢ao modular 7'(G) de um grafo G, as folhas de T'(G) representam os
vértices V(G), conforme mostra a Figura 4b. Além disso, as folhas de cada subdrvore enraizada em
um determinado né interno formam um médulo forte. E importante notar que para qualquer grafo,
a sua respectiva drvore de decomposicao modular pode ser construida em tempo linear [Cournier e

Habib, 1994].
Ug
w

U1 V2 V3 V4 Us U7 Us

(a) Grafo Py-esparso G. (b) Arvore de decomposi¢do modular de G.

Figura 4: Representacdo de um grafo Py-esparso e sua arvore de decomposicdo modular.

De acordo com o Teorema 1, para cada subgrafo induzido H de um grafo G que é
Py-esparso, ocorre uma das condi¢des seguintes: H é desconexo, H é desconexo ou H §é iso-
morfo a uma aranha. Como cada mdédulo forte induz um subgrafo em G, € possivel caracterizar
a decomposi¢do modular dos grafos Pj-esparsos utilizando trés operacdes basicas. Sejam G um
grafo P;-esparso, T'(G) a arvore de decomposi¢do modular de G, t um né interno de 7'(G) e M (t)
o modulo referente ao né t. Se G[M (t)] for desconexo, o né ¢ serd uma unido disjunta &, represen-

tando a unifio das componentes conexas de G[M (t)]. Se G[M (t)] for desconexo, o né ¢ serd uma
jun¢do ®, representando a jungdo das componentes de G[M (t)]. Caso contrdrio, G[M (t)] serd um
grafo aranha, o qual serd representado pela operagdo @, onde as subérvores de @ representam as
partes (R, C, X) da aranha. Por exemplo as subérvores do né @ na Figura 4 sao referentes a uma

aranha com cabega tal que C' = {v3,v4}, X = {v1,v2} e R = {vs}.

3. k-independéncia em grafos obtidos com operacoes de uniio disjunta e juncio

As condi¢des para que um conjunto k-independente de um grafo G seja maximal sdo
apresentadas no Teorema 2.

Teorema 2. [Chellali et al., 2012] Seja S um conjunto k-independente de um grafo G. O conjunto
S é maximal se, e somente se, todo vértice v € V(G) \ S satisfaz a exatamente uma das condigdes
abaixo:

(a) v é adjacente a pelo menos k vértices em S, ou

(b) v é adjacente a um vértice u € S que tem exatamente k — 1 vizinhos em S.

Se G ¢ um grafo desconexo, ay(G) é a soma dos nimeros de k-independéncia de suas
componentes, o que enunciamos na Observagdo 1. Além disso, se um grafo G possui até k vértices,
ai(G) = n(G), como explicitamos na Observagdo 2.

Observaciao 1. Seja Gum grafoe £ > 2. Se G = G1 @ ... ® Gy, entdo ay(G) = Zle ak(Gy).
Observacao 2. Seja G um grafo. Se n(G) < k entdo ax(G) = n(G).
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Chamamos um conjunto .S de estritamente k-independente se ele é k-independente e ndo
é (k—1)-independente. Nos préximos resultados, consideramos conjuntos k-independentes em gra-
fos conexos G obtidos pela operagao juncio entre os grafos G € G2. Primeiramente, consideramos
0 caso em que um conjunto k-independente de GG contém vértices de (G e de G.

Proposicao 1. Sejamn G = G1 ® Go um grafo e S = S1 U Sy um conjunto estritamente k-
independente de G tal que S1 C V(G1) e So C V(G3) com Sy # 0 e Sy # (). Se Sy € estritamente
x-independente, entio |S2| < k — x.

Demonstracdo. Sejam G e .S como descritos no enunciado. Como S € estritamente z-independente,
existe um vértice v em S tal que dg, (v) = z—1. Para uma contradi¢@o, suponha que |[SNV (G2)| >
k — x. Logo, ds(v) > (x — 1) + (k — x + 1) = k, o que contradiz que S é k-independente. [

Proposicao 2. Sejam G = G1 ® Go um grafo e S = S1 U Sy um conjunto k-independente de G
tal que S1 C V(G1) e So C V(G2). Se S1 # 0, So # 0, Sy € estritamente x-independente e So é

estritamente y-independente, entdo |S| < 2k — x — y.

Demonstragdo. Sejam G um grafo tal que G = G; ® Gz e S um conjunto k-independente de
G como descrito. Se S; € estritamente z-independente, pela Proposicdo 1, |S2| < k — z. Ana-
logamente, se Sy € estritamente y-independente, pela Proposi¢do 1, [S1| < k — z. Logo, |S| <
|1+ [S2| < 2k —x —y. O

Podemos concluir que o maximo da func¢io 2k —x —y ocorre quando x = y = 1, o que nos
fornece um limite superior para a cardinalidade de um conjunto k-independente de G = G ® Go
que possui vértices de GG1 e de Gs.

Corolario 1. Sejam G = G1 ® Go um grafo e S = S1 U Sy um conjunto k-independente de G tal
que S1 CV(G1) e So CV(G2). Se Sy # 0 e Sy # 0, entdo

(a) |S| <2(k—1);

(b) se|S|=2(k—1), entdo |S1| = |S2| = k — 1 e ainda, Sy e S sdo conjuntos independentes.

O limite da Proposicéo 2 pode ser melhorado se (G for um grafo completo, como mostra-
mos na préxima proposicao.

Proposicao 3. Seja G = G1 ® G2 um grafo sendo que G4 é um grafo completo. Seja S = 51U S
um conjunto k-independente de G tal que S; C V(G1) e So C V(G2). Se Sy # (), entdo |S| < k.

Demonstracdo. Sejam G um grafo e S um conjunto k-independente de G' como descritos. Como
G é completo, dg(c) = n(G) — 1 para todo vértice ¢ € V(G2), ou seja, ¢ é adjacente a todos os
outros vértices de G. Se ¢ € S N V(G2), entdo ¢ tem no maximo k& — 1 vizinhos em S e podemos
concluir | S| = |S1| + [S2| < k. O

No préximo resultado, mostramos que para k > 2 se G = G1 ® G2 tem um conjunto
k-independente maximo que contém vértices de G e de Ga, entdo hd dois inteiros x,y € [k — 1]
tais que a(G) = min(az(G1), k — y) + min(oay(G2), k — ).

Proposicao 4. Sejam k > 2, G = G1 ® G um grafo e S = S1 U Sy um conjunto k-independente
mdximo de G tal que S1 C V(G1) e Sy C V(G3). Se S1 # () e Sy # (), entdo existem x,y € [k—1]
tais que:

|S| = min(ax(G1), k —y) + min(ay(Ga2), k — ).
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Demonstragdo. Seja G um grafo tal que G = G; ® G2 e seja S um conjunto k-independente
maximo de G como descrito. Suponha que S; € estritamente z-independente e Sy € estritamente
y-independente. Pela Proposicdo 1, [S1| < k —y e |Sa| < k — . Além disso, |S1] < a,(G1) e
|S2| < oy (G2). Portanto, vale a igualdade apresentada. O

Proposicdo 5. Sejam k > 1 e G = G1 @ Gy um grafo. Se max(ag(G1), ax(Ge)) > 2(k — 1),
entdo o (G) = maz(ag(Gh), ak(G2)).

Demonstragdo. Sejam k > 1 e G = G1 ® G2 um grafo tal que max(a(G1), ax(G2)) > 2(k—1).
Suponha sem perda de generalidade que max(ax(G1), ax(G2)) = ax(G1) e que S C V(G) é
um conjunto k-independente méaximo de G tal que S NV (Gy) # 0 e SNV (G2) # 0. Pelo
Corolario 1, sabemos que |S| < 2(k — 1). Porém, como o (G1) > 2(k — 1), existe um conjunto
X que é k-independente em G tal que |X| > 2(k — 1), o que resulta num absurdo, pois X é
um conjunto k-independente em G e |X| > |S|. Portanto, SN Gy = P ou SN G2 = 0 o que
implica que S é um conjunto k-independente maximo de G; ou de G3. Logo ax(G) = |S| =
max(a(G1), ax(G2)). O

4. k-independéncia em grafos P4-esparsos

Na Secdo 3, analisamos o nimero de k-independéncia de grafos obtidos pelas operacdes
de unido disjunta e de jun¢do. Agora, consideramos que G é uma aranha com parti¢ao (R, C, X).
Observe que em um grafo aranha € aplicada a operacdo de juncdo entre os subgrafos induzidos por
ReC.
Enumeramos abaixo algumas caracteristicas de grafos Pj-esparsos. Se G é um grafo P;-
esparso tal que G € uma aranha com particao (R, C, X), entdo:
(a) G[R] é também um grafo Pj-esparso.
(b) Se G é uma aranha magra, entdo A(G) = maz(|C| + |R|, A(G[R]) + |C]).
(c) Se G é uma aranha gorda, entdo A(G) = max(|C| + |X| + |R| — 2, A(G[R]) + |C|).
(d) Se|X|=|C|=p,entdo G tem @ + ¢ Py’s onde ¢ é o nimero de P,’s no subgrafo G[R].
(e) Ge( sdo grafos conexos.
No Lema 1, mostramos que se G é um grafo aranha, entdo existe S, um conjunto k-
independente maximo de G, tal que X C S. Logo, se existe tal S maximo em que X € S,
podemos modificar S de forma que contenha X e que preserve a sua cardinalidade.

Lema 1. Seja k > 1. Se G é um grafo aranha com particdo (R, C, X), entdo existe S, um k-
independente mdximo de G, tal que X C S.

Demonstracdo. Seja k > 1 e G um grafo aranha com parti¢do (R, C, X). Suponha que S é um
conjunto k-independente méximo de G de forma que para algum ¢ € [|X|], z; € X ex; & S.
Primeiro, suponha que G é uma aranha magra. Neste caso, Ng(x;) = {c;} ec¢; € S,jaque S é
maximal. Se fizermos S" = (S\{¢;})U{z;} obtemos o conjunto k-independente S’ com |S’| = |S|.
Como S é maximo, S’ também é mdximo. Agora, suponha que G é uma aranha gorda. Como S é
maximal, existe ¢; € C'talque ¢; € Sei # j. Faca S’ = (S\ {¢;}) U{z;}. Se |SNC|=1,¢;é0
tinico vértice de C'em S e S’ N C = (). Logo, S’ é k-independente em G, jd que X é independente.
Se |SNC| > 1 existe pelo menos um vértice em S’ NC, digamos c. Observe que dg/(c,) < dg(c.)
ja que c, é adjacente a c; e possivelmente adjacente a x; (caso ¢ # z). Logo, podemos concluir que
S’ é k-independente maximo em G, pois |S’| = |S|. O
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Os Teoremas 3 e 4 apresentam as cardinalidades de um conjunto k-independente maximo
de grafos aranha magra e gorda, respectivamente, dados a parti¢do (R, C, X) e ay(G[R]).

Teorema 3. Seja k > 1. Se G é um grafo aranha magra com particao (R, C, X), entdo
ap(G) = | X[ + maz(ar(G[R]), min(k — 1,|X| + [R])).

Demonstragdo. Se k > A(G) = max(|R| + | X|, A(R) + | X]), entdo o (G[R]) < |X| + |R| <
k — 1. Logo, S = V(G) é um conjunto k-independente de G com |S| = 2|X| + |R| = n(G).
Portanto, daqui em diante, assumimos que & < A(G), o que implica que hd pelo menos um vértice
de G que ndo estd em um conjunto k-independente maximo, ou seja, ai(G) < n(G). Portanto,
restam dois casos a serem analisados: a(G[R]) < k — 1e ax(G[R]) > k — 1.

Para a prova do limite inferior, vamos considerar os dois casos. Primeiro, considere
ar(G[R]) < k—1. Sejap = k —1 — |R|. Como ax(G[R]) < k—1, temos |R| < k—1, 0
que implicaem p > 0. Seja.S = X URU {c1,...,¢cp}. Temos que ds(¢;) = (p— 1)+ 1+ |R| =
(k—1—|R|)+1+|R| = k—1,paratodo ¢; € CNS; ds(x) < 1, paratodo x € X; e
ds(r) < (|R|—1)+p = (|R|—1)+(k—1—|R|) = k—2, paratodo r € R. Logo, S é um conjunto
k-independente de G e entdo a(G) > | X |+k—1. Agora considere i, (G[R]) > k—1. Neste caso,
faga S = X U T, onde T é um conjunto k-independente maximo de R, ou seja |T'| = ax(G[R]). E
fécil verificar que S é um conjunto k-independente de G e entdo a(G) > | X | + o (G[R)]).

Para a prova do limite superior, seja .S um conjunto k-independente maximo de G. Pode-
mos assumir, pelo Lema 1, que X C S. Primeiro vamos provar a Afirmagdo 1.

Afirmacio 1. Se C NS # 0, entdo [RUC)N S| <k —1.

Prova da Afirmacao 1. Seja c € SNC'. Sabemos que dryc(c) = |R|+|C|—1. Logo, ¢ tem um vi-
zinho em SN X e no maximo k£ —2 vizinhos em SN(RUC), o que implicaem |SN(RUC)| < k—1.
U

Suponha que o (G[R]) > k — 1. Pela Afirmagdo 1, se CNS # (), entdo [(RUC) N S| <
k — 1. Entdo, podemos assumir que C N S = 0 e |S| < |X| + ax(G[R]). Agora, suponha que
ar(G[R]) < k—1. Logo, |R| < k—2 e podemos concluir que RUX é um conjunto k-independente
de G que ndo é maximal (vide Teorema 2), o que implica que ha vértices de C' em S. Pela Afirmagdo
1,se C NS # 0, entdo [[RUC) N S| <k — 1. Portanto, |S| < |X|+k — 1. O

Teorema 4. Seja k > 1. Se G é um grafo aranha gorda com parti¢do (R, C, X), entdo

(@) = min(k +1,n(G)), se|X|<ke|R| <k—|X|+1,
Wl = | X| 4+ ar(G[R]),  caso contrdrio.

Demonstragdo. Se k > A(G) = max(2|X| + |R| + 2, A(R) + | X|), entdo n(G) < min(k +
1, A(G[R]) + 1). Logo, S = V(G) é um conjunto k-independente de G com |S| = 2| X| + |R| =
n(G). Portanto, daqui em diante, assumimos que & < A(G), o que implica que hd pelo menos um
vértice de G que ndo estd em um conjunto k-independente maximo, ou seja, o, (G) < n(G).

Para a prova do limite inferior, consideramos os dois casos. Primeiro, considere | X| >
k+1ou|R| >k — |X]|+ 1. Neste caso, faca S = X UT, onde T" é um conjunto k-independente
méximo de R, ou seja |T'| = ax(G[R]). E facil verificar que S é um conjunto k-independente de
G e entdo ai(G) > | X| + ai(G[R]). Agora, considere que | X| < ke |R| < k — |X|+ 1. Seja
p=k—|X|—|R|+ 1. Como |R| < k—|X|+ 1, temosque p > 0. Seja.S = X U{cy,...,cp}
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Entdo, dg(x) < p < k—1lparatodoz € X; dg(c;) = (p— 1)+ (R +|X|-1) =k—-1
para todo j € [pl: ¢ ds(r) < (|R| = 1) +p = (|R| = 1)+ (k — |X| = |Rl + 1) = k — |X] < k
(pois |X| > 2). Logo, S é um conjunto k-independente de G de cardinalidade p + |X| + |R| =
(k—|R| —|X|+1)+|X|+ |R| =k + 1, o que mostra que a(G) > k + 1.

Para a prova do limite superior, seja .S um conjunto k-independente maximo de . Pelo
Lema 1, podemos assumir que X C S. Primeiro vamos provar a Afirmagéo 2.

Afirmacio 2. Se C NS # 0, entdo [RUC)N S| <k —|X|+ 1.

Prova da Afirmacao 2. Seja c € SN C. Sabemos que dryc(c) = |R| 4+ |C| — 1. Logo, ¢ tem
|X| — 1 vizinhos em S N X e no mdximo k& — | X| vizinhos em S N (R U C), o que implica em
ISN(RUC)| <k—|X|+1 O

Novamente, vamos considerar os dois casos. Primeiro, considere | X| > k + 1 ou |R| >
k —|X| + 1. Vamos tratar os dois subcasos separadamente. Se |X| > k + 1 e ainda C NS # 0,
entdo dg(c) > k parac € (SNC), contradizendo que S é k-independente. Logo, podemos concluir
que C NS = eentio ax(G) < ax(G[R]) + | X|. Se |[R| > k — |X|+ 1eainda C NS # 0,
entdo, pela Afirmagdo 2, |(RUC)N S| < k—|X| + 1 e concluimos que |S| < k + 1. Porém, como
|R| > k — | X| + 1, temos que ax(G[R]) > k — | X| + 1. Logo, ax(G) < |X|+ ar(G[R]).

Agora, considere que | X| < ke |R| < k — |X|+ 1. Como |R| < k — |X]| + 1, entdo
ai(G[R]) < k — | X| + 1 e podemos concluir que R U X é um conjunto k-independente de G que
nao € maximal (vide Teorema 2), o que implica que vértices de C' também podem estar em S. Pela
Afirmagdo 2,se CNS # (), entdo [(RUC)NS| < k—|X|+1. Portanto, |S| < | X|+k—|X|+1=
k + 1, o que conclui a prova. O

4.1. Algoritmo para o nimero de k-independéncia em grafos P,-esparsos

Nesta secao, apresentamos um algoritmo de tempo polinomial para calcular o nimero de
k-independéncia em um grafo Pj-esparso. O algoritmo proposto se vale da estrutura recursiva da
arvore de decomposicdo modular para aplicar abordagens de programacgdo dindmica. Inicialmente,
dado um grafo Pj-esparso G e sua drvore de decomposi¢do modular 7'(G), para cada né da arvore
¢ armazenado o seu tipo, ou seja, se é um n6 ®, @ ou (V). Além disso, no caso de um né ), o
moédulo serd uma aranha, conforme o Teorema 1. Logo, também serdo armazenadas em 7'(G) as
informagdes a respeito da particao (R, C, X ) da aranha correspondente, e a informag@o se esta é
gorda ou magra para fim de consulta em tempo constante.

Inicialmente, dados um grafo Pj-esparso (7, o valor de k e sua arvore de decomposi¢do
modular T'(G), séo calculados os nimeros de i-independéncia, 1 < i < k, para cada um dos
modulos representados por T'(G). Dessa forma, ao utilizar o algoritmo para calcular o nimero de
k-independéncia de G, as informagdes de j-independéncia, com j < k, de cada médulo pertencente
a T'(G) ja terdo sido calculadas e poderdo ser utilizadas em tempo constante na iteragio k.

Na iteragdo k, dados os médulos { My, Mo, ..., My} representados em T'(G), sendo que
a distancia de M; a raiz de T'(G) é maior ou igual a distancia de M, a raiz de T'(G) para 1 <
i < £, o algoritmo calcula ay(G[M;]) classificando os grafos Pj-esparsos em casos especificos.
Suponha que na iterag@o atual o algoritmo ird calcular o nimero de k-independéncia do grafo H.
Primeiramente, se n(H) < k, entdo oy (H) = n(H), pela observagio 2. Caso cc(G) > 1, ou seja,
se 0 nd correspondente a0 médulo que induz H for do tipo @, entdo ay(H) = Zli(lH ) H;, onde
H; € CC(H),1 <i< cc(H),deacordo com a Observagdo 1. Observe que, como as componentes
conexas de H estdo mais abaixo que H em T'((7), estas ja foram calculadas em itera¢des anteriores.
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Algoritmo 1: Algoritmo para o nimero de k-independénciade H = H;Q Ho

Entrada: inteiro k, Grafo Pj-esparso H, Arvore de decomposigio modular T'(H)
Saida: Numero de k-independéncia de H

1 inicio

2 se k = 1 ou max(ay(Hy), ar(Hz2)) > 2(k — 1) entdo
3 retorna max(ay(H1), ax(Ha2));

4 senao

5 max = 0;

6 contador = 0;

7 parai=1até k — 1 faca

8 paraj = 1l até k — 1 faca

9 contador = min(o;(H1), k — j) + min(a;(Ha), k — i);
10 se contador > max entao

11 max = contador;

12 retorna max;

Se H nao se encaixar nas verificacdes anteriores, isso significa que um dos dois casos
seguintes ocorre: H ¢ induzido por um médulo do tipo ® em T'(G), ou H € uma aranha. Estes dois
casos serdo tratados separadamente.

Se H ¢é induzido por um médulo do tipo ® em T'(G), isso significa que existem grafos Hy
e Hj tais que H = H; ® Hoy. Dessa forma, Se max(a(H1), ax(H2)) > 2(k — 1) entdo oy (H) =
max (o (Hy), ap(Hz)), pois caso contrario 2(k — 1) é um limitante superior de acordo com o
Corolario 1. Além disso, se k = 1, ay(H) = max(ay(H1), ax(Hs)) pois s6 é possivel escolher
vértices em uma das componentes. Caso contrario, utilizaremos a Proposicdo 4 para realizar uma
busca pelo maior conjunto k-independente. O processo serd conforme mostra o Algoritmo 1, que é
executado em tempo O(k?).

Caso H ndo se encaixe nos casos anteriores, entdo A é uma aranha com partigéo (R, C, X).
Estes casos estdo caracterizados nos Teoremas 3 e 4 e descritos no Algoritmo 2, que é executado
em tempo O(1), dado o valor de ay(H|[R]). Note que o algoritmo ndo considera o caso em que
n(H) < k, ja que este caso ja foi excluido nas consideragdes anteriores.

Algoritmo 2: Calculo do nimero de k-independéncia de um grafo aranha H

Entrada: inteiro k, Grafo aranha H com particio (R, C, X ), Arvore de
decomposi¢do modular 7'(H)

Saida: Nimero de k-independéncia de H

1 inicio

2 se H é uma aranha magra entao

3 retorna | X | + max(ay(H[R]), k — 1);

4 senao se H ¢ uma aranha gorda entao

5 se |X| <ke|R|<k—|X|+1entao

6 retorna k + 1;

7 senao

8 retorna | X | + oy (H[R]);
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O processo completo serd conforme mostra o Algoritmo 3, que é executado em tempo
O(k3n), onde n = n(G), ja que o niimero de nés da drvore T'(G) é menor do que 2n. Além disso,
se k > n o algoritmo serd linear, devido a Observacdo 2 e se k < n, entdo podemos concluir que o
algoritmo é O(n?). Logo, o algoritmo apresentado é executado em tempo polinomial.

Algoritmo 3: Algoritmo para o nimero de k-independéncia

Entrada: inteiro k, Grafo Ps-esparso G, Arvore de decomposicdo modular T(G)
Saida: Numero de k-independéncia de G

1 inicio

2 parai = 1 até k faca

3 para cada H em T (G) faca

4 se n(H) < i entao

5 a;(H)=n(H);

6 sendo se cc(H) > 1 entao

7 contador = 0;

8 para cada C em CC(H) faca

9 contador = contador + a;(C);

10 a;(H) = contador;

11 sendo se O mddulo que induz G é do tipo @ entao
12 a;(H) = Algoritmo 1(k, H,T(H));

13 sendo se (G € uma aranha entao

14 a;(H) = Algoritmo 2(k, H,T'(H));

15 retorna o (G);

5. Consideracoes finais

Apresentamos resultados sobre k-independéncia em grafos Py-esparsos, classe que inclui
os cografos. Mostramos que o nimero de k-independéncia pode ser obtido em tempo polinomial
para a classe dos grafos P4-esparsos, o que generaliza o resultado conhecido para os cografos. Para
continuidade deste trabalho, propomos a extensdo dos resultados para a classe dos grafos Py-tidy
que contém, além dos grafos P,-esparsos, outros grafos com poucos P,’s como os P,-extensiveis e
os Py-lite. Além disso, estes grafos podem ser analisados quanto a k-bem-cobertura. Um grafo é k-
bem-coberto se todos os seus conjuntos k-independentes maximais possuem a mesma cardinalidade.
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