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RESUMO

Uma k-colorag@o de vértices de um grafo G = (V, E') é uma atribuicdo de k cores aos
vértices de G, tal que vértices adjacentes tém cores diferentes. A deficiéncia de G é def(G) =
> vev (A —d(v)). Um grafo G é conformable se G possui uma (A + 1)-coloragdo de vértices em
que o nimero de classes de cor (incluindo classes de cor vazias) com paridade diferente da paridade
de |V| é no maximo def(G). Neste trabalho estabelecemos a classificagdo da clase dos grafos
subctibicos conformable. Provamos que um grafo G é subctibico ndo-conformable se, e somente se,
G é uma unifo disjunta entre um nimero impar de componentes de K4, ou G € uma unido disjunta
entre um nimero impar de componentes de K4 com o prisma triangular, ou G é uma unido disjunta
entre um nimero par de componentes de K4 com o K3 3. Nossa constru¢do conduz a um algoritmo
em tempo polinomial.

PALAVRAS CHAVE. Coloracao conformable, Grafos subciibicos, Coloracao total.

TAG - Teoria e Algoritmos em Grafos; OC - Otimizacao Combinatoria

ABSTRACT

A k-vertex coloring of G = (V, E) is an assignment of k colors to the vertices of G so
that adjacent vertices have different colors. The deficiency of G'is def(G) = Y_, o/ (A —d(v)). A
graph G is conformable if G has a (A + 1)-vertex coloring ¢ in which the number of color classes
(including empty color classes) with different parity of |V| is at most def(G). In this paper, we
established the classification of subcubic conformable graph class. We prove that a subcubic graph
G is non-conformable, if and only if, G is either a disjoint union of an odd number of connected
components of K4, or GG is a disjoint union of an odd number of connected components of K4 and
one triangular prism graph, or G is a disjoint union of an even number of connected components of
K4 and one K3 3. Our construction leads to a polynomial-time algorithm.
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1. Introducao

Seja A o grau maximo de G. Um grafo G ¢é dito subciibico, se A = 3. Se G é 3-regular,
dizemos que G € ctibico. A classe de grafos ciibicos desempenha um papel fundamental na teoria
dos grafos. Grafos ctibicos foram introduzidos por Peter Guthrie Tait em 1878 e por Julius Petersen
em 1891. A importancia desses grafos estd relacionada a trés topicos fundamentais na teoria dos
grafos: os problemas de emparelhamento maximo, das quatro cores e o de planaridade. Além disso,
esta classe serve como modelo matemadtico na quimica. Greenlaw e Petreschi [1995] produziram
um trabalho sobre a histdria de grafos cubicos.

Trabalhamos com grafos simples e a maior parte das definicdes e notagdes podem ser
encontradas em Bondy e Murty [2008]. Uma k-coloragao de vértices € uma atribuicdo de k cores
aos vértices tal que vértices adjacentes tém cores diferentes. As cores sdo denotadas por nimeros
e uma classe de cor i € N por C;. A paridade de C; é par se |C;| é divisivel por 2 e é impar caso
contrario. Chamamos C; de classe de cor par, quando a paridade de C; € par e de classe de cor
impar caso contrario. Brooks [1941] provou que todo grafo G que ndo € um ciclo impar nem um
completo possui uma A-coloragdo de vértices. Esta coloragdo é chamada de coloragdo de Brooks e
¢ obtida em tempo polinomial.

Teorema 1.1 (Brooks [1941]). Se G ndo é um ciclo impar nem um grafo completo, entdo G possui
uma A-coloracdo de vértices.

Uma k-coloragdo total de G € uma atribuicdo de cores aos vértices e as arestas de G tal
que elementos adjacentes ou incidentes tém cores diferentes. O niimero cromdtico total X" (G) é o
menor k tal que G possui uma k-coloragdo total. Sanchez-Arroyo [1989] mostrou que o problema de
decisdo do nimero cromatico total ¢ N P-completo mesmo para grafos cubicos bipartidos. Behzad
[1965] e Vizing [1968] conjecturaram independentemente que o nimero cromatico total de um grafo
G esta delimitado entre A + 1 e A + 2. Esta conjectura é chamada de Conjectura da Coloragao
Total. Um grafo G é dito Tipo 1, se xX"'(G) = A + 1 e é dito Tipo 2, se X" (G) = A + 2. Por
consequéncia, se esta conjectura é valida, é possivel classificar os grafos de acordo com seu niimero
cromético total em Tipo 1 ou Tipo 2.

Brooks [1941] mostrou que o problema de COLORACAO DE VERTICES € linear para gra-
fos subctibicos. Leven e Galil [1981] e Sanchez-Arroyo [1989] mostraram, respectivamente, que
os problemas COLORACAO DE ARESTAS ¢ COLORACAO TOTAL sdo N P-completos para grafos
cibicos. Chetwynd e Hilton [1988] observaram que uma (A + 1)-coloragdo de vértices especial
¢ herdada de uma (A + 1)-coloragéo total de um grafo GG, os autores chamaram esta coloraco de
conformable. Uma importante relagdo de um grafo GG ser Tipo 1 com a conformabilidade de G foi
estabelecida no Teorema 1.2.

Teorema 1.2 (Chetwynd e Hilton [1988]). Se G ¢é Tipo 1, entdo G é conformable.

A deficiéncia de G é a soma das diferencas entre o grau maximo A de GG e o grau de
cada vértice v em G, isto é, def(G) = > (A — d(v)). Um grafo G é conformable se possui
uma (A + 1)-coloragio de vértices ¢ em que o nimero de classes de cor (incluindo classes de cor
vazias) com paridade diferente da paridade de |V'| é no maximo def(G). Nesse caso, chamamos
© de coloracdo conformable. Um grafo G é chamado de ndo-conformable se ndo possuir uma
colora¢do conformable. Note que em especial para grafos regulares tem-se que def(G) = 0,
e por consequéncia, para ¢ ser conformable, toda classe de cor deve ter a mesma paridade da
ordem do grafo regular G. A unido disjunta G = G1 U G entre os grafos G1 e G2 consiste em
V(G) = V(G1) UV(Gy) eem E(G) = E(G1) U E(G2). As Figuras la e 1b apresentam dois
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exemplos de grafos conformable com suas respectivas coloragdes. A Figura 1c apresenta o grafo
nao-conformable K4 com a tnica 4-coloracio de vértices.

3 1. 2 1
2 4
4 1
3 3 3 2
1 2 4 3 4 3
(a) O grafo subcibico com 7 (b) O grafo Mobius Ladder com (c) O grafo completo K4 que é
vértices e def(G) = 1 que é 8 vértices que é conformable, nio-conformable, e consequen-
Tipo 1, e consequentemente & porém ¢é Tipo 2. temente Tipo 2.

conformable.

Figura 1: Exemplos de grafos com classificacao de suas conformabilidades.

Recentemente, Zorzi et al. [2021] classificaram o problema de conformabilidade para
grafos poténcia de ciclo contribuindo para a classificacdo da coloragao total dos grafos poténcia
de ciclo proposta por Campos e de Mello [2007]. Neste trabalho, nés classificamos o problema
de conformabilidade para grafos subctibicos. Na Secdo 2, provamos o caso conexo, isto é, G é
um grafo subctibico conexo e ndo-conformable se, e somente se, G € K4 ou K3 3. Na Secdo 3,
provamos diversas propriedades tteis para o caso de grafos subcibicos desconexos. Na Secdo 4,
introduzimos um novo tipo de coloracdo de vértices que auxilia na obtengdo de uma coloragio
conformable e por fim provamos que G € ndo-conformable se, e somente se, G € uma unido disjunta
entre um ndmero impar de componentes de K4, ou GG € uma unifo disjunta entre um ndmero impar
de componentes de K4 com um unico prisma triangular, ou G € uma unifo disjunta entre um nimero
par de componentes de K4 com um tnico K3 3.

2. Conformabilidade de grafos subciibicos conexos

Nesta se¢do, provamos que G € conexo e ndo-conformable se, e somente se, G € K4 ou
K3 3. A estratégia para estabelecer a classificacido da conformabilidade da classe dos subcubicos
conexos consiste em usar o algoritmo polinomial de Brooks [1941] para produzir uma 3-coloracio
de vértices para um grafo subctibico conexo que ndo € o K. Prosseguimos provando que se GG nédo
¢ 0 K3 3, entdo esta 3-colorag@o de vértices pode ser modificada de forma a obter uma coloragio
conformable para GG. A seguir, apresentamos um resultado bem conhecido de Hilton e Hind [2002]
e provamos uma propriedade auxiliar que serd usada nesse processo.

Lema 2.1 (Hilton e Hind [2002]). A deficiéncia def(G) de G é impar se, e somente se, A e |V | sdo
ambos impares.

Lema 2.2. Seja G um grafo conexo subciibico que ndo é o completo K4 nem o bipartido completo
K33 com def(G) < 1 e uma 3-coloragdo de vértices ¢ com classes de cor Cy, C2 e C3 obtidas
através de uma coloragdo de Brooks. Se Cy e C3 sdo classes de cor impares, entdo existe um vértice
v € C1 que ndo é adjacente a um vértice u € Cs.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que ndo existe um vértice v € C; que ndo é adjacente a um
vértice u € Cs. Entdo cada vértice v € C; € adjacente aos vértices u € Cs.

Se |V| é par, entdo pelo Lema 2.1 def(G) = 0 e G é cubico. Portanto, as classes de
cor impares C; e Cs tém tamanho no maximo 3. Se considerarmos que ambas as classes C; e C3
séo unitdrias, entdo existe um vértice w € Co com d(w) < 3, pois todo vértice w € Co tem no
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maximo duas adjacéncias: com os vértices de cor 1 e 3, assim conclui-se que G ndo é ctbico (veja
a Figura 2a). Se apenas uma classe de cor € unitdria, isto é, |C1| = 1, entdo temos que o vértice
v € (1 € adjacente a trés vértices em C3. Entdo existem no maximo dois vértices em Co para G
ser ctibico. Porém, este grafo resulta no K3 3, pois C; U C2 e C3 formam uma biparti¢io em G e os
vértices em C; U Co so todos adjacentes aos vértices em Cs (veja a Figura 2b). Analogamente, se
ambas as classes de cor impares forem de tamanho 3, tem-se que G € o K3 3. Como em quaisquer
dos casos temos uma contradi¢do, concluimos que existe um vértice v € C; que ndo é adjacente a
um vértice u € Cs.

Se |V'| é impar, entdo pelo Lema 2.1 def(G) = 1. Assim G tem um vértice a € V' com
d(a) = 2. Como G ¢ subciubico, pela hipdtese de absurdo, as classes de cor impares C; e C3 t€ém
tamanho no maximo 3. Analogamente ao caso de |V/| par, suponha que ambas as classes C; = {v}
e C3 = {u} sdo unitdrias. Note que se d(v) = d(u) = 3, entdo existem pelo menos dois vértices
de cor 2 com grau 2, contrariando que de f(G) = 1 (veja a Figura 2a). Suponha que u ou v tenha
grau igual a 2. Assuma que d(v) = 2. Entdo existe um vértice w de cor 2 com N(w) C {u,v},
onde d(w) < 2. O que é uma contradi¢do, porque def(G) = 1, d(v) = 2 e d(w) < 2 (vejaa
Figura 2a). Se apenas uma classe de cor impar é unitéria, assuma que C; = {v}. Pela hipdtese de
absurdo, temos que v é adjacente aos trés vértices de cor 3 (veja a Figura 2c). Portanto os vértices
de cor 2 s@o adjacentes somente aos vértices de cor 3. Como def(G) = 1, existem 5 ou 6 arestas
com uma extremidade em Cs e outra extremidade em Co. Como |V'| é impar, entdo Cy é uma classe
de cor impar. Se |C2| = 1, entdo existem 2 ou 3 arestas com extremidade em Cs e C3, portanto o
tamanho |C2| > 3. Dessa forma, existem pelo menos 8 ou 9 arestas com extremidade em Cs e Cs,
uma contradi¢@o. Por fim, se |C1| = |C3| = 3, entdo G € o K3 3, contradigdo final.

Portanto, existe um vértice v € C; que ndo € adjacente a um vértice u € Cs. O

. VAN

(a) Ambas as classes de cor (b) Apenas uma classe de cor (c) Apenas uma classe de
fmpares C; e C3 sdo unitdrias. impar € unitdria para G ctibico. cor fmpar é unitiria para G
subcubico com deficiéncia 1.

Figura 2: Trés casos possiveis para o subctibico G que nos leva a concluir que existe um vértice v € C; que
ndo € adjacente a um vértice u € Cs.

Teorema 2.3. G ¢ um grafo subciibico ndo-conformable conexo se, e somente se, G é o completo
K4 ou G € o bipartido completo K3 3.

Demonstragdo. Suponha que G seja o K4 ou o K33. Como A = 3 e G € ciibico, entdo def(G) =
0. Se G é 0 K4, entdo G é ndo-conformable, pois toda 4-colorag@o de vértices tém todas as classes
de cor unitdrias e assim impares. Se G € o K33, entdo G é ndo-conformable, pois em toda 4-
colorag@o de vértices de G existem no minimo 2 classes de cor impares. De fato, seja X e Y a
biparti¢do do K3 3. Note que se desejamos que cada classe de cor seja par em uma 4-coloracdo de
vértices do K3 3, entdo esta s6 poderd ter no mdximo tamanho 2, pois as partes da biparti¢do t€ém
tamanho 3. Assim, ao atribuir a mesma cor a dois vértices a,b € X, existird um tnico vértice em
X\ {a, b} que ndo podera pertencer a uma classe de cor par, pois este é adjacente a todos os vértices
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em Y. Como este argumento é andlogo a parte Y, temos que toda 4-coloragdo de vértices em GG
tem no minimo 2 classes de cor impares.

Suponha que G nido seja o K4 nem seja o K3 3. Pelo Teorema de Brooks [1941], existe
uma 3-coloracdo de vértices ¢, que pode ser obtida em tempo polinomial para G. Sejam C1, Cs e C3
as classes de cor de ¢. A partir de agora, construimos uma 4-coloragao de vértices ¢ com as classes
de cor C1, Cs e C3 de v e uma nova classe de cor Cy.

Se |V| € par, entdo pelo Lema 2.1, a deficiéncia de G é par. Além disso, em qualquer
3-coloragdo de vértices ou cada classe de cor é par, ou existe uma unica classe de cor par, pois |V/|
é par. Para o primeiro caso, a 4-coloragio de vértices ¢ com C4 = () € uma coloragio conformable,
pois todas as classes de cor sao pares.

Para o segundo caso, considere Co a tinica classe de cor par em . Se def(G) > 0, entdo
def(G) > 2 porque de f(G) é par. Assim ¢ é uma colora¢do conformable, pois o nimero de classes
de cor com paridade diferente (classes de cor impares) da paridade de |V'| é 2. Portanto, devemos
considerar de f(G) = 0, ou seja, G € ctibico. Siga um exemplo na Figura 3. Como C; e C3 séo e
def(G) = 0, pelo Lema 2.2 existe um vértice v € C; que ndo € adjacente a um vértice u € Cs.
Podemos atribuir a cor 4 aos vértices v e u em ¢, resultando que ¢ é uma 4-coloragdo de vértices,
onde C; \ {v} e C3 \ {u} tém tamanho par e |C4| = 2. Como por hipétese, Co € uma classe de cor
par, resulta que toda classe de cor tém mesma paridade que |V|, resultando que G é conformable.

Se |V| é impar, entdo pelo Lema 2.1 a deficiéncia de G é impar. Além disso, em qualquer
3-coloragdo de vértices ou cada classe de cor é impar, ou existe uma tnica classe de cor impar, pois
|V'| é impar. No primeiro caso, temos que a 4-coloragdo de vértices ¢ com C4 = () é conformable,
pois o nimero de classes de cor com paridade diferente de |V| é 1 e a deficiéncia de G é impar, isto
é, def(G) > 1. Para o segundo caso, note que existe a0 menos uma classe de cor par nao-vazia,
pois se as duas classes de cor pares fossem vazias, o grafo (G seria um conjunto de vértices isolados.
Seja C uma classe de cor par ndo-vazia e C; a tnica classe de cor impar de . Siga um exemplo
na Figura 4. Tome v € Cy e atribua ao vértice v a cor 4 em ¢. Como Cy \ {v} é impar e |C4| = 1,
temos que apenas Cs difere da paridade de |V|, isto é, Cs é par. Como def(G) > 1, conclui-se que

G é conformable. O
1, 4, 2 2
[V ARYY

(a) Aplicagdo de
uma coloragdo de
Brooks para um
grafo cibico.

(b) Transformag@o
da coloragdo de
(3a) para uma
coloracdo confor-
mable.

Figura 3: Exemplo de aplicagdo do algoritmo de
coloragdo conformable do Teorema 2.3 para |V|

par.

(a) Aplicacdo de
uma coloragdo de
Brooks para um
grafo  subcubico
comdef(G) = 1.

(b) Transformagio
da coloracdo em
(4a) para uma
coloracdo confor-
mable.

Figura 4: Exemplo de aplicag@o do algoritmo de
coloragdo conformable do Teorema 2.3 para |V|

impar.

A demonstragdo do Teorema 2.3 conduz a um algoritmo de tempo polinomial para produ-
zir uma coloragio conformable para um grafo subcibico G, se G ndo é o Ky nem o K3 3. A Figura 3
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mostra um exemplo deste processo para o grafo de Petersen e a Figura 4 mostra um exemplo para
um grafo com |V | impar e def(G) = 1.

3. A conformabilidade dos grafos subciibicos desconexos

Nesta secdo, investigamos o problema de conformabilidade para os grafos subctibicos
desconexos. Apesar destes resultados ndo serem motivados ou aplicados ao problema de coloragio
total, € interessante de trabalharmos na perspectiva de resolugcao do problema de conformabilidade.

A seguir, provamos que a unido disjunta entre grafos conformable é conformable. Note
que nossa investigagio é restrita a grafos com de f(G) < 4. Caso contrdrio, temos que G é confor-
mable, como vemos.

Observacio 3.1. Se G é um grafo subciibico e def(G) > 4, entdo G é conformable.

Demonstragdo. Seja G subcibico, isto é, A = 3. Como def(G) > 4, qualquer 4-coloracdo de
vértices trivialmente discorda da paridade de |V | em no maximo de f(G) cores. O

Assim, mostramos que o grafo subcubico GG, que € unido disjunta de grafos conforma-
ble, € conformable. Note que se G = (G71 U (G2, entdo ao menos uma das suas componentes
conexas possui grau maximo 3. Se ambas componentes conexas sdo subctbicas entdo def(G) =
def(G1)+def(G2) (Figura 5a). Se apenas (G1 possui grau méximo 3, entdo de f(G) = def(G1) +
2 vev(Ga)(A(G1) — da, (v)) (Figura Sb).

G G
G;I . Ga, Gl Gs,
def(G) =3 def(G) =4
(a) Deficiéncia dos grafos subctibicos. (b) Deficiéncia com apenas um grafo subctibico.

Figura 5: Dois possiveis casos da deficiéncia da unido disjunta entre grafos conexos.

Um fato importante estd no caso onde apenas (G; possui grau maximo 3, pois resultard
que GG1 é ctbico e G2 € o C5 ou o grafo trivial. Além disso, nesse caso se G; é conformable, temos
que G € conformable.

Lema 3.2. Se G = G1 UGq, A(G1) = 3, A(G2) < 2edef(G) < 3, entdo o grafo G é cubico,

Go = Cs ou G € o grafo trivial. Além disso, se G é conformable, entdo G é conformable.
Demonstragdo. Observe que G € a unido de ciclos com caminhos, pois A(G2) < 2.

1. Se G5 tem uma componente conexa que € um ciclo, entdo necessariamente G2 € o C5 e €
tnica, pois cada vértice em (Go aumenta a deficiéncia de G em uma unidade (Figura 6a).
Caso contrdrio, def(G) > 3.

2. Se G tem um vértice isolado, entdo necessariamente G2 é o grafo trivial, pois A(G1) = 3 e,
se V(G2) = {v}, resulta que de f(G) = 3. Caso contrdrio, de f(G) > 3 (Figura 6b).

3. Se G tem algum caminho Pj, com k > 1, entdo def(G) > 4, pois existem dois vértices u e
v em (G2 de grau 1 (Figura 6¢).
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(a) O grafo (G; subcubico e o (b) Deficiéncia com apenas um (c) Deficiéncia com apenas um
grafo G5 é o C's. grafo subcibico. grafo subctibico.

Figura 6: Os trés casos que nos faz concluir que G € cubico.

Em quaisquer dos casos G1 é um grafo ctibico, pois def(G) < 3.

Agora provamos que se (G1 € conformable, entdo GG € conformable. Seja ¢; uma coloragdo
conformable para Gy com classes de cor Cq, Ca, C3 € C4. Seja o uma coloragdo de vértices com
classes de cor Dy, Ds, D3 e Dy com pelo menos uma classe de cor vazia, digamos Dy, para G.
Como (' € cibico e conformable, as quatro classes de cor de 1 sdo pares. Considere os dois casos:

1. Se Gy = (3, entdo |V (G U G2)| é impar. Assim, a unido, duas a duas, das classes de cor de
p1 e de o, isto é, C; U D;, com 1 < ¢ < 4, produzem uma coloragdo ¢ com trés classes de
cor impares e uma par. Conclui-se que ¢ é conformable, pois ¢ discorda em apenas uma cor
da paridade de |V (G)|, def(G) = 3, e |V(G)| é impar.

2. Se G9 é o grafo trivial, entdo |V (G U G2)| € impar. Assim, a unido, duas a duas, das classes
de cor de 1 e de o, isto é, C; U D;, com 1 < ¢ < 4, produzem uma coloragdo ¢ com trés
classes de cor pares e uma impar. Conclui-se que ¢ é conformable, pois ¢ discorda em trés
cores da paridade de |V (G)|, def(G) = 3, e |V (G)| é impar.

Portanto, se G; é conformable, entdo G = G1 U (G5 é conformable. ]

Lema 3.3. O grafo subciibico obtido através da unido disjunta entre dois grafos conformable é
conformable.

Demonstracdo. Sejam G e G5 grafos conformable onde no minimo um destes € subctibico e sejam
1 € g suas coloragdes conformable, respectivamente. Considere G a unido disjunta entre G e
Go. Se def(G) > 4, pela Observagido 3.1 temos que G é conformable. Logo, devemos considerar
que def(G) < 3. Vamos usar ¢; e ¢y para definir uma coloragdo conformable ¢ para G. A prova
¢ dividida em dois casos, ou ambos (G1 e G2 sdo subctibicos ou apenas (G € subcubico.

Considere que G e G5 sdo grafos subctibicos. Note que def(G) = def(G1) + def(G2)
e considere os seguintes casos:

1. Se def(G) = 3, entdo def(G1) = 1 e def(Ga) = 2 oudef(G1) = 3 edef(Ga) = 0.
Em qualquer caso, do Lema 2.1 extraimos que em um grafo subcibico, def(G) e |V (G)]
possuem a mesma paridade. Assim, |V (G7)| é impar e |V (G2)| € par, concluindo-se que
|V(G)| é impar.

(a) Suponha que def(G1) = 1edef(G2) = 2. Assim, ¢ tem pelo menos trés classes de
cor impares e @9 tem pelo menos duas classes de cor pares. Logo, existe uma classe
de cor impar C; em ¢; e uma classe de cor par D; em 2, as quais podemos unir
C1 U D; definindo uma classe de cor impar. As demais classes de ¢ € @9 sdo unidas,
duas a duas, em qualquer ordem, definindo uma coloragdo conformable ¢ para G, pois
def(G) =3¢ |V(G)| é impar. A Figura 7a apresenta um exemplo para este caso.
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(b) Suponha que def(G1) = 3 e def(Ga) = 0. Como G4 € ciibico e conformable, cada
classe de cor em @9 de (G2 € par e como (7 € conformable e de ordem impar, existe
ao menos uma classe de cor impar em ;. Portanto, como no caso anterior, existe uma
classe de cor impar C; em ¢; e uma classe de cor par D; em 2, podemos uni-las
C1 U Dy para definir uma classe de cor impar. As demais classes de @1 € @9 s30 unidas,
duas a duas, em qualquer ordem, definindo uma colorag@o conformable ¢ para G, pois
def(G) =3¢ |V(G)| é impar. A Figura 7b apresenta um exemplo para este caso.

4 3 1 3 2 1 4 3 1 2
(a) Uma coloragéio conformable para G; e Gz com (b) Uma coloragdo conformable para G; e G2 com
def(G1) = 1edef(G2) = 2, onde C; UD; com def(G1) = 3 e def(G2) = 0, onde C; U D; com
1 < i < 4 define uma coloragao conformable para G. 1 < i < 4 define uma coloragéo conformable para G.

Figura 7: Coloracédo conformable para grafos com de f(G) = 3.

2. Sedef(G) = 2,entdo def(G1) = 0edef(Ga) =2oudef(Gi) =1edef(Ga) = 1. Pelo
Lema 2.1, temos que ambos V (G1) e V(G2) possuem a mesma paridade e portanto |V (G)]
é par.

(a) Suponha que def(G1) = 0 e def(Gy) = 2. Como G é cubico, cada classe de cor
em ¢ € par e como def(G2) = 2, entdo existem no maximo duas classes de cor
impares. Logo, uma unifo, duas a duas, das classes de cor de ¢; com 9, terd no
maximo duas classes de cor impares, pois def(G) = 2 e |V (G)| é par. Conclui-se que
@ € conformable e portanto GG € conformable. A Figura 8a apresenta um exemplo para
este caso.

(b) Suponha que def(G1) = 1 e def(G2) = 1. Pelo Lema 2.1 sabemos que |V (G})|
e |V(G2)| sdo impares. Assim, @1 e 2 tém, cada uma, pelo menos trés classes de
cor impares. Realizando a unido, duas a duas, de cada classe de cor impar de ¢ e de
2 e das duas demais classes, obtendo pelo menos trés classes de cor pares, definimos
uma coloragdo conformable ¢ para G, pois def(G) = 2 e |V(G)| € par. A Figura 8b
apresenta um exemplo para este caso.

2 1 Gy 1
3 2 2
‘1
1 1
A4
2 3 4 3 4

(a) Uma coloragdo conformable para G; e G2 com (b) Uma colora¢do conformable para G; e G2 com
def(Gy1) = 0edef(Gy) = 2 onde C; UD; com def(G1) = 1edef(G2) = 1 onde C; U D; com
1 < ¢ < 4 define uma coloragéo conformable para G. 1 < ¢ < 4 define uma coloragio conformable para G.

Figura 8: Coloragio conformable para grafos com def(G) = 2.
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3. Se def(G) = 1, entdo def(G1) = 1 e def(G2) = 0. Temos pelo Lema 2.1 que |V (G1)|
¢ impar e |V (G2)| € par e conclui-se que |V(G)| é impar. Como G5 é ciibico, entdo toda
classe de cor de 9 é par. Como def(G1) = 1 e |V(G1)| é impar, existem pelo menos trés
classes de cor impares em (1. Logo a unido, duas a duas, das trés classes de cor impares de
(p1 com trés das classes de cor pares de o € a unido das demais duas classes, produzem uma
colorag@o conformable ¢ para G, pois def(G) = 1 e |V(G)| € impar. A Figura 9a apresenta
um exemplo para este caso.

4. Se def(G) = 0, entdo def(G1) = 0 e def(Gz) = 0. E imediato que G é conformable, pois
(1 e G2 sdo cibicos e possuem apenas classes de cor pares. A unido, duas a duas, das classes
de cor de ¢ e de ¢y produzem uma coloragio conformable ¢ para GG, pois cada classe de cor
em o € par. A Figura 9b apresenta um exemplo para este caso.

G
et

23 3 31 323 2

(a) Uma coloragéio conformable para G; e Gz com (b) Uma coloragdo conformable para G; e G2 com
def(G1) = 1ledef(Ge) = 0, onde C; UD; com def(G1) = 0 e def(G2) = 0, onde C; U D; com
1 < i < 4 define uma coloragdo conformable para G. 1 < i < 4 define uma colorag¢éo conformable para G.

Figura 9: Exemplos de colora¢do conformable para G com def(G) = 1 e def(G) = 0.

Se apenas (G; é subcibico, isto é, A(G1) = 3, entdo A(G2) < 2. Como def(G) < 3, pelo
Lema 3.2, tem-se que (1 € cubico e Gy = C3 ou G € o grafo trivial e, além disso, G = G1 U Gg é
conformable. OJ

Note que as argumentacdes no Lema 3.3 se baseiam essencialmente na defini¢do de con-
formabilidade e na restricdo da deficiéncia de G, isto é, def(G) < 3. Logo, é facil ver que esta
propriedade pode ser generalizada quando G possui n componentes conexas. Note também que o
caso quando A(G3) < 2 no Lema 3.3 é valido até quando G2 é ndo-conformable, pois de f(G) > 4.

4. Coloracao unconformable: uma coloracao auxiliar para determinar conformabilidade de
grafos desconexos

Nesta se¢ao, introduzimos uma coloracio de vértices que nos auxiliard na conformabili-
dade de grafos subctbicos desconexos. Nos resultados anteriores sempre consideramos o caso das
componentes conexas de G serem conformable e pelo Lema 3.3 concluimos que G € conformable.
Porém, os resultados anteriores ndo s@o suficientes ao tratarmos da unido disjunta onde um dos
grafos é ndo-conformable, por exemplo, G'U K4 ou G'U K3 3, com G subcibico.

Portanto, desenvolvemos uma outra coloragdo de vértices que nos auxiliou na prova de
conformabilidade para essa situagdo. Por exemplo, considere um grafo G = GG; U K cubico, onde
G1ndo é o K4 e nem o K3 3. Pelo Teorema 2.3, tem-se que (1 € conformable e assim Gy possui
uma 4-coloragdo de vértices ¢ tal que cada classe de cor de ¢ € par. Seja f: V(G) — {1,2,3,4}
uma 4-coloracdo de vértices que estende ¢, isto é, p(v) = f(v), se v € V(G1). Note que f ndo é
uma colorag@o conformable, pois |V (G)| € par e cada classe de cor de f é impar. Porém, se v é uma
4-coloragdo de vértices para G; onde cada classe de cor é impar, a extensdo g: V(G) — {1,2,3,4}
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onde y(v) = g(v), se v € V(G1), é conformable para G. A Figura 10b apresenta uma 4-coloragéo
de vértices onde cada classe de cor é impar para o grafo prisma pentagonal P o que nos faz concluir
que P U K, é conformable.

Um grafo G é unconformable se possui uma (A + 1)-coloragdo de vértices ¢ em que o
nimero de classes de cor (incluindo classes de cor vazias) com paridade igual a paridade de |V'| é no
maximo de f(G). Nesse caso, chamamos ¢ de coloragdo unconformable. Um grafo G é chamado
de ndo-unconformable se ndo possuir uma coloragdo unconformable. A Figura 10 apresenta dois
exemplos de grafos subctibicos unconformable e o grafo prisma triangular que € nao-unconformable
e vemos a seguir que este € o tnico grafo subcubico nao-unconformable.

3 1 1
3
3 P 24 152
\ i2
4 3 1 3 3 2

(a) O grafo subcibico com (b) O grafo prisma pentagonal (c) O grafo prisma triangular que
def(G) = 1 e b vértices que é P com uma colorag¢do unconfor- ¢ ndo-unconformable.
unconformable, pois C4 é a inica mable, pois cada classe de cor

classe de cor impar. tem paridade diferente da sua or-

dem.

Figura 10: Exemplos de grafos com suas classificagdes de unconformabilidade.

Um resultado de coloracido unconformable € que o grafo obtido da unido disjunta entre
grafos regulares unconformable é conformable.

Teorema 4.1. Sejam dois grafos d-regulares G ¢ H. Se G é unconformable e H é unconformable,
entdo G U H é conformable.

Demonstracdo. Sejam 7w uma coloragdo unconformable para G e p uma coloragdo unconformable
para H. Considere os seguintes casos:

1. Se |[V(G)| épare |V (H)| é par, entdo |V (G U H)| é par. Como G e H sao unconformable e
regulares, entdo todas as classes de cor de 7 e p sdo impares. Sejam Cy, C2,C3,...,Cqy1 as
classes de cor de m e D1, Do, D3, ..., Dgy1 as classes de cor de . Logo, tomando a unido,
duas a duas,de C; e D; com 1 < ¢ < d + 1 como uma coloragdo ¢ para G U H, temos que
cada classe de cor de ¢ para G U H € par. Isto é, G U H é conformable.

2. Se|V(G)| éimpare |V (H)| é par, entdo |V (GU H)| é impar. Como G e H sdo unconforma-
ble e regulares, entdo cada classe de cor de 7 € par e cada classe de cor de p € impar. Sejam
C1, C2,Cs,...,Cq11 as classes de cor de m e Dy, Dy, D3, ..., Dyyq as classes de cor de p.
Logo, tomando a unido, duas a duas, de C; e D; com 1 < ¢ < d+ 1 como uma coloragio para
G U H, temos que cada classe de cor de ¢ para G U H é impar. Isto é, G U H é conformable.

3. Se |V(G)| é pare |V (H)| é impar, entdo observe que este caso é andlogo ao Caso 2.
4. Se |V(G)| é impare |V (H )| é impar, entdo |V (G U H)| é par. Como G e H sdo unconforma-
ble e regulares, entdlo todas as classes de cor de 7 e p sdo pares. Sejam Cy, C2,C3, ..., Cqt1

as classes de corde m e D1, Do, D3, ..., Dy as classes de cor de p. Logo, tomando a unido,
duas a duas, de C; e D; com 1 < i < d+ 1 como uma coloragéo para G U H, temos que cada
classe de cor de ¢ para G U H é par. Isto é, G U H é conformable.
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Devido ao limite de paginas deste trabalho, a prova do Teorema 4.2 serd omitida e na prova
do Teorema 4.3 consideramos apenas dois casos, com objetivo de expor a aplicacdo dos lemas e da
coloracdo unconformable.

Teorema 4.2. GG é um grafo subciibico ndo-unconformable conexo se, e somente se, G é o prisma
triangular.

Teorema 4.3. G ¢é um grafo subciibico ndo-conformable, se e somente se:
1. G é uma unido disjunta entre um niimero impar de componentes de Ky ou;

2. G é uma unido disjunta entre um niimero impar de componentes de K4 com o prisma trian-
gular ou;

3. G é uma unido disjunta entre um niimero par de componentes de K, com o K3 3.

Esbog¢o da Prova. Se G é conexo, entdo pelo Teorema 2.3 temos que G é conformable, exceto se
G é 0 K4ouo Kjg3,isto é, G € aunido disjunta de uma tnica componente de K4 ou G € a unido
disjunta entre zero componentes de K4 com o K3 3. Logo, devemos considerar o caso do grafo G
ser desconexo. Seja GG um grafo subcubico desconexo. Vamos descrever G = G1 U G2 U G3, onde
G'1 possui apenas componentes conexas que nao sdo K4 nem K3 3, G possui apenas componentes
conexas isomorfas a Ky, e G3 possui apenas componentes conexas isomorfas a K3 3. Veja que
def(G2) = def(Gs) = 0. Pela Observacao 3.1, se def(G1) > 4, entdo G é conformable. Dessa
forma, vamos considerar def(G1) < 3. Existem 7 casos possiveis de acordo com G1, G2 e G3
serem ou nao vazios, porém apresentamos 2 casos.

1. Suponha que G = ;. Pelo Teorema 2.3 e os Lemas 3.3 e 3.2, temos que GG é conformable.
2. Suponha que G = G2 U 3. Observe que G € um grafo cubico.

(a) Suponha que G2 tenha um nimero impar A de componentes conexas de K.

i. Suponha que G'3 possua v = 1 componentes conexas de K33. Como G é un-
conformable, pois cada classe de cor de G2 é impar e |V (G2)| € par, e pelo Teo-
rema 4.2, G5 é unconformable. Logo, pelo Teorema 4.1, temos que G é conforma-
ble.

ii. Suponha que G'3 possuay > 1 componentes conexas de K3 3.

A. Suponha que v = 2 e considere as coloragdes 7 e u de K3 3 apresentadas na
Figura 11. Como cada classe de cor em 2 componentes de K3 3 € impar e cada
classe de cor de G5 é impar, temos que G possui uma coloragdo conformable.

B. Suponha que v > 3. Note que G2 U K33 é conformable e seja H o grafo
formado pela unido disjunta de v — 1 > 2 componentes conexas de K3 3.
Construimos uma coloracdo conformable para H, com auxilio de 7, u e ¢,
apresentadas na Figura 11. Usando o Lema 3.3, temos que G = Go U K33 U
H = (G5 U (G5 é conformable.

(b) Suponha que G5 tenha um niimero par A de componentes conexas de K.
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i. Suponha que G3 possua v = 1 componentes conexas de K3 3. Como K3 3 possui
no minimo duas classes de cor impares e G5 possui cada classe de cor de tamanho
A, isto €, par, temos que existird a0 menos uma classe de cor de G2 U G3 que é
impar. Como |V (G)| é par e def(G) = 0, temos que G € nao-conformable.

ii. Suponha que G'3 possua y > 2 componentes conexas de K3 3. Como G2 € confor-
mable e G3 € conformable, entdo temos que pelo Lema 3.3, G € conformable.

O]

1 1 1 1 1 2

PP (B%)

2 2 4 4 4 3
Figura 11: O grafo H com v — 1 componentes conexas de K3 3 com as coloragdes 7, 1 € .

Agradecimentos
O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pes-

soal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001, do CNPq ( 406036/2021-
7,313797/2020-0, 308654/2018-8) e da FAPERJ (E26/201.360/2021 JCNE, E-26/010.002674/2019
ARC, E26/202.902/2018 CNE)

Referéncias
Behzad, M. (1965). Graphs and and their chromatic numbers. PhD thesis, Michigan State Univer-

sity.
Bondy, J. e Murty, U. (2008). Graph Theory. Springer, New York.

Brooks, R. L. (1941). On colouring the nodes of a network. Math. Proc. Camb. Philos. Soc., p.
194-197.

Campos, C. N. e de Mello, C. P. (2007). A result on the total colouring of powers of cycles. Discrete
Appl. Math., p. 585-597.

Chetwynd, A. G. e Hilton, A. J. W. (1988). Some refinements of the total chromatic number con-
jecture. Congr. Numer., p. 195-216. ISSN 0384-9864.

Greenlaw, R. e Petreschi, R. (1995). Cubic graphs. ACM Comput. Surv., 27(4):471-495. ISSN
0360-0300. URL https://doi.org/10.1145/234782.234783.

Hilton, A. J. W. e Hind, H. R. (2002). Non-conformable subgraphs of non-conformable graphs.
Discrete Math., p. 203-224.

Leven, D. e Galil, Z. (1981). NP-completeness of finding the chromatic index of regular graphs. J.
Algorithm, p. 35-44.

Sénchez-Arroyo, A. (1989). Determining the total colouring number is NP-hard. Discrete Math.,
p- 315-319.

Vizing, V. G. (1968). Some unsolved problems in graph theory. Russ. Math. Surv., p. 125-141.

Zorzi, A., Figueiredo, C., Machado, R., Zatesko, L., e Souza, U. (2021). Compositions, decompo-
sitions, and conformability for total coloring on power of cycle graphs. Discrete Appl. Math.

https://proceedings.science/p/157482?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/157482?lang=pt-br
http://www.tcpdf.org

