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RESUMO
Dado um digrafo ponderado D = (V, A, ¢, d) com coloragdo de arcos e dois nés s,t € V,

desejamos encontrar um (s, t)-caminho p* de custo minimo em D, de sorte que a quantidade de co-
res em p* seja limitada superiormente por um dado k£ € N. Introduzimos desigualdades vélidas para
o problema, uma formulagdo de programacao linear inteira, e duas classes de instancias dificeis. Os
experimentos computacionais mostram que as novas desigualdades foram eficientes para resolver
a maioria das instdncias em tempos computacionais bem inferiores quando comparados tanto com
o modelo original quanto ao modelo alternativo. Mostram também que as classes de instancias
introduzidas sao mais dificeis do que as utilizadas na literatura.

PALAVRAS CHAVE. Caminho minimo. Caminho com restricaio em nimero de cores dos
arcos. Desigualdades validas.

Otimizacao Combinatdria. Programacao Matematica.

ABSTRACT
Given a weighted edge-colored digraph D = (V, A, ¢, d) and a pair of nodes s,t € V,

we want to find a (s,t)-path p* of minimum cost in D, so that the amount of arc colors in p*
is limited above by a given £k € N. We introduce valid inequalities for the problem, an integer
linear programming formulation, and two new classes of difficult instances. The computational
experiments show that the new inequalities are efficient to solve the majority of instances in much
lower execution times when compared with both the original model and the alternative one. They
also show that the introduced instances are more difficult than those from the literature.

KEYWORDS. Shortest path. Constrained path in the number of arc colors. Valid inequali-
ties.

Combinatorial Optimization. Mathematical Programming.
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1. Introducao

Problemas de otimizagdo em grafos com coloracio de arestas codificam informagdes qua-
litativas através de rétulos (ou cores), podendo estes representarem, por exemplo, diferentes meios
de transporte em uma rede de fluxo. Dentre os existentes com essa caracteristica na literatura, tem-se
o problema da arvore geradora com quantidade minima de cores [Chang e Shing-Jiuan, 1997; Sa-
raiva et al., 2018], o problema da cobertura de ciclos coloridos [Silvestri et al., 2016] e o problema
da floresta colorida [Carrabs et al., 2018], para citar apenas alguns.

Em se tratando, especificamente, de problemas de otimizag@o para obten¢do de um ca-
minho com rotulacdo em arestas, o problema do caminho com quantidade minima de cores (MCP,
de minimum colored path) ja foi estudado em diferentes areas sob nomenclaturas distintas [Eiben
e Kanj, 2020]. Kumar [2019], por exemplo, concebeu métodos heuristicos para o problema com
base na selec@o de cores mais frequentes no grafo de entrada. Um algoritmo aproximativo e um
modelo exato também foram propostos. Grafos em camadas, de disco unitario e road networks
foram observadas como instancias dificeis para o problema. J4 Granata et al. [2013] apresentaram
duas formulacdes para o problema de fluxo méximo com quantidade minima de cores. A primeira
¢ derivada da descricdo formal do problema, enquanto a segunda a incrementa por meio dos con-
ceitos de rétulo e vértice necessarios. Os autores também propuseram uma meta-heuristica Skewed
Variable Neighborhood Search para a geragao de solugdes vidveis, utilizando-se de rotinas de fluxo
maximo como ponto de partida. Uma vasta revisdo da literatura de grafos com coloracio de arestas
também € realizada. Em Carrabs et al. [2019] os autores investigaram o problema do caminho mais
longo com cores ordenadas. Modelos de programacao matemadtica baseados em fluxo e em sche-
duling foram detalhados, além da relagdo do problema com aplicacdes relevantes, como na drea de
ressonancia magnética nuclear.

Neste trabalho, abordamos o problema do caminho minimo k-rotulado (k-CSP, de k-color
shortest path problem), definido da seguinte forma: seja um digrafo ponderado com coloragao de
arcos D = (V, A, ¢, d), com conjunto de vértices V', conjunto de arcos A, fungio de coloragdo de
arcos ¢ : A — N, e fungfo custo d : A — R,. Além disso, considere s, € V e um inteiro k£ > 0.
O k-CSP consiste em encontrar um (s, t)-caminho com custo minimo que utilize no maximo & cores
distintas. A Figura 1 apresenta um exemplo de instincia para o problema.

1@5
Q-0
o

Figura 1: [Ilustragio do k-CSP. Supondo ser £k = 3, é evidente que os caminhos p; =
{(s,1),(1,3),(3,2),(2,¢)} e p2 = {(s,2),(2,t)} sdo vidveis para a instincia, sendo p; a solugdo Gtima
com d(p1) = 8. Entretanto, ao considerarmos k = 2 observamos que p; se torna invidvel e a solugéo 6tima
¢ dada por p2 com d(p2) = 10.

O k-CSP foi recente e independentemente introduzido por Ferone et al. [2019] no contexto
de redes confidveis, assim como outros problemas de minimizac¢ao no uso de cores [Shengli Yuan
et al., 2005; Coudert et al., 2007], e por Dehouche [2020] no cendrio de linhas de metrd, aparecendo
como um subproblema do problema de encontrar o didmetro restrito k-rotulado (k-color constrained
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diameter) de um grafo, sendo essa a maior distdncia que um passageiro poderad percorrer usando
um caminho minimo com ndo mais que k& linhas. Um modelo de programacao linear inteira (PLI)
também foi proposto por Ferone et al. [2019]. Em ambos os artigos que o introduziram, o k-CSP
foi provado ser NP-Dificil, tendo Ferone et al. [2019] utilizado o fato de o problema de encontrar
um (s, t)-caminho com no maximo k cores distintas ser um caso especial onde os pesos sdo nulos.
Ainda, observamos que toda solug¢do deste é uma solugdo vidvel para aquele, de tal forma que
encontrar uma solugao vidvel para o k-CSP é um problema NP-Completo.

Com base no modelo da literatura, propomos uma formulacdo de PLI equivalente funda-
mentada em uma inversdo das desigualdades e varidveis de cores do modelo proposto por Ferone
et al. [2019]. Apresentamos novas desigualdades validas para o k-CSP baseadas no limite de arcos
de mesma cor partindo ou incidindo em um vértice, e na sele¢do de cores na vizinhanga da origem
e do destino do caminho. Além disso, introduzimos duas novas classes de instancias dificeis para
o problema: a classe de digrafos em camadas, adotada por Kumar [2019] como instancias dificeis
para o MCP, e a classe de digrafos em camadas com arcos de salto.

A sequéncia deste trabalho estd estruturada da seguinte maneira. A Secdo 2 traz 0 mo-
delo existente para o k-CSP e uma nova formulacdo para o problema, cujas algumas desigualda-
des vdlidas se encontram na Se¢@o 3. A Secdo 4 apresenta uma andlise comparativa dos modelos
através de experimentos computacionais. Conclusdes e mencdes a trabalhos futuros sdo realizadas
na Secdo 5.

2. Modelos matematicos

Esta secao apresenta formulacdes de PLI para o k-CSP. Preliminarmente, faz-se necessario
introduzir algumas notagdes. Seja C'(D) o conjunto de cores do digrafo D, A(p) (resp. V(p)) o
conjunto de arcos (resp. vértices) em um caminho p, A; o conjunto de arcos que possuem rétulo
h € C(D) e N~ (i) (resp. N7 (i)) as extremidades iniciais (resp. finais) dos arcos que incidem no
(resp. partem do) vértice ¢ € V.

A comecgar pela formulagao proposta por Ferone et al. [2019], seja x;; € {0, 1} variavel
bindria que determina se o arco (i,j) € A esta (valor 1) ou ndo (valor 0) na solugdo p, para todo
(i,7) € A. Além disso, seja yp, € {0, 1} varidvel bindria que expressa se uma cor h estd (valor 1)
ou ndo (valor 0) em p, para todo h € C (D). O modelo para o k-CSP é dado por:

(FFP) min Y dymi (1)

(1,5)EA
-1 sei=s
s.a.: Z Tj; — Z xig=q+1 sei=t , VieV (2)
JEN~(i) JENT(i) 0 caso contrrio

Tij < Ye(ijy, VY (4,7) € A (3)

> <k (4)
heC(D)

zy; € {0,1}, V(i,j) € A (5)

yn €{0,1}, VheC(D) (6)

A fung@o objetivo (1) minimiza o custo d(p) de um (s, ¢)-caminho p. As restricdes (2)
sdo responsdveis pela conservagdo de fluxo unitdrio ao longo do caminho p. As restricdes (3)
impdem que uma cor estard presente na solu¢io se a0 menos um arco que a tem também estiver.
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A restricdo (4) limita superiormente a quantidade de cores de p ao valor k. As restricdes (5) e (6)
informam a natureza (dominio) das variaveis de decisio.

Apresentamos uma formulagao alternativa (equivalente) de PLI ao considerarmos uma
interpretacdo inversa das restrigdes (3) e (4). Enquanto a formulacdo (FFP) realiza a escolha dos
arcos que se deseja utilizar na solucao e, consequentemente, as respectivas cores, de forma analoga
podemos definir tais restricdes de modo a descartar rétulos que ndo devem aparecer na solucdo
6tima. Dito isso, definimos varidveis bindrias [;, de forma que [, = 1 implica que a cor h nio sera
utilizada na solugdo, e I, = 0 caso contrdrio, para todo h € C'(D). A formulagdo proposta é dada
por:

(INV) min Y diz

(4,5)€A
s.a.: (2), (5)
2y <1 —leyy, V(i j) €A (7)
> lh=eD) -k ®)
heC(D)
I, €{0,1} VheC(D) )

As restri¢des (7) impdem que nenhum arco de cor h € C'(D) sera utilizado caso Iy, = 1,
enquanto a restri¢ao (8) limita inferiormente a quantidade de cores que devem ser descartadas. A
restricdo (9) informa as varidveis de decisdo.

3. Desigualdades validas

Nesta secdo, propomos desigualdades vélidas para o k-CSP. Para isso, definimos N, (1)
(resp. N, h+ (7)) como o conjunto de extremidades iniciais (resp. finais) dos arcos de cor h que
incidem no (resp. partem do) vértice i, e Ny(i) como o conjunto de vértices ndo alcancados pelo
vértice ¢, paratodoi € V.

A primeira desigualdade valida para o problema baseia-se na observacio do seguinte fato:
visto que a desigualdade (3) implica que nenhum arco (i, j) poderd ser escolhido sem que sua cor
c¢(ij) também o seja, podemos afirmar que para todo vértice i # ¢ (resp. i # s) a quantidade de
arcos de mesma cor que partem de (resp. incidem em) ¢ é limitado superiormente pela varidvel do
rétulo em questdo. Em razao disso, obtemos as desigualdades (10) e (11).

> mj<yn, Vi€V, VheC(D) (10)
JEN; (4)

Y mi<yn, Vi€V, VheC(D) (11)
JEN; (i)

Agora, considere dois vértices u,v € V tal que ndo exista um (u, v)-caminho ou (v, u)-
caminho em D. Considere o grafo suporte G = (V, A) de uma solugio relaxada de um modelo
do problema com respeito s varidveis  em que u,v € V. Veja que u, v estdo em dois caminhos
distintos de s a t em G. Logo, deve haver algum vértice w € V tal que existe um (w, v)-caminho
e um (w, u)-caminho em G. Consequentemente, podemos generalizar as desigualdades (10) e (11)
de modo a incluir os casos de vértices ndo alcangdveis, resultando nas desigualdades (12)—(15).
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S wyt+ Y wwi<yn, WEV, Vue Ny(v), VheC(D) (12)
JEN;T (v) iEN;T (u)
Y it Y. ww<yn WEV, Vue Ny(v), VheC(D) (13)
JEN;T (v) iEN, (u)
Y mip+ Y wui<yn, WEV, Vue Ny(v), VheC(D) (14)
JEN, (v) iEN; (w)
§: Tipt Y. T <yn, WEV, VueNy(v), VheC(D) (15)
JEN, (v) ie€N, (u)

No que tange a restri¢do (12) (resp. (15)), essa desigualdade nos diz que considerando
doisnés v € V e u € V distintos ndo alcancdveis, a quantidade de arcos de mesma cor que partem
de (resp. incidem em) ambos os vértices € limitado superiormente pela varidvel de decisdo da cor.
De maneira semelhante, a desigualdade (13) (resp. (14)) limita superiormente a quantidade de arcos
que saem de (resp. incidem em) v e incidem em (resp. partem de) v que possuem a mesma cor.

Por fim, ao observarmos que toda solucdo vidvel para o k-CSP deve possuir uma cor
na vizinhanga de arcos que partem de s (resp. incidem em t), derivamos a desigualdade (16)
(resp. (17)), que também ¢ vélida para o problema.

> Yy =1 (16)
JENT(s)

E: Ye(jt) > 17)
JEN=(1)

4. Resultados computacionais

Experimentos computacionais foram realizados para avaliar a qualidade das contribui¢des
propostas. Para isso, implementamos os modelos mateméticos em Julia 1.7.2 e recorremos as bi-
bliotecas CPLEX_jl e JuMP,jl para uso do solver CPLEX 22.1. Os experimentos foram executados
em um PC Intel Core i7-3770, 8 x 3.40 GHz, 16 GB RAM DDR3 com Ubuntu 20.04 LTS 64 bits.
Para cada teste, utilizamos um limite de tempo de 700 segundos.

Nos experimentos, avaliamos a qualidade da relaxagdo linear dos modelos e o respectivo
tempo de execugdo, assim como o tempo de processamento até a convergéncia para a solugdo 6tima
inteira do algoritmo de branch-and-bound e a contagem de nds associada a arvore. Denotamos por
(FFP+) o modelo (FFP) acrescido das restri¢des (12)—(17).

Como instancias, utilizamos digrafos em camadas por serem de dificil resolu¢do em pro-
blemas de caminho com rotulagdo de arcos [Kumar, 2019]. Um digrafo em camadas é organi-
zado em w colunas de r nés. Seja v;; 0 i-ésimo nd da j-ésima coluna; em toda coluna, temos
(vij, vpj+1) € A, paraj = 1,...,weib =1,...,r. Ainda, criamos arcos (s, v;1) para todo
vértice ¢ na primeira coluna e (v;,, t) para todo né ¢ na w-ésima coluna. Nos experimentos realiza-
dos, consideramos digrafos em camadas com w = 15, » = 10, e quantidade de cores equivalente a
70% da quantidade de arcos. Além disso, a escolha do valor de k se d4 pela solugao do problema do
caminho com quantidade minima de cores. A geracdo das cores e dos pesos dos arcos foi uniforme
como explicado adiante.
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Denotamos instancias de digrafos em camadas na Tabela 1 com o prefixo LG. Também
consideramos uma modifica¢éo dos digrafos em camadas que utiliza arcos de salto. Um arco (i, j) €
A é dito ser de salto se i € V e j € V ndo se encontram em camadas consecutivas. O peso de um
arco de salto é gerado uniformemente a partir do intervalo inteiro [dynaz, dmaz +dof fset)> Onde dimqa
¢ 0 maior peso observado no digrafo D e dy fse; € um valor suficientemente grande (consideramos
o valor 400). Multiplicamos entdo o valor gerado pela quantidade de camadas entre i e j. Esse
grupo de instancias foi criado visando facilitar a obten¢ao de uma solucdo vidvel, mas por um custo
maior que percorrer as camadas em D. As instincias de digrafos em camadas que implementam
arcos de salto serdo denotadas na Tabela 1 pelo prefixo JLG. Quanto a Tabela 2, sdo utilizadas as
instincias apresentadas por Ferone et al. [2019] referentes aos grupos G1, G3, R1 e Ro, dentre os
quais os dois primeiros sdo grafos grid com dimensdes 100 x 100 e 100 x 200, com 5.940 e 11.910
cores respectivamente, enquanto os dois dltimos sao classes de grafos aleatérios com 75.000 nés e
750.000 arcos, com 112.500 e 150.000 cores respectivamente.

As Tabelas 1 e 2 possuem um total de 30 e 39 instancias, respectivamente. Nelas, opt
indica o valor 6timo da instincia inst, z indica o valor da relaxagdo linear, cpu, se trata do tempo
para resolucdo da relaxagdo, cpu é o tempo para resolucdo do modelo inteiro, e bb é a quantidade
de subproblemas resolvidos na arvore de branch-and-bound.

No que concerne as novas instancias propostas e os resultados da Tabela 1, o modelo
(FFP+) obteve a solugdo 6tima inteira no menor tempo em 96,66% dos casos (29 instancias), en-
quanto o (INV) obteve o menor tempo em apenas uma. Para esse grupo de instincias, o modelo
(FFP+) obteve uma relaxacdo linear mais forte que os demais modelos. O modelo (FFP+) foi
78,53% e 79,33% mais rapido que (FFP) e (INV), respectivamente. O nimero de subproblemas bb
de (FFP+) foi cerca de 4 vezes menor que o de (FFP), em média. O que relatamos acima mostra
o potencial das desigualdades validas concebidas. Salientamos que (INV) obteve o resultado no
menor tempo em 40% dos casos (12 instancias) quando comparado a (FFP).

Tabela 1: Experimentos computacionais em grafos em camadas e grafos em camadas com saltos.

Instances (FFP) (FFP+) (INV)
inst opt z cpu, cpu bb z cpu, cpu bb z cpu, cpu bb
LGI5xT10-0T 709 361.33 007 5585 5818 - . . . . .
LG15x10-02 528 309.26  0.05 66.79 8559 34739 0.16 18.80 1275 309.26  0.06 54.44 5817
LG15x10-03 457 311.92 005 93.14 9857 33292 013 931 264 311.92 0.05 53.81 5482
LG15x10-04 671 321.47 0.07 88.20 4695 361.47 0.19  26.36 1328 32147 0.07 90.08 5290
LG15x10-05 533 378.88 0.07 50.74 2888 406.76  0.17  9.26 216 378.88 0.07 18.57 989
LG15x10-06 583 32593 0.05 177.56 26160 35447 0.14 36.94 6234 32593 0.06 178.80 23537
LG15x10-07 636 331.09 0.06 24239 26512 36232 0.13  26.90 3905 331.09 0.05 31954 34138
LG15x10-08 670 361.56 0.09 70.50 5284 408.29 021 24.27 1075 361.56 0.06 106.74 7073
LG15x10-09 683 319.84 0.07 142.75 8572 35450 0.23  30.50 1522 319.84 0.06 108.32 7200
LG15x10-10 645 32993 0.05 24738 29696 359.18 0.05 21.83 9425 32993 0.05 25586 28683
LG15x10-11 693 392.09 0.08 127.44 7606 422.69 0.07 13.08 2061 392.09 0.06 106.56 6388
LG15x10-12 589 31493 0.06 273.11 31393 33397 0.05 23.55 7280 31493 0.05 196.99 25196
LG15x10-13 420 32358 0.05 15.94 1221 34537 007 194 0 323.58 0.05 1528 1043
LG15x10-14 474 288.13  0.06 109.13 11644 32223 0.08  6.38 897 288.13 0.06 84.51 8869
LG15x10-15 507 289.88 0.04 101.72 15574 316.63 0.07 15.51 5195 289.88 0.04 106.21 12721
LG15x10-16 423 27378 0.05 16.93 1023 29198 0.06 6.30 417 27378 0.05 41.83 5894
LG15x10-17 610 32324 0.05 22597 26936 353.71 0.06 24.97 6741 32324 0.05 154.25 18236
LG15x10-18 605 296.13  0.05 285.09 38059 320.72  0.07  23.09 8329 296.13  0.06 190.18 23410
LG15x10-19 596 298.76 0.07 215.58 29090 32338 0.10 29.33 5564 298.76 0.07 157.02 19880
LG15x10-20 516 27346  0.05 87.24 10881 301.58 0.13  21.10 2558 27346 0.06 105.23 15695
JLGI5x10-01 555 301.28 0.06 61.37 6155 33455 020 3852 3471 301.28 0.06 71.56 6935
JLG15x10-02 547 297.27 0.05 109.35 14139 328.03 020 44.45 3950 297.27 0.06 152.80 14921
JLG15x10-03 851 350.45 0.07 260.38 20647 40042 032 4235 2359 35045 0.06 289.97 25771
JLG15x10-04 464 309.87 0.06 20.98 1464 33193 028 13.30 287 309.87 0.06 11.05 580
JLG15x10-05 582 31449 0.08 176.68 20232 354.19 023 46.68 4200 314.49 0.07 184.11 21797
JLG15x10-06 661 305.39 0.07 40096 47125 34324 026 154.72 16475 305.39 0.06 559.87 60129
JLG15x10-07 792 351.37 0.08 177.64 13495 38847 029 54.84 3296 351.37 0.08 180.80 14675
JLG15x10-08 493 288.99 0.07  99.09 11195 316.11 024 24.18 1298 288.99 0.06 128.00 16819
JLG15x10-09 536 300.75 0.05 87.02 9194 347.06 024 38.64 3326 300.75 0.05 108.57 11487
JLG15x10-10 579 309.28 0.08 120.88 14103 326.61 0.24 53.05 6591 309.28 0.07 240.86 25047
Média - 0.06 140.26 15307.23 - 0.16 30.1T  3718.20 - 0.06 145.64 15385.80
Mediana - 0.06 109.24 11419.50 - 0.16 2422  2927.00 - 0.06 108.45 13698.00
Miximo - 0.09 400.96 47125.00 - 032 154.72  16475.00 - 0.08 559.87 60129.00
Minimo - 0.04 1594 1023.00 - 0.05 1.94 0.00 - 0.04 11.05 580.00
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Tabela 2: Experimentos computacionais nas instancias da literatura.

Instances (FFP) (FFP+) (INV)
inst opt z cpu, cpu z cpu cpu z cpu cpu
GI-02 6233 6233 413 928 6233 1670  1.45 6233 2041  8.80
G1-03 6336 6327  10.00 149.97 6327  43.62 3628 6327 4248  35.82
G1-04 6200 619550  5.05 2328 619550 30.83  6.52 619550 19.06  25.44

G1-05 6079 6077.16 2049 41.48 6077.16  152.40 52.46 6077.16  83.00  42.95
G1-06 6109 6106.33 7.64 19.92 6106.33  42.03  50.02 6106.33  36.71 24.14

G1-07 6197 6197 5.68 10.52 6197 21.91 2.79 6197 20.70  15.68
G1-08 6181 6181 6.36 15.10 6181 47.58 5.99 6181 2273 17.23
G1-09 6375 6375 1595  41.77 6375 106.65 10.32 6375 170.63  50.53
G1-10 6193 6193 5.86 11.19 6193 48.19 7.44 6193 3849  15.22
G3-01 9808 9805.67 46.60 94.52 9805.67 342.54 38.47 9805.67 256.50 104.83
G3-02 9652 9651.67  87.98 190.01 0 701.65 704.27 0 703.04 216.99
G3-03 9448 9446.50  33.12  58.31 9446.50 217.74 31.41 9446.50 19279  89.92

G3-04 10149 10147.38 45.03 148.62 10147.38 357.13  75.96 10147.38 245.03 167.37
G3-05 9654 9653.33  35.14  80.68 9653.33  264.01 51.07 9653.33 21543  98.85

G3-06 9535 9535 36.19  66.17 9535 251.50 17.38 9535 193.50 70.14
G3-07 9455 9453.50  60.54 159.11 9453.50 42530 36.92 9453.50 421.83 155.42
G3-08 9424 9424 69.60 155.48 9424 489.62  24.00 9424 441.83 162.24
G3-09 9786 9783 140.65 444.00 0 700.94 702.91 0 701.62 382.32
G3-10 9793 9793 120.06  186.94 0 701.16 702.34 0 700.50 335.85
RI-0I 201 201 11.74  62.60 201 4228  34.08 201 4250  56.50
R1-02 253 252 9.97 60.75 252 2021 36.14 252 21.65  56.37
R1-03 333 333 2847  81.17 333 64.57 46.85 333 133.48 68.10
R1-04 236 236 1421 80.86 236.00 56.28  46.30 236 48.73  71.59
R1-05 253 238.50 1591  83.69 239 73.66  52.27 238.50 43.07 121.13
R1-06 255 255 1120  57.44 255 43.82 34.87 255 21.92  68.11
R1-07 401 401 18.07  68.52 401 68.28  43.98 401 80.36  64.17
RI1-08 426 426 92.77 150.59 426 293.68 27.93 426 113.36  198.26
R1-09 242 240.50 9.79 86.42 240.50 2040  68.92 240.50 50.57  79.81
R1-10 152 152 9.55 59.01 152 17.37  31.62 152 20.59  54.70
R2-01 289 289 13.59  65.23 289 59.90 42.73 289 50.10  58.93
R2-02 246 246 10.81  59.28 246 27.89  35.06 245 25.10  66.59
R2-03 198 192.67 1092 62.37 192.67 22.61  30.90 192.67 22.67 58.36
R2-04 196 190 11.72  64.93 190 4391 3540 190 4479  60.96
R2-05 246 246 16.19  65.63 246 46.93  30.60 246 52.77  59.82
R2-06 238 238 17.07  64.10 238 4644 34.21 238 53.05 61.75
R2-07 219 205 1240  65.26 205 4553 36.31 205 41.60 71.54
R2-08 231 231 12.82  60.90 231 46.55  33.07 231 39.38  60.87
R2-09 245 244 1043 61.41 244 20.79  43.33 244 22.44  58.30
Média - 3395 9851 - 18536 104.56 - 167.96 106.50
Mediana - 16.05  65.90 - 58.09  36.23 - 51.67 69.13
Midximo - 140.65 444.00 - 701.65 704.27 - 703.04 382.32
Minimo - 5.86 11.19 - 17.37 7.44 - 20.59  15.22

Para o grupo de instancias de Ferone et al. [2019] na Tabela 2, o modelo (FFP+) obteve
o menor tempo de resolugdo do problema inteiro em 84,62% dos casos (33 instancias), enquanto
(FFP) obteve o menor tempo em 6 instancias. Note-se que o modelo (FFP+) e o modelo (INV) ndo
obtiveram solucdes 6timas em trés instancias. Observe que a coluna bb referente a quantidade de
subproblemas no branch-and-bound é omissa, visto que a maioria das instincias foi resolvida na
raiz. Ao desconsiderarmos as instancias G3-02, G3-09, e G3-10, vemos que o modelo (FFP+) foi
51,87% e 54,55% mais rapido que (FFP) e (INV), respectivamente.

Por fim, destacamos, quanto ao tempo para obten¢do da solugdo 6tima inteira, que a média
das instancias na Tabela 1 € superior aquela da Tabela 2 no modelo (FFP), e nos modelos (FFP+) e
(IN'V) ao desconsiderarmos as trés instancias supracitadas. Isso € um forte indicio que as instincias
de digrafos em camadas sdo mais dificeis do que as que foram propostas na literatura por Ferone
et al. [2019]. Além disso, revelamos que 40% dos grafos grid (8 instincias) e 63,16% dos grafos
aleatorios (12 instancias) possuem valor da relaxacao linear igual ao custo da solucdo 6tima inteira.

5. Conclusoes
Neste trabalho, propusemos desigualdades vélidas para o problema do caminho minimo
k-rotulado (k-CSP), além de uma nova formulacdo de PLI. Os experimentos computacionais mos-
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tram que o uso das desigualdades validas tornam o modelo proposto por Ferone et al. [2019] mais
eficiente.

Para comprovar a qualidade das desigualdades, abordamos dois grupos de instancias:
aquelas fornecidas por Ferone et al. [2019] e digrafos em camadas, sugeridos por Kumar [2019]
como instancias desafiadoras para problemas de caminho com rétulo em arcos. Isso, de fato, foi
evidenciado nos experimentos através do tempo de resolugcdo dos modelos mateméticos. A partir
disso, concebemos uma nova classe de instancias desafiadoras: digrafos em camadas com arcos de
salto. Isso também ficou evidente ao observamos a quantidade de subproblemas resolvidos pela
arvore de branch-and-bound, cerca de 4 vezes menor (média) com a introducio das desigualdades.

J4 o novo modelo proposto, quando comparado com o j4 existente na literatura, obteve
melhores resultados em um total de 12 digrafos em camadas.

Pesquisas futuras serdo direcionadas para a elaboragdo de uma relaxagdo lagrangiana para
0 k-CSP, além de métodos heuristicos para obten¢do de solucdes vidveis em tempo razodvel, e um
estudo da variagdo do limite superior k£ e da densidade de cores introduzidas para o aumento na
dificuldade das instancias. Acreditamos que a caracteristica do problema também abre espaco para
métodos de decomposigao.
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