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RESUMO
Uma arvore pode ser classificada em tipo 1 e 2 por meio do autovetor associado ao
segundo menor autovalor de sua matriz Laplaciana. Este trabalho introduz alguns resultados, que
com certas condigdes, determinam o tipo de uma arvore broom. Uma drvore broom 7}, ;, € uma
arvore resultante da coalescéncia entre o centro da estrela K j, e um vértice pendente do caminho
P,,_. O primeiro resultado afirma que 7}, ;. € do tipo 2 para n impar e k = 3, jd o segundo verifica
que 715, ;.1 € do tipo 2 quando 7T;, ;. € T}, .11 s@0 tipo 2 com certas caracteristicas adequadas.
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ABSTRACT
A tree can be classified into type 1 and 2 through the eigenvector associated with the
second smallest eigenvalue of its Laplacian matrix. This work introduces some results, which under
certain conditions, determine the type of a broom tree. A broom tree T;, j, is a tree resulting from
the coalescence between the center of the star K ;, and a pendant vertex of the path F,_. The first
result states that T}, ;, is of type 2 for n odd and k£ = 3, while the second one verifies that T}, ;1 is
type 2 when 7}, ;. and T}, ;.1 are type 2 with certain adequate characteristics.
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1. Introducao

A classificag@o de arvores em dois casos usando autovetor correspondente ao segundo me-
nor autovalor da matriz Laplaciana da mesma foi introduzida por (Fiedler [1975]). Posteriormente,
foram definidos 2 tipos de arvores a partir dessa classificacdo (Grone e Merris [1987]). Em (Patra
[2007]) foram publicados resultados analisando propriedades e o tipo de uma familia de drvores, as
arvores broom. Uma drvore broom, denotada por T}, x, € uma drvore de ordem n, com n > 2, que
possui um caminho de comprimento n — k e k vértices pendentes, com k > 1, adjacentes a uma fo-
lIha do caminho. Nesse artigo foi provado que a drvore broom T, € de tipo 2 para todo n > 4. Além

. . . 2
disso, foi provado que para n fixo, a drvore broom T}, ., k > k' = n — 128” -3V w2 4+ 16n + 8
¢ de tipo 2. Também, foram determinados limites para a posi¢do dos vértices caracteristicos das
arvores T}, 1 € T}, 1 para n fixo, no caso da drvore T}, ;. ser de tipo 2. No final do artigo, o autor

conjectura que as drvores 7}, . sdo de tipo 2, paratodon > k+2e2 <k <n — 3.

Neste trabalho provamos que as drvores broom T, 3 sdo de tipo 2, para todo n > 13, onde
n € impar. Analisamos o tipo das drvores broom com k fixo, 75,1 1, € 1,41 k41 no caso de existir
valores n, k tal que T, j, for de tipo 1. Além disso, determinamos condi¢des que devem verificar
duas arvores broom de tipo 2, T}, 11 € 15,11k, para que a darvore T}, 1 também seja de tipo 2
(neste caso a ordem n € fixa).

O restante deste artigo estd organizado da maneira seguinte. Na Secdo 2 apresentamos
algumas defini¢des e resultados da teoria de grafos e algebra linear. A Secdo 3 introduz alguns
resultados importantes da literatura sobre sobre vértices caracteristicos e o tipo de uma drvore. A
seguir, na Secdo 4 sdo apresentados os resultados tedricos, a contribuicdo deste trabalho, na Secdo
5 as consideracdes finais e por ultimo as referéncias.

2. Preliminares

Seja G = (V, E), grafo simples e ndo direcionado, tal que V' € o conjunto de vértices,
|V| = n e E o conjunto de arestas. A matriz Laplaciana do grafo e definida por L(G) =
D(G) — A(G), onde A(G) é a matriz de adjacéncia, e D(G) a matriz diagonal dos graus dos
vértices. Paran > 2,0 = A < Ay < A3 < ... < )\, sdo as raizes do polindmio caracteristico de
L(G), Pg(x) = det(L(G) — xI), em ordem ndo decrescente, denominadas autovalores da matriz
L(G). A conectividade algébrica do grafo G é o segundo menor autovalor da matriz L(G). Nota-
mos a(G) = A2(G). E qualquer autovetor associado com a(G) é denominado vetor de Fiedler.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre matrizes M de dimensdao n x n. Uma
matriz positiva, M > 0, verifica que todos os seus elementos sdo reais positivos, M; ; > 0, Vi, j
Horn e Johnson [1992] pag. 359.
O espectro da matriz M, o(M), é o conjunto de todos os valores da matriz M. O raio espectral
de M é o nimero real ndo negativo p(A) = max{|A| : A € o(A)} Horn e Johnson [1992] pag. 35.

Teorema de Perron: Seja M matriz positiva, entio:
a) p(M) > 0;
b) p(M) é autovalor de M;
c) Existe vetor x > 0 tal que Az = p(M)z;
d) p(M) é autovalor com multiplicidade 1 de M;
e) |A| < p(M) paratodo A # p(M), A € o(M) Horn e Johnson [1992] pag. 500.
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O valor de Perron de uma matriz positiva M de dimensdo n X n € o maior autovalor
desta matriz, e serd denotado por p(M).

Outros resultados sobre dlgebra linear e teoria de grafos podem ser achados nas referéncias
Horn e Johnson [1992], Diestel [1997].

3. Arvores de tipo1e2

Fiedler [1975] provou que se G é conexo, entdo a(G) > 0. Sejaw = (wy, w2, ..., w,) um
vetor de Fiedler associado a a(G). Como o vetor com todos os componentes iguais a um, denotado
e, é autovetor de L(G) associado ao autovalor A\; = 0, entdo qualquer autovetor de L(G) deve ser
ortogonal ao vetor e. Logo temos que em particular para o vetor de Fiedler w, e’ w = Yo w; =0.
Define-se a fungdo f : V — R tal que f(v;) = w;,1 < i < n. Os componentes de um vetor de
Fiedler w sdo chamados de valores caracteristicos de G.

O teorema a seguir identificam dois casos de arvores, a partir dos componentes de qual-
quer vetor de Fiedler dessa arvore.

Teorema 1: (Theorem 3.14 Fiedler [1975]) Seja T uma arvore e f(v;) = w;, 1 <i < n,
seus valores caracteristicos. Entdo, dois casos podem ocorrer:
Caso a) Todos os valores de w; sdo diferentes de zero. Entao 7" contém exatamente uma aresta (p, q)
tal que wy, > 0 e wy < 0. Os valores caracteristicos dos vértices ao longo de qualquer caminho em
T que inicie em p e que ndo contenha ¢ serdo crescentes; o valores caracteristicos dos vértices ao
longo de qualquer caminho que inicie em g e ndo contenha p serdo decrescentes. Os vértices p € ¢
sdo chamados vértices caracteristicos.
Caso b) O conjunto Ny = {i € N|w; = 0} é ndo vazio. Entdo o grafo T induzido por Ny em T’
¢ conexo e ha exatamente um vértice j € Ny possuindo ao menos um vizinho que nio pertence a
Ny. Os valores caracteristicos ao longo de qualquer caminho em 7' partindo de 7 podem crescer,
decrescer ou ndo variar. O vértice j € chamado de vértice caracteristico.

Seja T = (V, E) é uma drvore e w um vetor de Fiedler de 7. Um vértice v € V' é um
vértice caracteristico de T' se v = j na parte b) do Teorema anterior, ou v € uma extremidade da
aresta (p, q) dado na parte a) do mesmo Teorema.

Em Grone e Merris [1987] foi utilizada a classificagao dos vértices caracteristicos de uma
arvore, para denominar dois tipos de drvores especificos. Seja 7' uma drvore. Denotamos por F'(7T')
o conjunto de vértices caracteristicos de 7. Se |F(T")| = 1, entdo 7" é uma arvore de Tipo 1. Por
outro lado, se |F'(T")| = 2 entdo 7" é uma arvore de Tipo 2.

Dada uma arvore T' e um vértice v de T, um ramo de 7" em v é qualquer um dos compo-
nentes conexos de 7' — v.

Proposicao 1: (Proposition 1 Kirkland et al. [1996]) Seja T" uma arvore, e L,, a submatriz
principal da matriz laplaciana L(7"), obtida eliminando a linha e a coluna correspondente ao vértice
v. A entrada (L(T), '), € igual ao nimero de arestas de 7" que estdo em ambos os caminhos, do
vértice p até o v, e do vértice q até o vértice v.
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Como em uma arvore existe um tinico caminho entre qualquer par de vértices, o elemento
(L(T);1)pq > 0 é estritamente positivo se € somente se os vértices p € ¢ pertencem ao mesmo
ramo de 7' em v. Portanto, existe uma permutacio das linhas e colunas da matriz L(T), ! que é
uma matriz diagonal por blocos, com nimero de blocos igual ao grau do vértice v, e cada bloco é
uma matriz positiva que corresponde a um tnico ramo de 7" em v. Cada bloco diagonal serd deno-
tado matriz bottleneck do ramo de 7 em v. Como a matriz (L(T),) ™! é positiva seu raio espectral
ou valor de Perron, denotado por p((L(T'),)~!), é igual ao valor do maior autovalor de alguma das
matrizes bottleneck dos ramos de 7" no vértice v, 0 ramo em v cuja respectiva matriz bottleneck é
aquela cujo valor de Perron coincide com o valor de Perron da prépria matriz bottleneck do grafo

em v € denominado ramo de Perron de 7" em v.

Os seguintes resultados caracterizam os tipos de uma arvore pela defini¢do da matriz bot-
tleneck, ao invés do nimero de vértices caracteristicos que a arvore possui.

Teorema 2: (Theorem 1 [Kirkland et al., 1996]) Seja T" uma arvore ponderada com
vértices 1,...,n com matriz Laplaciana L. Suponha que i e j sdo vértices adjacentes de T'. Entdo
T € do tipo 2 com vértices caracteristicos ¢ € j se e somente se a seguinte condi¢do é garantida:

30 < v < 1tal que p(M; — v(1\0)J) = p(Ms — (1 — ~)(1\0).J), onde € é o peso da
aresta (i, 7), M7 é a matriz bottleneck para o ramo em j que contém i e Mo é a matriz bottleneck
para o ramo em ¢ que contém j.

Além disso, no caso em que a condi¢@o é garantida, a conectividade algébrica a(T") satis-
faz 1\a(T) = 1\p(M1 — y(3)J) = 1\p(Mz — (1 — 7)(5)J); também qualquer vetor de Fiedler
permutado é tal que possui a forma [_U—Zl], onde v é o vetor de Perron para M — 7(%)J ; U2 60
vetor de Perron para My — (1 — 7)(5)J, e 1'vy = 1tvs.

Corolario 1: (Corollary 2.1 [Kirkland et al., 1996]). Supor que 1" é uma arvore. Entdo,
T ¢é de tipo 1 se e somente se existe um tnico vértice para o qual existem dois ou mais ramos de
Perron. T' € de tipo 2 se e somente se para cada vértice existe um unico ramo de Perron.

Proposicao 2 (Proposition 2 [Kirkland et al., 1996]). Seja 7' uma arvore com n vértices.
Supor que ;7 ndo é um vértice caracteristico de 7'. Entao o inico ramo de Perron de 7" em j € o ramo
que contém o vértice caracteristico (ou vértices caracteristicos) de 7T'.

Denotamos por P; o grafo caminho com j vértices. K 4 0 grafo estrela com g+1 vértices.
Sejam n > k > 1 dados, a drvore broom T), ;. € uma drvore resultante da coalescéncia

de um dos vértices folha de caminho P,_j com o vértice do centro da estrela K ;, . Considerar a
arvore broom T, j; cujos vértices sdo numerados como mostra a Figura 1.

Figura 1: T}, &

Para a arvore T, j, considerando que os pesos das arestas sdo todos iguais a 1, a matriz
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Consideranto v = j > k+2, T, 1, — {j} = T} 1 U P,—j, as matrizes bottleneck dos ramos
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(L(Top)) ™" = ( e M(P,—;) ) )

P(L(Th)5) ™" = max{p(M(Tjx)), p(M(Po—j))}-

Para simplificar a notagéo, utilizaremos p(7} 1) e p(P,—;)) para indicar o maior autovalor
das matrizes bottleneck M (Tj ;) e M (P,—;), respectivamente (p(M (T} 1)) € p(M (Ppn—;))).

4. Resultados tedricos e experimentos

Em Patra [2007] foi provado que se a arvore broom T, ;. com n fixo verificar a desigual-
dade £ > n — 12;”2 — §V7m? 4 16n + 8, entdo o vértice de maior grau (numerado £ + 1) e o
vértice seguinte no caminho (numerado k£ + 2) sdo vértices caracteristicos de 77, j, (Theorem 3.2
Patra [2007]). Portanto, nessas condig¢des 75, ;. € de tipo 2.

Neste artigo, considera-se n fixo, T' = T, ;, e, em fun¢@o da posi¢do dos vértices carac-
teristicos de 7" foram determinadas restri¢des para a posi¢ao dos vértices caracteristicos de T, 1 €
T, k+1. Agora, se fixarmos k e variarmos 7, a ordem de I', podemos concluir um resultado similar.

Supor que existe 7}, ;, de tipo 1, com 3 < k& < n — 4. Nesse caso, suponha que u seja
o tnico vértice caracteristico de 75, 5, de tipo 1. Logo, pelo Coroldrio 1 deve ser p(M (T,—1)) =
p(M(Pr—u))

Vamos mostrar que 75,1 € T}, 41k sdo do tipo 2, se T}, ;, for tipo 1. Primeiro considere-
mos 7T}, j, € suas componetes conexas em u, 1,1 — {u} = Tyy—1 1 U P—y—1. Como P,,_,,_1 é
isomorfo a um subgrafo em P,,_,, pelo Teorema de Perron-Frobenius segue que p(M (P,—,—1)) <
p(M(Pp—y)) = p(M(Ty-1)), e por conseguinte 7,1 ;, é o ramo de Perron de 75,1 ;. Agora,
analisarmos as componentes conexas de T,,_jpemu — 1, T,y — {u — 1} = Ty_0; U Pyy,.
As entradas da matriz bottleneck de T;,_o ) em u — 1 sdo menores ou iguais as respectivas en-
tradas da matriz bottleneck de T}, em u, logo pelo Teorema de Perron-Frobenius segue que
p(M(Ty—21)) < p(M(Ty-1x)) = p(M(Pn—y)), isto é, o ramo P,_, é o ramo de Perron de
T,,—1 em u — 1. Assim, pela Proposi¢do 2 segue que u — 1 e u s@o os vértices caracteristicos de
T},—1, € portanto T}, 1 . € de tipo 2 .

Utilizando um raciocinho analogo para 7}, 1 ;, podemos concluir que u € u + 1 sdo seus vértices
caracteristicos e portanto 715, 1 j € de tipo 2.

Patra também provou que a drvore broom T}, 5 € de tipo 2 para todo n > 4. O teorema a
seguir apresenta um resultado semelhante para drvores broom I, 3 com n impar.

Proposicio 3: Seja T}, 3, onde n = 2¢g + 1 com ¢ > 6, entdo (¢ + 1,q + 2) é a aresta
caracteristica de 7T}, 3.

Prova: Para n = 2q + 1, para algum inteiro ¢ > 6, basta observar que T' = T}, 3 —
{¢ + 1} = T, 3 U P,. Neste caso, como ¢ ficil de ver existe uma matriz de permutacao P tal
que A = PM(P,)P" tal que M(T,3) < A, logo pelo Teorema de Perron-Frobenius segue que
p(M(P,)) > p(M(T,3)).

Por outro lado, T' = T}, 3 — {q + 2} = Ty+1,3 U Py—1. Desta forma, observe que o ramo
T4+1,3 possui um subgrafo isomorfo ao ramo F,_1, e, por conseguinte também pelo Teorema de
Perron-Frobenius o ramo 7,1 3 € o de Perron.
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Portanto, pela Proposi¢do 2 segue que se n = 2g + 1 com ¢ > 6, T}, 3 € do tipo 2 com
aresta caracteristica (¢ + 1,q + 2). O

Na procura por verificar a conjectura de Patra, realizamos alguns experimentos para ana-
lisar o comportamento dos vértices caracteristicos de arvores broom T, ;, com n fixo e o valor de
k variando entre 2 e n — 3. Em todos os experimentos realizados para n entre 5 e 200 e todos os
valores de k possiveis, as drvores 7T}, ;. sdo de tipo 2. Um desses experimentos, consiste em calcular
a distancia entre o vértice k + 1 (de maior grau) em 7, ;. € o vértice caracteristico mais proximo,
para todo valor 2 < k& < n — 3. Denotamos esta fungio dist(7T}, ).

A Figura 2 apresenta os valores da menor distancia do vértice k& + 1 4rvore broom T, ;.
a um vértice caracteristico para n = 150 e valores 2 < k < 146. Note que existem diferentes
valores consecutivos de k para os quais a distdncia é a mesma. A partir dessa observagao, fazemos
a seguinte pergunta: existe alguma restri¢do para o nimero maximo de de drvores broom 7, j,, com
n fixo e variando o valor de k, tais que a distincia antes mencionada ¢ a mesma? A proposi¢do a
seguir determina um limite para esse nimero com algumas condi¢des para n e k.

70

50

distancia

10 L

Figura 2:

Proposicao 4: Sejam T}, ;1 € T}, ), com 2 < k < n — 4 drvores de tipo 2 com arestas ca-
racteristicas (u+1, u+2) e (u, u+1) respectivamente onde v > k+2. Se p(Ty —1) < p(Tut1,k+1)s
entdo (u,u + 1) é aresta caracteristica de 75, j—1.

Prova: Como T, .41 e T}, ;; sdo drvores de tipo 2, pelo Teorema 2 existem «, 5 € (0,1)
tais que:
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p(M(Tus1k+1) — BJ) = p(M(Pp—u—1) — (L = B)J) e
p(M(Ty ) — aJ) = p(M(Pp—u) — (1 — a)J)

Note que pelo Teorema de Perron-Frobenius, se o« > 3 entdo p(M (T, 1) — aJ) <
p(M(Tu+1,k+1) - BJ)a €, por ConsegUinte p(M(Pn—u) - (1 - a)J) < p(M(Pn—u—l) - (1 _/8>J s
o que é um absurdo! Logo, o < f.

Agora definamos uma fungio f(z) = p(M(Tyx,-1) — xJ) — p(M(Pp—y) — (1 — x)J).
Como p(M(Typ—1) — xJ) e p(M(P,—y) — (1 — x)J) sdo continuas (vide a demonstragdo do
Corolario 1.1 de Kirkland), entdo f(x) é continua. Mostraremos que existe um valor v € (0, 1)

tal que f(y) = 0, e, por conseguinte (u,u + 1) é a aresta caracteristica de 7}, ;. Para tanto,
calcularemos f(«).

F(@) = p(M(Tym1) — ) = p(M(Poy) = (1 = @)J) >
p(M(T,z) — ) — p(M(Pyy) — (1 — a)J) =
M (Po) — (1= a)J) = p(M(Poy) — (1 — a).J) = 0 = f(a) > 0.

Também calculemos f(/3).

f(B) = p(M(Ty—1) — BI) — p(M(Pr—y) — (1 = B8)J) <
p(M(Tu,k—l) B‘]) ( (Pn—u—l) - (1 - /B)J) <
p(M(Tus1,k41) — BI) — p(M(Pp_y—1y — (1 = B)J) = 0= f(B) <0.

As duas desigualdades anteriores sao vélidas pois P,_,_1 € subgrafo préprio de P,_, e
por hipétese p(M (T 5,—1)) < p(M(Ty+1,k+1)). Tendo em vista que f(x) é continua, f(a) > 0
e f(B8) < 0 pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe v € («, ) tal que f(y) = 0. Isto é,
p(M(Typ—1)—~J) = p(M(Py—y) — (1 —7)J) com~ € (0,1). Assim, pelo Teorema 2 (u, u+ 1)
¢ a aresta caracteristica de 7}, 1. [

1
2

+1 k+2 u u+1 n-—1 n
k

Figura 3: T5, &

u+2 n-—1 n

Figura 4: Ty, i1
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As Figuras 3 e 4 ilustram as drvores T}, j, € T, 41 para as quais dist(T,, ) = u—(k+1) =
dist(Ty py1) =u+1— (k+2).

Segue abaixo a tabela onde se encontra alguns exemplos para os quais o resultado € vélido.

L n | k| u | p(M(Tug—)) | p(M(Tusr411)) |

100 | 14 | 50 1004.155 1031.781
100 | 21 | 51 979.724 995.596

100 | 26 | 52 945.839 952.653

125 | 21 | 63 1553.711 1582.633
125 | 28 | 64 1504.951 1521.536
125 | 32 | 65 1478.893 1488.416
125 | 36 | 66 1436.994 1439.222
150 | 19 | 75 2258.567 2303.090
150 | 28 | 76 2213.162 2243.084
150 | 34 | 77 2162.275 2181.564
150 | 39 | 78 2103.369 2113.506
150 [ 43 | 79 2051.424 2054.2554

Tabela 1: Exemplos contemplados pela Proposicdo 4

Nota-se também que os valores k na tabela acima sdo menores do que o limite inferior
2
n — 122 — Z./72 + 16n + 8§ calculado por Patra.

S. Consideracoes Finais

O estudo comegou com a andlise dos tipos de 75,11 1 € T;,—1 x, na hipétese de existir uma
arvore broom T;, ;. que fosse do tipo 1, e, por conseguinte concluindo que se caso a conjectura de
Patra ndo se verificar, no minimo para cada broom do tipo 1 existem duas de tipo 2. Além disso,
para T}, 3, com n impar verificamos que seu tipo € 2. Como estudo futuro pretendemos provar que
para um n qualquer, 7T}, 3 € do tipo 2. Por fim, conseguimos provar que 75, ;. € do tipo 2 e explicitar
sua aresta caracteristica, sob algumas condigdes.
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Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001.
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