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RESUMO
A integral de Choquet é um operador de agregação amplamente utilizado para lidar com

critérios dependentes em apoio à decisão multicritério. Um problema prático com relação ao seu uso
é a identificação de seus parâmetros, conhecidos como capacidade de Choquet. Apresentamos nessa
trabalho um novo método baseado na Análise Multicritério de Aceitabilidade Estocástica (SMAA)
para identificação da capacidade de Choquet em problemas de classificação. A fim de fornecer a
possibilidade de explorar o espaço de capacidades considerando as preferências iniciais do decisor,
introduzimos o conceito de cenários de categorização viáveis e novas medidas descritivas.

PALAVRAS CHAVE. Problemas de classificação multicritério. Elicitação de preferências.
Integral de Choquet. SMAA.

Tópicos (ADM – Apoio à Decisão Multicritério. ESTMP – Estatı́stica e Modelos Proba-
bilı́sticos)

ABSTRACT
The Choquet integral is an aggregation operator widely used to deal with interacting

criteria in multiple criteria decision analysis (MCDA). A practical problem regarding its use is
the identification of their parameters, which are known as Choquet capacity. In the context of
sorting problems, we propose a novel method based on the the Stochastic Acceptability Multicriteria
Analysis (SMAA). In order to enable exploration of the space of capacities by considering the
decision makers’ initial preferences, we introduce the concept of feasible categorization scenarios
and new descriptive measures.

KEYWORDS. Multiple criteria sorting problem. Preference elicitation. Capacity identifica-
tion. Choquet integral. SMAA

Topics (Multiple criteria Decision Analysis. Statistics and Probability)



1. Introdução
Dado um conjunto de alternativas A = {a1, a2, . . . , am}, o objetivo de um problema de

classificação multicritério, interesse desse artigo, é atribuir uma categoriaKi, obtida de uma coleção
de categorias predefinidas e ordenadas K1,K2, . . . ,Kk, a cada alternativa de A. Esse processo de
atribuição é alcançado considerando a avaliação das alternativas em relação a um conjunto de n
critérios G = {g1, g2, . . . , gn}. Nesse trabalho, mais especificamente, consideramos problemas nos
quais os critérios não são independentes podendo haver interações entre eles.

Um modelo de preferência bastante utilizado em decisão multicritério capaz de lidar com
esse tipo de problema é a integral de Choquet [Marichal, 2000; Grabisch e Labreuche, 2010]. As-
sim como a maioria dos operadores de agregação utilizados em decisão multicritério, a integral de
Choquet é um modelo paramétrico e, portanto, sua aplicação requer a identificação de parâmetros
conhecidos como capacidade de Choquet [Marichal, 2000; Grabisch e Labreuche, 2010].

Pode não ser fácil para o decisor definir as capacidades de Choquet de forma precisa. Por
isso, diferentes abordagens vêm sendo propostas na literatura para a identificação da capacidade
de Choquet a partir de informações imprecisas do decisor [Roubens, 2002; Grabisch et al., 2008;
Angilella et al., 2010; Hüllermeier e Tehrani, 2013; Tehrani e Hüllermeier, 2013; Havens e An-
derson, 2019; Yang et al., 2019; Duarte, 2018; Benabbou et al., 2017]. Uma dessas perspectivas
considera a metodologia SMAA (Stochastic Multicriteria Acceptability Analysis), como apresen-
tado por Angilella et al. [2015]. A ideia da metodologia SMAA é realizar uma análise reversa do
espaço de valores de parâmetros factı́veis, apresentando medidas descritivas que representem as pre-
ferências do decisor, sem necessariamente solicitá-las. Portanto, para possibilitar a análise reversa,
essas medidas descritivas estão no centro da metodologia SMAA. Dependendo do tipo de problema
de decisão e do modelo de agregação adotado, diferentes medidas descritivas são propostas Pelis-
sari et al. [2020]. Apesar dos métodos de classificação baseados no SMAA existentes [Tervonen
et al., 2009; Lahdelma e Salminen, 2010; Pelissari et al., 2019, 2021], incluindo uma combinação
da Integral de Choquet com o SMAA [Arcidiacono et al., 2021], ainda existem algumas limitações
relacionadas as medidas descritivas apresentadas nesse trabalhos:

• Nos métodos de classificação baseados no SMAA, a decisão é feita considerando o ı́ndice
de aceitabilidade de categoria, que indica a probabilidade de uma alternativa ser categorizada
em cada categoria. Com isso, a categorização de cada alternativa é analisada individualmente
e, consequentemente, a categorização de diferentes alternativas pode resultar de diferentes
sistemas de preferência, isto é, de diferentes capacidades de Choquet no nosso contexto.

• Enquanto a maioria dos métodos de ordenamento baseados no SMAA apresentam o vetor de
pesos centrais – medida descritiva que indica os pesos dos critérios que fazem uma alternativa
ocupar o primeiro lugar no ordenamento – não existe medida similar para os métodos de
classificação.

Motivados por essas limitações, nosso objetivo é combinar a integral de Choquet à meto-
dologia SMAA, propondo o método de classificação denominado SMAA–S–Choquet. O método
proposto baseia-se no conceito de cenários de categorização viáveis, o que significa que, ao invés
de analisar a probabilidade de categorização de cada alternativa individualmente, analisamos a pro-
babilidade de cada possı́vel categorização envolvendo atribuições para todas as alternativas. Tal
procedimento requer a definição de uma nova medida descritiva que será chamada de Índice de
Aceitabilidade do Cenário (Scenario Acceptability index – SAI). Além disso, propomos o vetor
de Capacidade Central do Cenário (Scenario Central Capacity – SCC), que ajuda a identificar as
capacidades que tornam possı́vel um determinado cenário.



Este artigo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2, fornecemos informações
básicas sobre o uso da integral de Choquet e da metodologia SMAA. Nossa proposta, o método
SMAA–S–Choquet com as novas medidas descritivas são apresentados na Seção 3. Na Seção
4, apresentamos um exemplo numérico. Conclusões, algumas limitações do método proposto e
possı́veis trabalhos futuros são discutidos na Seção 5.

2. Preliminares
Nesta seção introduzimos a Integral de Choquet e apresentamos a metodologia SMAA.

2.1. Integral de Choquet
A integral de Choquet é baseada no conceito de capacidade (medida fuzzy) que atribui um peso a
cada subconjunto de critérios. Mais precisamente, denotando por 2G o conjunto de potência deG, a
função µ : 2G → [0, 1] é chamada de capacidade em 2G se as seguintes condições forem satisfeitas:

(a) Condições de contorno: µ(∅) = 0 and µ(G) = 1,

(b) Condições de monotonocidade: ∀S ⊆ T ⊆ G,µ(S) ≤ µ(T ).

Em um problema de decisão em que há interação entre critérios e sua importância é repre-
sentada por uma capacidade µ, a soma ponderada pode ser estendida através da integral de Choquet
que é uma função CI : A→ R+

0 dada por

CI(a) =
n∑

j=1

[g(j)(a)− g(j−1)(a)]µ(Nj), (1)

em que g(0)(a) ≤ g(1)(a) ≤ . . . ≤ g(n)(a), g(0)(a) = 0, Nj = {(j), . . . , (n)}, para j = 1, . . . , n.

Com o objetivo de reduzir o número de parâmetros a serem elicitados, adotamos a representação
da capacidade 2-aditiva introduzida por Grabisch [1997b]. A propriedade 2-aditiva implica que
pode haver interação entre quaisquer dois critérios, mas não entre três ou mais, e permite reduzir
o número de parâmetros de 2n − 2 para n(n + 1)/2, o que representa uma redução significativa à
medida que n cresce.

Conforme apresentado em Grabisch [1997a] e Grabisch [2000], uma representação útil da
integral de Choquet pode ser dada pelo ı́ndice de interação generalizado. Para o caso da capacidade
2-aditiva, o ı́ndice de interação generalizado entre dois critérios {gj , gs} é representado por Ijs
e, quando o ı́ndice de interação generalizado é calculado para um único critério, digamos gj , dá-
se origem ao ı́ndice de importância de Shapley, denotado por Ij . Ainda no contexto da capacidade
2-aditiva, as capacidades são completamente determinadas por Shapley e pelos ı́ndices de interação.

O ı́ndice de interação generalizado admite uma interpretação direta e prática. O ı́ndice
de Shapley Ij quantifica a importância média de um único critério gj para o processo de decisão,
semelhante aos pesos dos critérios nos métodos de decisão multicritério tradicionais. Além disso,
Iij > 0 modela uma sinergia entre gj e gs, Ijs < 0 representa uma redundância entre gj e gs, e
Ijs = 0 significa que os critérios gj e gs não interagem. As condições de contorno e monotonicidade
são garantidas quando as seguintes restrições são mantidas:

n∑
j=1

Ij = 1 and Ij −
1

2

∑
s 6=j

|Ijs| ≥ 0, ∀j. (2)



O modelo de preferência integral de Choquet 2-aditivo com base no ı́ndice de interação generalizado
é então expresso por

CI(a) =
∑
Ijs>0

min{gj(a), gs(a)}Ijs +
∑
Ijs<0

max{gj(a), gs(a)}|Ijs|+
n∑

j=1

gj(a)(Ij −
1

2

∑
s 6=j

|Ijs|).

(3)
Em problemas de ordenamento, a alternativa com o valor CI(a) mais alto ocupa o pri-

meiro lugar, seguida pela alternativa com o segundo CI(a) mais alto e assim por diante. Para a
problemática de classificação aqui abordada, considera-se que as categorias são definidas por limi-
ares que representam as fronteiras entre categorias consecutivas. Seja então R = {r1, . . . , rk+1} o
conjunto de limiares que caracterizam as k categorias, no qual r1 e rk+1 representam os melhores
e piores limiares, respectivamente. Como as categorias são completamente ordenadas, cada limiar
é preferido ao seu sucessivo, isto é, r1 � r2 � . . . � rk � rk+1. Então, o valor CI(a) deve
ser comparado aos limiares das categorias da seguinte forma (Benabbou et al. [2017],Greco et al.
[2015]):

a ∈ A é classificada na categoria Kh, se, e somente se, CI(a) ∈ [rh, rh+1[. (4)

2.2. Metodologia SMAA
A metodologia SMAA (Stochastic Multicriteria Acceptability Analysis) foi inicialmente proposta
por Lahdelma et al. [1998] para problemas de decisão multicritérios nos quais os pesos dos critérios
não estão disponı́veis ou não são explı́citos. Desde então, muitas variantes do SMAA foram desen-
volvidas para diferentes tipos de problemas, dando origem a uma famı́lia de métodos capazes de
elicitar pesos de critérios e modelar dados incertos [Pelissari et al., 2020].

No SMAA, diferentes tipos de informações incertas são representadas por distribuições
de probabilidade e o cálculo é implementado por meio de uma simulação de Monte Carlo. Inicial-
mente, os valores das variáveis aleatórias são amostrados das suas distribuições de probabilidade.
Em seguida, um procedimento de agregação é aplicado para obter um ordenamento das alternativas
ou uma classificação das alternativas em categorias pré-definidas – dependendo da problemática
considerada. Por fim, o SMAA calcula medidas descritivas que dão suporte à decisão final. De-
pendendo da variante SMAA e da configuração do problema, diferentes medidas descritivas são
calculadas, como a probabilidade de uma alternativa ser a mais preferida, a probabilidade de uma
alternativa dominar outra ou a probabilidade de uma alternativa ser categorizado em uma determi-
nada categoria (veja Pelissari et al. [2020] para um resumo das medidas descritivas dos diferentes
métodos SMAA).

No caso de problemas de classificação ordinal, nosso interesse aqui, três métodos basea-
dos no SMAA foram propostos. Tervonen et al. [2009] propôs o método SMAA–TRI, que combina
o SMAA com o método ELECTRE-TRI, e perfis de referência centrais são usados na definição das
categorias. Lahdelma e Salminen [2010] propôs o SMAA–OC, cujo procedimento de agregação é
baseado em funções utilidade, e limiares são usados na definição das categorias. Pelissari et al.
[2020] propôs o SMAA–Fuzzy–FlowSort combinando SMAA com o método Fuzzy–FlowSort.
Nesse método, as categorias são definidas por limiares e dados qualitativos utilizados na matriz de
decisão e parâmetros do modelo são modelados por números fuzzy. Recentemente, Pelissari et al.
[2021] estenderam o SMAA–Fuzzy–FlowSort para cenários com critérios hierárquicos, propondo
o SMAA–FFS–H.

A única medida descritiva fornecida por todos esses métodos de classificação baseados
no SMAA é o ı́ndice de aceitabilidade da categoria que indica a probabilidade da alternativa ai ser



classificada na categoria Kh. A estimativa do ı́ndice de aceitabilidade da categoria por simulação é
dada por

Kh
i = hithi /N (5)

em que hithi é número de vezes que a categoria Kh foi atribuı́da à alternativa ai e N é o número de
iterações considerado no processo de simulação.

3. O método SMAA-S-Choquet e novas medidas descritivas
Nesta seção apresentamos o método de classificação baseado no SMAA e na integral de Choquet
proposto e introduzimos as novas medidas descritivas.

3.1. Novas medidas descritivas
A maioria dos métodos de ordenamento SMAA calcula, entre outras medidas descritivas, o vetor
de peso central. Este ı́ndice descreve os pesos dos critérios que fazem uma alternativa ocupar o
primeiro lugar no ordenamento. Ao apresentar o vetor de peso central ao decisor, a análise reversa
pode ser conduzida: em vez de definir os pesos dos critérios e construir uma solução para o pro-
blema, o decisor pode aprender quais pesos levam uma alternativa a ser a preferida. Não existe
nenhuma medida semelhante para métodos de classificação baseados no SMAA.

De fato, a única medida descritiva fornecida pelos métodos de classificação SMAA é o
ı́ndice de aceitabilidade da categoria, que informa a probabilidade de uma alternativa ser atribuı́da
a uma categoria e é estimado conforme definido na Eq. 5. Com base neste ı́ndice, uma decisão final
pode ser alcançada pelo decisor: geralmente ele decide alocar uma alternativa na categoria com o
maior ı́ndice de aceitabilidade, como discutido em Tervonen et al. [2009], Lahdelma e Salminen
[2010] e Pelissari et al. [2019]. Por exemplo, vamos considerar um problema de tomada de decisão
com duas alternativas e duas categorias em que os ı́ndices de aceitabilidade obtidos são: K1

1 = 0, 9
e K2

1 = 0, 1, e K1
2 = 0, 38 e K2

2 = 0, 62. Nesse caso, é natural que o decisor conclua que as
categorias categorias K1 e K2 sejam atribuı́das as alternativas a1 e a2, respectivamente. Também
é razoável supor que o decisor deseja classificar o conjunto de todas as alternativas com base no
mesmo vetor de pesos, ou seja, se a alternativa a1 é alocada na categoria K1 considerando que o
critério 1 é mais importante que o critério 2, espera-se que as categorização de a2 também seja
baseada no fato de que o critério 1 é mais importante do que o critério 2. No entanto, não há
garantia de que isso ocorra ao se usar o ı́ndice de aceitabilidade da categoria. Portanto, é possı́vel
que a classificação final de duas ou mais alternativas resulte de diferentes sistemas de preferências.
Além disso, ao utilizar apenas o ı́ndice de aceitabilidade da categoria para tomar uma decisão final,
o decisor não possui nenhuma informação complementar que indique o sistema de preferência que
resultou na respectiva decisão.

Para contornar esta limitação, apresentamos o conceito de cenário de categorização viável
(ou simplesmente “cenário de categorização”) como a junção das categorizações de todas as alter-
nativas obtidas em cada iteração da simulação. Assim, ao invés de analisar a classificação individual
de cada alternativa, analisamos a combinação das classificações de todas as alternativas, de modo
que cada combinação, referida como “cenário de categorização”, seja baseada em um único sistema
de preferência. Mais especificamente, o “cenário de categorização” é um vetor de tamanho m cujos
elementos representam a categorização das alternativas. Por exemplo, em um problema com três
alternativas a1, a2 e a3 alocadas nas categorias K2, K2 e K3, respectivamente, um possı́vel cenário
de categorização é dado pelo vetor (K2,K2,K3). Diferentes “cenários de categorização” podem
ser obtidos em diferentes iterações da simulação.

Em termos matemáticos, definimos o cenário de categorização vt por:

vt = {(Kt(a1),K
t(a2), . . . ,K

t(am))},



em que Kt(ai) = Kh é a categoria na qual a alternativa ai é alocada. Para simplificação e para me-
lhor visualização, cada elemento desse vetor também pode ser denotado simplesmente pelo ı́ndice
que representa a categoria, Kt(ai) = h.

Nossa segunda proposta é levar em consideração a probabilidade de ocorrência de cada
cenário viável para decidir pelas classificações finais. Para tanto, introduzimos uma nova medida
descritiva, o “Índice de Aceitabilidade do Cenário” (Scenario Acceptability Index – SAI). Enquanto
o ı́ndice de aceitabilidade da categoria representa a probabilidade de uma alternativa ser alocada
em uma categoria, o SAI representa a probabilidade de ocorrência de um cenário. Portanto, as
estimativas para o SAI são calculadas pela seguinte expressão

SAIt =
Bt

N
. (6)

em que N é o número total de iterações e Bt é o número de vezes que o cenário vt ocorre.
O SAI de um cenário impossı́vel é igual a 0, o SAI de qualquer cenário viável está entre

0 e 1 e a soma de todos os SAI é igual a 1. Quanto maior o valor SAIt, maior a probabilidade de
ocorrência do cenário vt. Portanto, sugere-se que o SAI seja utilizado na priorização dos cenários
e, consequentemente, na decisão de em quais categorias as alternativas podem ser alocadas.

O vetor de capacidades de Choquet que torna um cenário possı́vel também é uma informação
relevante a ser usada pelo decisor para priorizar cenários. Para tanto, propomos outra medida des-
critiva, o vetor de Capacidade Central do Cenário (Scenario Central Capacity – SCC), que se baseia
no vetor de capacidade central introduzido por Angilella e Mazzù [2015]. Enquanto o último repre-
senta a média das preferências que tornam uma alternativa preferida em um problema de ordenação,
o vetor de Capacidade Central do Cenário, denotado por Ict , representa as preferências médias do
decisor (ı́ndices de Shapley e de interação) que levam a ocorrência do cenário vt. O SCC é consi-
derado como o centróide esperado do espaço de capacidades favoráveis e é definido por

Ict =

∑Bt
x=1 I

x
t

Bt
, (7)

em que Ixt representa as preferências do decisor que fazem o cenário vt ocorrer. O vetor Ict é inde-
xado considerando uma ordem lexicográfica dos ı́ndices de Shapley e de interação, assim como o
vetor Ixt . É importante notar que os elementos do vetor Ict também são capacidades, como demons-
trado na Preposição 3.1.

Proposição 3.1. O centróide Ict é uma capacidade. Portanto, em termos dos ı́ndices de Shapley e
de interação, os elementos de Ict seguem as condições 2.

Demonstração: sem perda de generalidade, vamos supor queBt = 2, I1t = {I
(1)
1 , I

(1)
2 , . . . , I

(1)
n , I

(1)
12 }

e I2t = {I
(2)
1 , I

(2)
2 , . . . , I

(2)
n , I

(2)
12 }. Por definição, I1t e I2t seguem as condições 2. Assim,

I
(1)
1 + I

(1)
2 + . . .+ I(1)n = 1, (8)

I
(2)
1 + I

(2)
2 + . . .+ I(2)n = 1, (9)

I
(1)
1 −

1

2
|I(1)12 | ≥ 0, (10)

I
(1)
2 −

1

2
|I(1)12 | ≥ 0, (11)

I
(2)
1 −

1

2
|I(2)12 | ≥ 0, (12)

I
(2)
2 −

1

2
|I(2)12 | ≥ 0. (13)



Pela equação 7, os elementos do centróide Ict são dados por

Ict =

(
I
(1)
1 + I

(2)
1

2
,
I
(1)
2 + I

(2)
2

2
, . . . ,

I
(1)
n + I

(2)
n

2
,
I
(1)
12 + I

(2)
12

2

)
. (14)

Primeiro demonstramos que os elementos de Ict atendem as condições de contorno. Realmente,
considerando equações 8 e 9, temos que

I
(1)
1 + I

(2)
1

2
+
I
(1)
2 + I

(2)
2

2
+ . . .+

I
(1)
n + I

(2)
n

2
=

I
(1)
1 + I

(1)
2 + . . .+ I

(1)
n

2
+
I
(2)
1 + I

(2)
2 + . . .+ I

(2)
n

2
=

1

2
+

1

2
= 1.

Agora, vamos mostrar que os ı́ndices de interação de Ict atendem à condição de monotonicidade.
Como I(1)12 e I(2)12 são sempre positivos ou negativos (ou seja, eles sempre têm o mesmo sinal),
o módulo da soma é igual à soma dos módulos. Assim, |I(1)12 + I

(2)
12 | = I

(1)
12 + I

(2)
12 . Também

considerando as condições 10 and 12, temos

I
(1)
1 + I

(2)
1

2
− 1

2

∣∣∣∣∣I
(1)
12 + I

(2)
12

2

∣∣∣∣∣ = I
(1)
1 + I

(2)
1

2
− 1

2


∣∣∣I(1)12

∣∣∣
2

+

∣∣∣I(2)12

∣∣∣
2

 =

1

2

(
I
(1)
1 −

1

2
|I(1)12 |

)
+

1

2

(
I
(2)
1 −

1

2
|I(2)12 |

)
≥ 0.

Da mesma forma, com base nas condições 11 e 13, demonstramos que

I
(1)
2 + I

(2)
2

2
− 1

2

∣∣∣∣∣I
(1)
12 + I

(2)
12

2

∣∣∣∣∣ ≥ 0.

3.2. Aplicando o SMAA a integral de Choquet para classificação
Nesta seção, apresentamos o método SMAA-S-Choquet, que é baseado no modelo de preferência
integral Choquet 2-aditivo e expresso em termos dos ı́ndices de Shapley e de interação.

O método SMAA-S-Choquet engloba quatro etapas: (1) definição dos dados de entrada,
(2) processo de simulação, (3) cálculo das medidas descritivas e (4) etapa de exploração. Antes de
discutir essas etapas em detalhes, devemos, no entanto, apresentar a Etapa 0, anterior à definição
dos dados de entrada, muito semelhante em todos os problemas de classificação multicritério, nos
quais o problema de decisão é estruturado. A etapa de estruturação do problema compreende:
(0.1) estabelecimento do objetivo do problema decisório; (0.2) identificação dos atores envolvidos
no processo de decisão (como o decisor e o analista) e definição de suas responsabilidades; (0.3)
listagem das alternativas de decisão; (0.4) listagem dos critérios de avaliação; e (0.5) definição
das categorias às quais as alternativas serão atribuı́das, incluindo o número de categorias e seus
significados.

Uma vez que o problema de decisão está configurado, entramos na Fase 1, em que os
seguintes dados de entrada devem ser definidos: matriz de decisão, conjunto de limiares das cate-
gorias e algumas informações de preferência sobre as capacidades de Choquet (parametrizadas no



domı́nio do ı́ndice de interação generalizado). Em termos matemáticos, cada elemento da matriz de
decisão denotado por gj(ai) representa a avaliação da alternativa ai em relação ao critério gj . As
avaliações das alternativas podem ser definidas por dados intervalares ou estocásticos e, portanto,
assumimos avaliações das alternativas como variáveis aleatórias, denotadas por ξij , com função de
densidade de probabilidade fX(ξ) no espaço

X = {ξij ∈ Rm ×Rn : ξij , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n}.

Da mesma forma, os limiares das categorias podem ser definidos por dados intervalares
ou estocásticos. Nesses casos, os limiares das categorias são representados por variáveis aleatórias
ψ com função densidade de probabilidade fY (ψ) no espaço Y . Os limiares são definidos de forma
a serem distribuı́dos independentemente e, portanto, as distribuições fY (ψ) não devem se sobrepor.
Consequentemente, o espaço Y é definido por:

Y = {ψ ⊆ R(k+1) ×Rn : ψhj − ψlj < 0, ∀h < l, h = 1, . . . , k, j = 1, . . . , n}.

Com relação às capacidades de Choquet, embora os valores exatos das capacidades não
sejam exigidos do decisor, algumas informações de preferência ainda são. Devemos supor que
o decisor é capaz de fornecer alguma informação de preferência indireta em termos do ı́ndice de
interação, indicando quais pares de critérios são sinérgicos ou redundantes, e em termos do ı́ndice de
Shapley, indicando a importância relativa dos critérios. Essas informações de preferência resultam
nas seguintes restrições:

• Restrições relacionadas às informações de preferência do decisor em relação ao ı́ndice de
interação:

EDMP−I { I js > 0, se os critérios j e s são sinérgicos,Ijs < 0, se os critérios j e s são redundantes.

• Restrições relacionadas às informações de preferência do decisor em relação ao ı́ndice de
Shapley:

EDMP−S { I j ≥ Is, se j � s, Ij > Is, se j � s, Ij = Is, se j ∼ s.

• Além das restrições relacionadas às preferências do decisor, devem ser consideradas as restrições
que garantam a monotonicidade e as condições de contorno introduzidas na Eq. 2.

Chamaremos de modelo compatı́vel uma capacidade cuja representação do ı́ndice de interação ge-
neralizado satisfaça o conjunto de restrições E = EDMP−I ∪ EDMP−S ∪ EMB . A falta total de
informações de preferência só é possı́vel em relação ao ı́ndice Shapley. Nesse caso, E se reduz a
E = EDMP−I ∪ EMB . No SMAA, o conjunto de restrições é usado para restringir o espaço de
capacidades viáveis e, no processo de simulação (que discutiremos a seguir), as capacidades são
geradas aleatoriamente dentro do espaço E.

A Etapa 2 do SMAA–S–Choquet, referente ao processo de simulação, começa com a
amostragem das avaliações dos critérios e dos limiares de suas respectivas distribuições de proba-
bilidade. As avaliações dos critérios amostradas devem estar entre o pior e o melhor limiares amos-
trados. Para elicitação da capacidade, aplicamos um processo de simulação baseado no método
Hit-And-Run (HAR) [Tervonen et al., 2013]. Utilizando os dados amostrados e as capacidades de
Choquet elicitadas, a integral de Choquet é aplicada com base na Eq. 4. O resultado obtido em cada
iteração é a alocação das alternativas nas categorias pré-definidas.

As seguintes estatı́sticas devem ser coletadas no processo de simulação:



• Bt : o número de vezes que o cenário vt ocorre.

• Ixt : Índices de Shapley e de interação associados ao cenário vt, para cada vez x = 1, . . . , Bt

que o cenário vt ocorre. Este vetor é indexado considerando uma ordem lexicográfica dos
ı́ndices de Shapley e de interação.

O processo de simulação deve ser repetido um número suficiente de vezes para extrair
informação estatı́stica robusta – em trabalhos anteriores, 10.000 iterações são propostas [Tervonen
e Lahdelma, 2007]. Após a última iteração, medidas descritivas são calculadas (Etapa 3). As
seguintes medidas descritivas são calculadas no método proposto:

• Índice de aceitabilidade da categoria, aplicando a Eq. 5;

• Índice de aceitabilidade do cenário (SAI), aplicando a Eq. 6;

• Vetor de capacidade central do cenário (SCC), aplicando a Eq. 7.

A partir das duas medidas descritivas aqui propostas, SAI e vetor SCC, o decisor consegue
fazer sua categorização final (Etapa 4). Cenários com valores de SAI mais altos são mais prováveis
de ocorrer e mais robustos, ou seja, menos sensı́veis a mudanças nos valores de capacidade. Por-
tanto, sugere-se escolher entre os cenários com os valores SAI mais elevados, que chamamos de
cenários prioritários. Por sua vez, o vetor SCC permite uma análise reversa das capacidades no sen-
tido de que pode ser utilizado para distinguir cenários. Portanto, o decisor deve analisar os vetores
SCC para escolher dentre um dos cenários prioritários.

Vale ressaltar que o ı́ndice de aceitabilidade da categoria ainda pode ser útil, especialmente
para questões de análise de robustez (como discutido em Tervonen et al. [2009]). Portanto, pode ser
analisado em conjunto com o SAI e o vetor SCC.

4. Exemplo numérico: uma aplicação do método a dados sintéticos
Nesta seção, o método proposto é aplicado a um exemplo sintético inspirado nos estudos conduzidos
por Grabisch e Labreuche [2005] e Angilella e Mazzù [2015].

O reitor de uma escola técnica deseja categorizar cinco alunos em 3 categorias, alunos
aceitos (K1), em lista de espera (K2) e rejeitados (K3), com base em suas notas em Matemática e
Estatı́stica. Um aluno bom em Matemática e em Estatı́stica é, claro, bem apreciado, mas como os
alunos bons em Matemática em geral também são bons em Estatı́stica, o reitor não quer superva-
lorizar os alunos que têm boas notas em ambas. Portanto, podemos dizer que existe uma interação
negativa (redundância) entre Matemática e Estatı́stica.

Para aplicar o SMAA–S–Choquet, informações de preferência indireta em termos do
ı́ndice de interação são necessárias. Para representar a redundância entre Matemática e Estatı́stica, o
reitor definiu I12 < 0. Por outro lado, definir informações de preferência com relação ao ı́ndice Sha-
pely não é obrigatório, mas essas informações podem ser incluı́das no modelo se o decisor desejar,
e o reitor define que a importância de ambas as disciplinas é a mesma (I1 = I2).

Os alunos foram avaliados com base em 10 testes aplicados em cada disciplina, conforme
apresentado na Tabela 1 (as notas em Estatı́stica foram omitidas por questão de espaço). Assumimos
aqui que a avaliação de cada aluno em relação a cada disciplina é uma variável aleatória seguindo
distribuições de probabilidade estimada da amostra formada pelas notas obtidas nos 10 testes.

Aplicando o teste de normalidade Shapiro-Walk nos valores apresentados na Tabela 1,
verificamos que as amostras de todas as notas dos alunos são compatı́veis com uma distribuição
normal, uma vez que os valores-P são maiores que 0,05 (ver Tabela 2 para notas em Matemática).



Os parâmetros da distribuição normal, média e desvio padrão, são estimados também a partir da
amostra formada pelos 10 testes. Os parâmetros de cada distribuição normal também são apresen-
tados na Tabela 1.

Tabela 1: As notas dos alunos em Matemática e Estatı́stica.
Matemática - 10 tests Estatı́stica

Estudantes T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 Média dp. Média dp.
a1 6.7 8 6.5 6.6 3.9 4.3 1.2 3.8 5.5 5.4 5.2 1.9 4.2 0.8
a2 8.3 9.1 9.1 8.0 8.3 9.3 9.3 9.4 9.1 9.8 8.9 0.6 9.3 0.2
a3 3.1 4.5 4.0 4.4 4.5 5.2 3.8 4.0 3.7 4.3 4.1 0.6 6.3 0.7
a4 6.9 8.5 6.1 9.5 9.5 8.5 8.3 9.6 8.4 7.7 8.3 1.4 6.9 0.6
a5 9.1 6.8 6.3 9.8 8.2 9.8 8.4 8.2 8.3 7.9 8.3 1.1 4.7 0.8

Tabela 2: Teste de normalidade Shapiro-Wilk aplicado as amostras das notas dos alunos.
a1 a2 a3 a4 a5

W 0.94914 0.89507 0.9706 0.90892 0.92977
valor-P 0.6584 0.1932 0.8963 0.2737 0.4456

Ao definir limiares das categorias, o reitor demonstrou imprecisão em relação a alguns
deles. Representaremos essa imprecisão por dados intervalares modelados por uma distribuição
uniforme. O reitor também assume que os limiares das categorias são os mesmos para ambas
as disciplinas R = {10, [7, 5; 8], [4, 5; 5], 0}. A aplicação do método SMAA–S–Choquet a esse
problema resultou em 40 cenários de categorização. A Tabela 3 exibe os cenários de prioridade e
seus respectivos ı́ndices de aceitabilidade (SAIt) e vetores de capacidade central Ict .

Tabela 3: Medidas descritivas do SMAA–S–Choquet para os cinco cenários prioritários.
Vetor SCC Índice de aceitabilidade da categoria

Cenários SAIt (%) I1 I2 I12 K1 K2 K3 Categorização Final
v1 = (2, 1, 2, 1, 2) 18 0.5 0.5 -0.46 3 55 42 K2

v2 = (2, 1, 2, 2, 2) 16 0.5 0.5 -0.39 100 0 0 K1

v3 = (3, 1, 2, 2, 2) 13 0.5 0.5 -0.34 0 94 6 K2

v4 = (3, 1, 2, 1, 2) 13 0.5 0.5 -0.42 54 46 0 K1

v5 = (2, 1, 2, 1, 1) 11 0.5 0.5 -0.62 34 66 0 K2

Analisando a Tabela 3, é possı́vel escolher tanto o cenário v1 quanto o v2 já que am-
bos apresentam os maiores valores de SAI (SAI1 = 18% e SAI2 = 16%). Para decidir entre
esses cenário dois, é importante identificar o cenário cujas capacidades melhor representam as pre-
ferências do decisor. Como o reitor definiu que I1 = I2 e obviamente o processo HAR resultou em
I1 = I2 = 0.5 para todos os cenários, a análise para decidir entre os cenários v1 e v2 se restringe
a análise do ı́ndice I12. Pode-se notar que quando |I12| aumenta, existe uma tendência dos estu-
dantes serem categorizados em melhores categorias. Realmente, quanto maior o valor absoluto de
I12, mais redundantes são consideradas as duas disciplinas. Assim, pode-se assumir que seria mais
natural ao reitor escolher o cenário v2 pois, embora considere o fator de redundância no problema,
é importante que os alunos ainda tenham notas minimamente boas em ambas as disciplinas (o que
é representado por um ı́ndice de interação comparativamente menor).

Na Tabela 3 apresentamos o ı́ndice de aceitabilidade da categoria. Se a decisão fosse feita
considerando apenas esse ı́ndice, cada estudante seria alocado na categoria com o maior ı́ndice –



como é normalmente recomendado nos métodos de classificação SMAA [Tervonen et al., 2009;
Lahdelma e Salminen, 2010; Pelissari et al., 2019]). Nesse caso, a categoriazação final seria a
mesma sugerida pelo cenário v1, que não é o cenário escolhido pelo reitor quando o SAI e o vetor
SCC são utilizados, como discutido anteriormente. Voltando a analisar o ı́ndice de aceitabilidade da
categoria, vemos que com 54% dos valores de parâmetro viáveis, o aluno a4 é alocado na categoria
K1 (como no cenário 1), e uma parte bastante grande dos valores viáveis (46%) aloca o aluno na
categoria K2 (como no cenário 2). Portanto, alocar o aluno a4 na categoria K2 como sugerido pelo
cenário 2 faz sentido quando analisamos o ı́ndice de aceitabilidade da categoria.

Portanto, fica claro que o ı́ndice de aceitabilidade da categoria não é suficiente para em-
basar a decisão final, uma vez que também são necessárias informações sobre as capacidades.

5. Conclusão
Neste artigo, um novo método de identificação da capacidade de Choquet foi proposto

para problemas de classificação multicritério, integrando a metodologia SMAA à formulação de
classificação da integral de Choquet. A originalidade do método proposto baseia-se principalmente
na introdução do conceito de cenários de categorização e na proposição de duas novas medidas
descritivas, o SAI e o vetor SCC. Uma perspectiva de estudo futuro inclui a extensão do con-
ceito de cenário de categorização e das duas medidas descritivas propostas para outros métodos de
classificação SMAA. Dessa forma, a análise reversa do espaço de pesos dos critérios viáveis, uma
das principais caracterı́sticas do SMAA, seria possı́vel em métodos de classificação SMAA como
SMAA–OC, SMAA–Tri e SMAA–Fuzzy–FlowSort.
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