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RESUMO

Este artigo apresenta um estudo sobre o problema de fluxo de custo minimo em Grafos
com capacidades e custos Fuzzy. Descreve alguns dos fundamentos referentes a Teoria de Grafos
e a Teoria de Conjuntos Fuzzy, necessarios para a compreensao dos métodos abordados. Por fim,
propde dois algoritmos compostos pelo meta-heuristico Harmony Search em conjunto com um
esquema de representacdo de grafos, chamado de Representagdo Probabilistica baseada em
Arvore (PTbR), a fim de verificar a aplicabilidade deste algoritmo no problema de fluxo de custo
minimo.

PALAVRAS CHAVE. Harmony Search, Representacio Probabilistica baseada em Arvore,
Conjuntos Fuzzy.

MH — Metaheuristicas
TAG — Teoria e Algoritmos em Grafos

ABSTRACT
This article presents a study on the problem of minimum cost flow in Graphs with Fuzzy
capacities and costs. It describes some of the fundamentals related to Graph Theory and Fuzzy
Set Theory, necessary for the understanding of the methods covered. Finally, it is proposed two
algorithms composed by the meta-heuristic Harmony Search together with a graph representation
scheme, called Probabilistic tree-based representation (PTbR), in order to verify the applicability
of this algorithm in the problem of minimum cost flow.
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1. Introducéo

Uma das areas da matematica aplicada é a Teoria dos Grafos, tendo como marco inicial
0 artigo de Leonhard Euler, publicado em 1736 [Euler 1736]. Esta teoria ganhou visibilidade pela
quantidade de éareas de estudo que podem utilizar a estrutura de Grafos para representar 0s
problemas existentes em suas respectivas areas, por exemplo: Biologia, Economia, Linguistica,
Engenharia, Computacdo, dentre outras [Goldbarg e Goldbarg 2012]. Estes tipos de problemas
podem ser organizados de diferentes formas, no qual cada um tem uma funcéo objetivo diferente
para ser otimizada. Um dos mais famosos é o problema de fluxo de custo minimo (PFCM). Este
tipo de problema é muito estudado justamente por suas derivacdes, como por exemplo, o
problema de caminho minimo, fluxo méaximo, fluxo de multiprodutos e problemas de transporte
[Takahashi 2004].

Existem varios algoritmos eficientes para o PFCM cléssico, como o Simplex para redes
e o Out-of-Kilter, dentre outros algoritmos descritos nos trabalhos de [Goldbarg e Luna 2000] e
[Ahuja et al. 1993]. Contudo, usualmente, problemas reais tém pardmetros que sdo imprecisos,
desde a prépria estrutura da rede até os atributos que compfem sua estrutura, como a demanda
dos néds e a capacidade dos arcos [Takahashi 2004]. Neste contexto, sera discutido neste trabalho
a versdo fuzzy do PFCM, referenciado como PFCM-fuzzy. Existem diversos trabalhos que
propdem algoritmos para resolver o PFCM-fuzzy, cada um com uma abordagem diferente, como
em [Takahashi 2004], [Shih e Lee 1999], e dois dos trabalhos realizados por [Hernandes et al.
2008].

Dentre os trabalhos encontrados na literatura, o estudo desenvolvido em [Hernandes et
al. 2008] resolve o PFCM-fuzzy utilizando o algoritmo Simplex BigM [Goldbarg e Luna 2000],
com a “defuzzificagdo” dos custos, utilizando o0 primeiro indice de Yager e a-cortes nas
capacidades fuzzy. Desta forma, cria-se um algoritmo com baixa complexidade matematica,
todavia a utilizacdo desta abordagem gera falta de preciséo na obtencéo da solucéo final. Mesmo
com as perdas de informagdes causadas pelos métodos de “defuzzificacdo”, a resposta encontrada
por [Hernandes et al. 2008] se aproxima do valor modal apresentado por [Forbeck et al. 2008],
sendo, entdo, uma abordagem valida.

Neste artigo sera apresentada uma abordagem semelhante a de [Hernandes et al. 2008],
realizando a troca do método de “defuzzificagdo” de Yager pela “defuzzificagdo” GMIR [Chen e
Hsieh 1999], bem como a troca do algoritmo Simplex Big-M pelo Harmony Search Algorithm,
descrito em [Mahdavi et al. 2007]. A troca dos algoritmos se da pelo fato de que métodos
heuristicos e meta-heuristicos podem ser utilizados para resolver problemas com mudltiplas
funcgdes objetivos [Lu e Wang 2017] ou quando a funcdo objetivo ndo é linear [Neumann et al.
2019].

2. Conceitos Preliminares

Um conjunto fuzzy A em X € caracterizado pela funcdo de pertinéncia u(x) que associa
cada ponto de X a um namero real no intervalo de [0, 1], com o valor de u(x) em x representando
o0 grau de pertinéncia de x em A, portanto, quanto mais a funcdo de pertinéncia se aproxima da
unidade, maior é o grau de pertinéncia de x em A, enquanto a funcdo de pertinéncia de um
conjunto ordindrio recebe apenas dois valores, 0 ou 1, ou seja, se x pertence ou hdo ao conjunto
A. As funcBes de pertinéncia podem ser definidas como quaisquer fun¢des do tipo u:X — [0,1].
Desta forma, cada funcdo possui propriedades distintas e sua utilizacdo é determinada pelo
contexto do problema.

Definigdo 1. Um numero fuzzy é dito triangular se sua fungéo de pertinéncia é da forma:

0, sex<a
;:i se x € [a, m]
Ha(x) = { po
. ::_—:1 se x € [m,b] 1)

0, sex>Dh
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Sendo “a” e “b”, respectivamente, o limitante inferior e superior, ¢ “m” o valor modal do
nimero fuzzy. Este nimero pode ser escrito da seguinte forma A(a, m, b) [Takahashi 2004].

Definicdo 2. Um ntmero fuzzy € dito trapezoidal se sua funcdo de pertinéncia é da forma:

0, sex <a
L se x € [a, m]
m—-a
n(x) =<1, se x € [m, n] (2)
b—x
Py se x € [n, b]
0, sex>=b

699

Sendo “a” e “b” a base maior do trapézio e “m” e “n” a base menor do trapézio. Este numero
pode ser escrito da seguinte forma A(a, m, n,b) [Takahashi 2004].

Definicdo 3. Dado @ € [0,1], um @-corte de um subconjunto fuzzy A é um conjunto ordinario
[Alz, em que:
[A]a = {x| l-la(x) = Gf} (3)

Definicdo 4. Sejam 4 e B dois nimeros fuzzy, com 4 # B. O grau de possibilidade do nimero
fuzzy 4 ser menor que o nimero fuzzy B é dado por:

Poss(A,B) = sup, ex[min (s (0. s ()] (4)

Definicdo 5. De acordo com Okada e Soper [Okada e Soper 2000] sejam @ e b nGmeros fuzzy
triangulares, de acordo com a definicdo 1, tal que @ = (a1,my,by) e b = (az,mz,b;), entdo @
domina b se, e somente se, as seguintes inequacgdes forem satisfeitas.

aq = az (5)
by < b, (6)
my Emmg (7)
a*h (8)

Definigdo 6. (Grafo Fuzzy) Um grafo fuzzy é um par G = (V, A), sendo que V é um subconjunto
fuzzy de S e A é uma relacéo fuzzy de S X S [Takahashi 2004].

Definigdo 7. O defuzzificador utilizado neste trabalho foi 0 GMIR (Graded Mean Integration
Representation), as operacdes e a ordem entre um numero fuzzy triangular A e um namero
ordinario k sdo definidas a seguir:

4 b
D (A+k)= %Jrk (16)
CDg(A _ k) — 4m-|:+b _ k (17)
®, (kA) = k*-'-lm-l—a-l—b (18)

4m+a+b
k = A, se esomente se, k=< mrar? (19)
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Comparagdes com outros indices de “defuzzificacdo” e propriedades do GMIR sdo
amplamente formalizadas em [Chen e Hsieh 1999].

3 Problema do Fluxo de Custo Minimo Fuzzy

O PFCM é um dos principais problemas de fluxo em redes e consiste em enviar um fluxo
do vértice fornecedor ao vértice de demanda com o menor custo possivel, respeitando os limites
das capacidades de cada arco.

Sejauma rede G = (V, A) com custo c;; e fluxo x;; associados ao arco (i, j) € A. Cada arco
tem uma capacidade minima [; e maxima u; para a passagem de fluxo x;. O pardametro b;
representa 0 somatério do fluxo que entra e sai de cada vértice. Se b; > 0, entdo o vértice € um
fornecedor, se b; = 0, entdo este é um vértice de transbordo e se b; < 0, entdo este € um vértice de
demanda. Para este problema, o somatério dos pardmetros b; deve ser igual a zero, ou seja, a
guantidade de demanda é igual a quantidade de produto fornecido.

A modelagem do problema classico € dada por:

Min z = Z CijXij (9)
(i.j)ea
S.d. Z Xgi — Z X = b[-,Vi EN (10)
(k.D)EA (i.k)EA
Iy =x; =uy;(,j) EA (11)

Como dito anteriormente, alguns algoritmos para o caso classico sdo apresentados em
Goldbarg e Luna [Goldbarg e Luna 2000] e Ahuja et al. [Ahuja et al. 1993]. Os trabalhos
encontrados na literatura tratam o problema fuzzy utilizando um grafo de estrutura crisp
(ordinaria) com os parametros c;; e w; como numeros fuzzy [Takahashi 2004]. Existem trabalhos
que consideram o pardmetro b; como um numero fuzzy, como por exemplo em Lu e Wang [Lu e
Wang 2017], entretanto nos resultados apresentados neste artigo serdo apenas utilizados como
nameros fuzzy apenas os custos e as capacidades dos arcos.

Alguns trabalhos que estudam o PFCM-fuzzy consideram que a capacidade esta limitada
apenas superiormente [Takahashi 2004], esta consideracdo foi utilizada neste trabalho. Logo,
mantendo a ideia utilizada em [Takahashi 2004] e [Hernandes et al. 2008], a capacidade(u;) sera
um namero fuzzy trapezoidal, enquanto o custo sera um numero triangular que sera aplicado o
GMIR para “defuzzificagdo”.

Desta forma, a modelagem do caso fuzzy é dada por:

Min z = Z CijXij (12)
(iLj)ea
s.d. Z Xpi — Z Xip = b[-,Vf EN (13)
(k.)EA (i.k)EA
0=<ux; <1y, (G,j)EA (14)

4. Harmony Search Algorithm

O algoritmo utilizado neste trabalho foi o Harmony Search Algorithm, apresentado pela
primeira vez em [Geem et al. 2001], sendo desenvolvido com o intuito de ser um novo algoritmo
meta-heuristico que conseguisse ter um desempenho melhor do que os outros algoritmos
existentes na época, comopor exemplo: o algoritmo genético [Geem et al. 2001]. O HS (Harmony
Search) foi desenvolvido utilizando um fendmeno artificial do processo de improvisacao, que 0s
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musicos utilizam para achar uma harmonia que seja agradavel. Os passos do algoritmo séo
descritos a seguir.

4.1. Inicializag&o do problema e dos parametros do algoritmo

Neste primeiro passo serdo definidos a funcéo objetivo, ou seja, a equacéo (9), 0 nimero
de variaveis e o valor maximo e minimo que cada variavel ira receber. Neste trabalho, os valores
méaximos e minimos serdo definidos pelas capacidades inferiores e superiores dos arcos. Outros
pardmetros necessarios sdéo o HMS (harmony memory size) que é o tamanho da matriz dos
vetores solucdo; o HMCR (Harmony memory considering rate) que é a taxa de consideracdo da
matriz dos vetores solucdo; o PAR (pitch adjusting rate) que € a taxa de ajuste; o bw (bandwidth)
que é o tamanho de variagdo méxima para um novo vetor; e o NI que € o nimero de geracfes ou
também chamado de numero de improvisa¢6es. Harmony memory (HM) € o local onde todos os
vetores solucdo sdo guardados. Os parametros HMCR, PAR e bw (bound wide) séo utilizados
para improvisar o vetor solugéo.

4.2. Inicializagdo da Harmony Memory
Nesta etapa, a matriz HM, mostrada a seguir, é preenchida aleatoriamente.

r 1 1 1 b

1

X X -1 Xn

2 2 2 2

X1 X3 Xn-1 Xy

HM =
HMS—-1  HMS-1 HMS-1  HMS-1
X X5 R Xy
HMS HMS HMS HMS
L X X2 s ANl Yy

Para esta pesquisa, 0 preenchimento da matriz foi feito de tal forma que os valores
randomizados respeitassem os limites impostos pelas restri¢cdes das inequacfes (11). Além do
preenchimento da matriz HM, calcula-se, para cada vetor, aleatoriamente formado, o valor da
funcdo de avaliagdo (fitness), a fim de futura comparacéo no processo de otimizag&o.

4.3. Improvisacdo da nova harmonia

Como descrito em [Mahdavi et al. 2007] e [Geem et al. 2001], a improvisagdo da nova
harmonia consiste em trés regras: os vetores solucdo atuais da matriz HM, os ajustes realizados
pelo PAR e pelo bw e a selegdo randémica. O processo de formacio do novo vetor pode ser visto
na Listagem 1:

Algoritmo: Improvisacdo da nova harmonia

for j=1to N do
if rand()<HMCR
x M =x " (re (1,2, HMS))
if rand()=<PAR then

new new
% =x + bwx rand

endif

else .\'/'

ew

=x, + rand X (X5 —%;;)

endif

endfor

Listagem 1 — Processo de improvisacao [Li e Wang 2018].
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Neste caso, foi utilizado o IHS (Improved Harmony Search), desenvolvido em [Mahdavi
et al. 2007], e que tem um desempenho melhor do que o HS classico, de acordo com [Mahdavi et
al. 2007]. As alteragGes sdo dadas no céalculo do bw e do PAR, que sdo apresentados a seguir.

PAR(gn) = PAR,,, +w .gn (20)
bwmin
T (21)
bw(gn) = bwparexp ( NI gn)

Em gue gn é o0 nimero da geracao.

4.4, Atualizando a matriz HM

A atualizagdo da matriz harmonica dependera da funcéo de avaliagdo (fitness), ou seja, se
o valor de avaliacdo do novo vetor for melhor que o valor de avaliacdo do pior vetor ja existente
na matriz HM, caso esta condicdo seja satisfeita, 0 novo harménico substitui o pior harmdnico na
matriz HM. Neste artigo, a funcdo fitness é dada por:

fitness(Z) = f(Z) + Blgn) = j( Z X, - Z Xy - b,) (22)

O termo s é dado pela funcdo objetivo, representado pela Equacdo 9. Ja o segundo
termo é formado pelo somatdrio dos erros quadraticos das equacfes de restricdo (Equacdo 10)
multiplicado por um ganho B, com o intuito de penalizar os vetores que nio atenderem as
restricdes de igualdade dadas pelas equacdes da modelagem. O ganho £ é uma funcéo do nimero
de geracdes, onde inicialmente este ganho tém valores baixos e, conforme a progressdo do
nimero de geracBes, o valor de B aumenta, com o intuito de penalizar as solugbes que n&o
atingem as limitagGes modeladas nas geracdes finais.

4.5. Checagem do critério de parada

O critério de parada é definido pelo nimero de improvisagGes que foi definido no
comego do algoritmo. Caso o critério ndo seja atendido, o algoritmo voltara a repetir 0s passos
4.3e4.4.

5. Esquemas de representacao

O Harmony Search-é um algoritmo com uma estrutura genérica que visa otimizar uma
fungdo objetivo de forma combinatdria, ou seja, as solugdes encontradas pelo algoritmo em cada
uma de suas iteraces ndo sdo necessariamente vidveis para o problema proposto. Para resolver
este problema utilizou-se um esquema de representacdo de Grafos chamado de Probabilistic tree-
based representation (PTbR) que é uma variacdo da representacdo Priority-based representation
(PbR), sendo a ultima muito utilizada para representar problemas de fluxo de custo minimo
[Neumann et al. 2019].

Para ilustrar como funciona o algoritmo proposto por [Neumann et al. 2019], utiliza-se a
representacdo em arvore do Grafo da Figura 1, item (a). A representacdo e o cromossomo podem
ser vistos nos itens (b) e (c) da Figura 1, respectivamente.
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(a) (b) (c)
Figura 1 — Representagdo em arvore probabilistica

No item (b), os ramos da arvore sdo probabilidades que o algoritmo utiliza para formar os
caminhos para satisfazer a demanda. O Cromossomo (item c) é formado por outros sub-
cromossomos em que o valor de cada gene representa a probabilidade do arco ser escolhido.

O algoritmo de decodificagdo do PTbR, proposto por [Neumann et al. 2019], funciona
em duas etapas: na primeira, 0 caminho € construido tomando, como no6 inicial, um dos nés de
fornecimento. A partir deste no, gera-se um numero randémico entre 0 e 1 que sera utilizado
como base para tomar a decisdo de qual arco o algoritmo ird seguir. Por exemplo, seja o sub-
cromossomo 1 da Figura 1(c), e o nimero aleatério gerado com o valor de 0.7, neste caso o
caminho a ser escolhido é o arco que leva ao n6 3, pois 0.7 esta entre 0.6 e 1. Esta légica é
repetida até que seja possivel atingir o né de demanda.

A segunda parte do algoritmo é a de enviar um fluxo pelo caminho formado. O envio do
fluxo funciona da seguinte forma, seja o caminho 1-2-3-4 gerado, define-se 0 menor valor para o
conjunto de capacidades deste caminho, ou seja, min [u12,uz3,u24], com isto, gera-se um valor
aleatorio de acordo com a Equacgdo 23. Este valor sera o fluxo a ser enviado pelo caminho
formado, desta forma garante-se que o fluxo € viavel.

Fluxo = rand (1L min[min[u,.. 1524, 1.5rc, |Dst]]}  (23)

Onde Src é valor do fornecimento e Dst é o valor da demanda, porém como a demanda é
negativa, utiliza-se o mddulo para realizar o célculo.

Caso o primeiro fluxo fornecido ndo atenda a demanda da rede, ocorre outra iteracdo da
parte 1 e 2 do algoritmo com a demanda e o fornecimento atualizados, ou seja, considera-se nesta
nova iteracdo o fluxo do caminho que foi enviado anteriormente. Alguns exemplos das solugdes
geradas pelo algoritmo no grafo da Figura 1(a) podem ser vistas na Figura 2.

D

Figura 2 — Possivel resultado do Algoritmo de [Neumann et al. 2019] para o Grafo da Figura 1(a).

E possivel perceber que este esquema de representaco tem certas limitacdes, como por
exemplo, o somatério das demandas e dos fornecimentos tem que ser zero; s6 pode existir um no
de demanda, porém é possivel ter varios nos de fornecimento e ndo pode existir mais que um arco
com as mesmas extremidades. Estas limitacOes foram consideradas tanto no artigo de [Neumann
et al. 2019], quanto neste artigo.
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6. Algoritmos Propostos
Serdo abordados nesta se¢do o0s algoritmos propostos que serdo analisados no restante do
artigo.

6.1. Algoritmo 1

Seguindo a linha de pensamento apresentado no algoritmo proposto em [Hernandes et al.
2008]. O algoritmo 1 contard com 3 passos.

Passo 1: A “defuzzificagdo” das capacidades utilizando a técnica de @-corte. O algoritmo
ird executar os proximos passos para cada a-corte.

Passo 2: Na “defuzzificacdo” dos custos sera aplicado o GMIR para transformar os
numeros fuzzy triangulares em ndmeros ordinarios.

Passo3: Aplicacdo do algoritmo IHS para cada @-corte e, por consequéncia, sera obtido o
vetor solugdo para cada @-corte.

6.2. Algoritmo 2

O algoritmo idealizado por [Neumann et al. 2019] foi chamado de PTbGA, pois utiliza,
como cromossomo do algoritmo genético, a representagdo PTDR, este algoritmo foi idealizado a
fim de resolver o problema do fluxo de custo minimo com fungdes de custo ndo lineares e néo
convexas para instancias de tamanhos pequenos, médios e grandes. No trabalho apresentado
neste artigo, utilizou-se a representacdo PTbR nos individuos que compdem o Harmony Memory
do Harmony Search, dito isto, o algoritmo 2 serd chamado de PTbRIHS. A principal ideia é
atribuir caracteristicas inerentes ao PFCM no Harmony Search e verificar a diferenca nas
solugdes obtidas. O algoritmo 2 contara com 3 passos.

Passo 1: A “defuzzifica¢do” das capacidades utilizando a técnica de @-corte. O algoritmo
ird executar os proximos passos para cada @-corte.

Passo 2: Na “defuzzificacdo” dos custos sera aplicado o GMIR para transformar os
nameros fuzzy triangulares em ndmeros ordinarios.

Passo 3: Aplicacdo do algoritmo PTbRIHS para cada @-corte e, por consequéncia, sera
obtido o vetor solucdo para cada @-corte. Esta etapa difere do Algoritmo 1, pois o IHS ¢
modificado para utilizar o PTbR em sua composicao.

Uma exemplificacdo melhor no Passo 3 pode ser vista na Listagem 2.

Passo 3

1 Entrada  Grafo e Pardmetros do algoritmo
2 Inicializar a Harmony Memory com cada individuo no formato da figura 6
3 Enquanto a condigdo de parada do IHS ndo for satisfeita faga

4 Improvisdo da nova Harmonia

5 Realize o processo de decodificagdo (listagem 9) "N" vezes

6 Avalie todos os individuos

7 Substituir o pior individuo pela nova Harmonia, caso a nova Harmonia tenha um fitness melhor

8 Continue até que a condigdo de parada seja satisfeita
9 Pare

Listagem 2 — Passo 3

No passo 3 tem-se a adigdo da varidvel N que deve ser definida antes do inicio do
algoritmo, esta variavel € o nimero de vezes que serd realizado o algoritmo de decodificacéo.
Outra mudanca realizada é na avaliagdo das solugdes obtidas pelo algoritmo de decodificacdo, ou
seja, a equacdo de fitness (22) terd mais um termo neste algoritmo, como pode ser visto na
Equacéo 24.

Novo fitness = fitness +y * (max [0,x —u ])* (24)
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Onde x é o vetor solucdo, obtido do algoritmo de decodificacdo, e © é o vetor dos
limitantes superiores da capacidade de cada arco. Faz-se necessario realizar esta modificacéo,
pois diferente do IHS padrdo, o vetor solucdo ndo serd proveniente da improvisacdo da nova
Harmonia (Listagem 1), mas sim do algoritmo de decodificacdo [Neumann et al. 2019], portanto,
é provavel que alguns fluxos gerados ultrapassem os limitantes superiores. Na andlise realizada,
foi utilizado o valor 20000 para ¥, ou seja, garante-se uma alta penalizacdo desde a primeira
geracao.

7. Anélise

As analises foram realizadas na linguagem Python, utilizando como IDE o PyCharm em
uma maquina com o sistema operacional Ubuntu 20.04 com um processador 15-5200U CPU
2.20GHz. Os parametros utilizados no Harmony Search (Algoritmo 1) e no PTbIHS (Algoritmo
2), durante as analises, podem ser vistos na Tabela 1.

Tabela 1 — Parametros utilizados nos algoritmos propostos

Algoritmo |PARmin|PARmax| BWmin [BWmax|Numero de geragdes |HMS|HMCR| Numero de iteragSes | N de decodificagdo
TR
IHS 0.01 0.99 |[0.000001 % 20000 5 [ 099 30 -
PTbRIHS 0.01 0.99 |0.000001| 0.05 300 5 [ 0.99 30 20

Para efeito de andlise, primeiro comparou-se 0s resultados obtidos no trabalho em
[Hernandes et al. 2008], utilizando o grafo da Figura 3 com seus respectivos custos e capacidades
fuzzy.

Arco Custo Capacidade

—~ —~ 1 (368)  (00,12.14)

{9y & of 4 ) 2 (138)  (00,13.14)

’1/,1‘" £ 5 é"r" 9 3 (368  (0.08,10)

T » | N\ -4 4 (568  (0.09.13)
=>{ 1 ! 3 : 8 ( 6 i 5 (7.8.10) (0.0.6,18)
it - \8 A~ 6 (810.12)  (0.0,15.18)

s i . N\ 10 7 (578  (00,1217)

(_ 3 }—H S ) 8 (9.11,12)  (0,0,17.20)

. o 9 (7.10.12)  (0.0,18.20)

U13 10 (10.12,14)  (0,0.15.16)
Figura 3 — Grafo estudado em [Hernandes et al. 2008]

A primeira andlise foi feita com o primeiro indice de Yager como “defuzzificador”
[Hernandes et al. 2008]. Na Tabela 2 estdo dispostas as informagfes estatisticas produzidas,
respectivamente, pelo Algoritmo 1 e Algoritmo 2 em cada uma de suas iteragoes.

Tabela 2 — Descrigdo das solu¢Bes encontradas pelo Algoritmo 1 (a) e o Algoritmo 2 (b) com o
“defuzzificador” de Yager.

Alfa corte Pior Melhor Média | Desvio Padrio| |Alfa corte Pior Melhor Média | Desvio Padrdo
0.5 484.38 476.47 479.65 2.01 0.5 484.00 | 47567 | 47852 3.18
0.6 483.80 476.22 479.50 2.09 0.6 488.67 | 477.00 | 480.04 2.89
0.7 482.95 476.26 479.12 1.91 0.7 501.00 | 476.67 | 480.08 5.24
0.8 483.01 476.54 479.09 1.96 0.8 584.00 | 477.67 | 492.81 27.33
0.9 482.77 477.73 479.97 1.58 0.9 567.33 | 47833 | 49352 18.51
1 481.91 478.93 479.92 1.02 1 591.67 | 479.00 | 495.76 24.95

() (b)
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E possivel perceber-que o Algoritmo 1 tem uma dispersdo, nos valores de solug&o, menor
do que o Algoritmo 2, entretanto para os @-cortes de 0.5 e 1 o Algoritmo 2 obteve como sua
melhor resposta a mesma solugdo encontrada pelo Simplex, como pode ser visto na Tabela 3, que
compara as respostas produzidas pelo algoritmo de [Hernandes et al. 2008] com a melhor
resposta dos Algoritmos 1 e 2.

Tabela 3 — Fluxos obtidos para o Grafo da Figura 3 utilizando o primeiro indice de Yager.

a=0.5 a=0.6 a=0.7 a=0.8 a=0.9 a=1.0
Arcos IHS PTbRIHS | Simplex IHS PTbRIHS | Simplex IHS PTbRIHS | Simplex IHS PTbRIHS | Simplex IHS PTbRIHS | Simplex IHS PTbRIHS | Simplex
1 8.41 11 11 9.57 9 10.6 9.84 10 10.2 9.81 9 9.8 9.41 9 9.4 9.01 9 9
2 2.59 0 0 143 2 0.4 1.16 1 0.8 119 2 1.2 1.59 2 16 1.99 2 2
3 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0
4 8.40 11 1 9.57 9 10.6 9.84 10 10.2 9.80 9 9.8 9.40 9 9.4 9.00 9 9
5 10.60 8 8 9.23 9 8.2 8.76 8 8.4 8.40 8 8.4 7.20 7 7.2 6.00 6 6
6 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.01 0 0 0.01 0 0 0.01 0 0
7 4.99 5 5 5.19 6 5.2 5.40 6 5.4 5.79 7 5.8 7.39 8 7.4 8.99 9 9
8 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0
9 19.00 19 1 18.80 18 18.8 18.60 18 18.6 18.20 17 18.2 16.60 16 16.6 15.01 15 15
10 5.00 5 5 5.20 6 5.2 5.40 6 5.4 5.79 7 5.8 7.39 8 7.4 8.99 9 9
Custo Final | 476.47 | 475.67 |475.6667| 476.22 | 477.00 |475.9333| 476.26 | 476.67 476.2 476.54 | 477.67 476.6 477.73 | 478.33 477.8 478.93 | 479.00 479

De forma geral, a resposta do Algoritmo 1 se aproxima do resultado obtido pelo Simplex.
Enquanto o Algoritmo 2 (PTbRIHS) obtém os mesmos resultados do Simplex para os @-cortes de
0.5 e 1, percebe-se que a representagdo PTbR [Neumann et al. 2019] obtém solucdes de fluxos
com valores inteiros, ou seja, diferente do Algoritmo 1, o Algoritmo 2 resolve o problema
considerando fluxos inteiros, tal fato explica 0 motivo pelo qual os @-cortes de 0.6, 0.7, 0.8 € 0.9
ndo tiveram como melhor resultado a mesma resposta obtida pelo algoritmo de [Hernandes et al.
2008].

Realizando a mesma analise, porém, desta vez, utilizando o “defuzzificador” GMIR,
obtém-se os resultados apresentados nas Tabelas 4.

Tabela 4 — Descricdo das solugdes encontradas pelo Algoritmo 1 (a) e o Algoritmo 2 (b) com o
“defuzzificador” GMIR

Alfa corte Pior | Melhor | Média |Desvio Padrio| |Alfacorte| Pior Melhor | Média |Desvio Padrdo

0.5 48452 | 477.00 | 480.26 2,08 0.5 506.50 | 477.00 | 480.10 5.10

0.6 483.68 | 477.48 | 480.13 1.94 0.6 505.17 | 478.17 | 48155 5.19

0.7 484.19 | 478.02 | 480.67 1.89 0.7 53967 | 47850 | 486.36 13.05

0.8 48371 | 478.54 | 480.86 1.47 0.8 53533 | 479.33 | 490.85 14.02
0.9 48364 | 479.73 | 48144 1.07 0.9 566.17 | 480.17 | 490.62 17.28

1 48298 | 480.92 | 481.61 0.69 1 636.00 | 481.00 | 504.85 38.62

(a) (b)

A mesma andlise das Tabelas 2(a) e 2(b) pode ser feita para as Tabelas 4(a) e 4(b),
portanto, resta a comparacgao realizada na Tabela 3, porém, desta vez, para o “defuzzificador”
GMIR. A comparagéo pode ser vista na Tabela 5.




JOAD PESSOA
2021

LIl Simposio Brasileiro de Pesquisa Operacional [J\I [
Jodo Pessoa-PB, 3 a 5 de novembro de 2021 ;/% SB PU
— = )|

Tabela 5 — Fluxos obtidos para o Grafo da Figura 3 utilizando o GMIR.

a=0.5 a=0.6 a=0.7 a=0.8 a=0.9 a=10
Arcos IHS PTbRIHS | Simplex | IHS |PTbRIHS[Simplex| IHS [PTbRIHS|Simplex| IHS [PTbRIHS|Simplex| IHS |PTbRIHS|Simplex| IHS |PTbRIHS|Simplex
1 6.93 7 7 8.13 8 8 9.25 9 9 9.81 9 9.8 9.41 9 9.4 9.01 9 9
2 4.07 4 4 2.87 3 3 1.74 2 2 1.19 2 1.2 1.59 2 1.6 1.99 2 2
3 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0
4 6.93 7 7 8.13 8 8 9.25 9 9 9.80 9 9.8 9.40 9 9.4 9.00 9 9
5 12.00 12 12 10.67 10 10.8 9.35 9 9.6 8.40 8 8.4 7.20 7 7.2 6.00 6 6
6 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.01 0 0 0.01 0 0 0.01 0 0
7 5.07 5 5 5.19 6 5.2 5.39 6 5.4 5.79 7 5.8 7.39 8 7.4 8.99 9 9
8 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0 0.00 0 0
9 18.93 19 19 18.80 18 18.8 18.60 18 18.6 18.20 17 18.2 16.60 16 16.6 15.00 15 15
10 5.07 5 5 5.20 6 5.2 5.40 6 5.4 5.79 7 5.8 7.39 8 7.4 8.99 9 9
Custo Final| 477.00 | 477.00 477 477.48 | 478.17 | 477.5 | 478.02 | 478.50 478 478.54 | 479.33 | 478.6 | 479.73 | 480.17 | 479.8 | 480.92 | 481.00 481

Os algoritmos se comportam da mesma forma independentemente do “defuzzificador”
utilizado, considerando, obviamente, o grafo da Figura 3 e as condic@es utilizadas neste trabalho.
Portanto, o que pode ser avaliado ¢ que a mudanca de “defuzzificador” altera o valor da solucao
final, sendo que os valores obtidos pela utilizacdo do GMIR sdo maiores do que aqueles obtidos
com a utilizacdo do primeiro indice de Yager.

Percebe-se que as respostas de ambos os “defuzzificadores” se aproximam do valor
modal encontrado por [Hernandes et al. 2008] utilizando o algoritmo de [Forbeck et al. 2008],
gue pode ser visto na Tabela 6, para 0 mesmo grafo com os mesmos pardmetros.

Tabela 6 — Resultado obtido por [Forbeck et al. 2008]

Arco Custo Capacidade Fluxo
1 (36,8 (0,0,12,14) 1
2 (1,3,8) (0,0,13,14) 0
3 (3,6,8) (0,0,8,10) 0
4 (5,6,8) (0,0,9,13) 1
5 (7,8,10) (0,0,6,18) 13
6 (810,12)  (0,0,15,18) 0
7 (57.8) (0,0,12,17) 0
8 (8.11,12)  (0,0,17,20) 0
9 (7,10,12)  (0,0,18,20) 24
10 (10,12,14)  {0,0,15,18) 0

Custo Total Final (395, 500, 595)

No caso deste trabalho, os resultados obtidos pelo GMIR sdo mais préximos do valor
modal do que os resultados obtidos pelo primeiro indice de Yager, porém a real vantagem do
GMIR é a possibilidade de trabalhar com ntmeros fuzzy do formato 4 = (¢,a,b; w), fazendo
com que possa ser adicionado um nivel de confianca "w" perante o nimero fuzzy. Isto significa
que um numero fuzzy [90, 100, 110] pode ter uma confianga de 90%, portanto, 0 nimero fuzzy
seria escrito como [90, 100, 110; 0.9], desta forma € possivel aumentar as possibilidades de
representar diferentes situagoes.

8. Concluséo

Neste artigo foi proposto dois algoritmos para 0 PFCM-fuzzy com numeros fuzzy nos
custos e nas capacidade. Os algoritmos propostos apresentam uma adaptacdo do Harmony Search
Algorithm, ou seja, um meta-heuristico, em conjunto com uma representacéo baseada em arvore
probabilistica a fim de melhorar o desempenho do meta-heuristico. Além disso, foi analisado
qual seria 0 impacto na resposta quando se utiliza dois “defuzzificadores” diferentes.

Verificou-se, portanto, que os algoritmos propostos aproximam-se da resposta
encontrada na Tabela 6, existindo uma pequena diferenca na alteracdo dos “defuzzificadores e
obtendo um maior desvio padréo nas iteragdes do Algoritmo 2.

Como trabalho futuro, pretende-se adaptar este problema a redes que possuam
parametros de maiores dimensdes. Outra proposta € realizar a modelagem de sistemas reais,
como por exemplo malhas rodoviarias, e aplicar o algoritmo proposto.
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