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RESUMO

O Problema da Arvore de Cobertura com Representa¢io Minima (PACRM) tem como
objetivo, dado um grafo com arestas rotuladas G = (V, E, L), sendo V' o conjunto de vértices de
G, E o conjunto de arestas, L o conjunto de rétulos, e L(e) o rétulo associado a aresta e, encontrar
uma drvore geradora, T' = (V, E', L), tal que E' C E, L' C L, e a soma dos rétulos representados
em cada vértice seja minimizada. Neste trabalho, propomos um algoritmo genético para o problema
e trés novas estruturas de vizinhanca adotadas na fase de educagdo do algoritmo. Os experimentos
computacionais realizados demonstraram que a meta-heuristica proposta obteve resultados melho-
res que as heuristicas da literatura, além de baixar o upper bound conhecido dos métodos exatos em
um conjunto de instincias de dimensdo média com pouco esforco computacional.

PALAVRAS CHAVE. Grafos com Arestas Rotuladas, Algoritmo Genético, Arvores.

Area Principal: MH - Metaheuristicas

ABSTRACT

The Minimum Spanning Tree Problem (MRSTP) aims to, given an edge-labeled graph
G = (V, E, L), in which V is the set of vertices of G, F is the set of edges, L the set of labels, and
L(e) is the label associated with edge e, find a spanning tree, T = (V, E’, L"), such that £’ C E,
L' C L, and minimizes the sum of the labels represented in each vertex. In this work, we propose
a Genetic Algorithm for the problem and three new neighborhood structures applied in education
phase of the algorithm. The computational experiments have shown that the proposed metaheuristic
achieved better results than the heuristics of the literature, in addition to decreasing the known upper
bound of the exact methods in a set of medium-sized instances with little computational effort.
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1. Introducao

Um grafo com arestas rotuladas (GAR) é um grafo, que possui para cada aresta um rétulo
associado. Nesta classe de grafos, ¢ comum utilizar cores para melhorar a visualizagao dos rétulos,
e, por este motivo, os termos rétulos e cores sdo utilizados de forma intercambidvel neste trabalho.
Nos dltimos anos, diversos trabalhos foram realizados sobre problemas relacionados a GARs. Entre
estes, citamos o Problema do Didmetro Colorido (Figueirédo et al., 2020), e o Problema da Floresta
Geradora de k-rétulos (Cerulli et al., 2014). Adicionalmente, podemos relacionar com aqueles
que buscam por drvores, como o Problema de Steiner de Rotulagdo Minima (Cerulli et al., 2006),
e a versio Fortemente Generalizada do Problema da Arvore de Cobertura de Rotulagio Minima
(Cerrone et al., 2019).

Este trabalho aborda o Problema da Arvore de Cobertura com Representacio Minima
(PACRM, (Silva, 2018; Linares et al., 2018)). Neste, ¢ dado um grafo com arestas rotuladas como
entrada, e objetiva-se encontrar uma arvore de cobertura que minimize a soma das cores representa-
das em cada vértice. Este problema possui aplicagdes diretas no projeto de redes de computadores
e no projeto de redes de transporte multimodais, nos quais é desejdvel que cada né possua a menor
complexidade possivel, o que o torna mais barato, além de facilitar a sua manutengdo. A Figura
1 traz um exemplo do PACRM aplicado ao projeto de uma rede de transporte multimodal. Nesta,
cada vértice representa um bairro, enquanto cada aresta representa uma possivel ligacdo entre estes
usando um dos meios de transporte ecolégicos que podem ser utilizados, representando os rotulos.
Em cada bairro deve ser criada uma estagc@o para a integragdo dos transportes. Objetiva-se que as
estacdes tenham o menor custo, representado pela menor complexidade para a sua construcao.
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Figura 1: Exemplo de aplicacdo pratica do PACRM

Formalmente, considere G = (V, E, L) um GAR simples e ndo orientado, sendo V' o
conjunto de vértices, £ o conjunto de arestas, L o conjunto de rétulos (ou cores), e L(e) uma
fungdo que retorna o rétulo associado a aresta e. Seja E(v) o conjunto de arestas que incidem
sobre o vértice v, cr(v) = U.ep(y) L(€) 0 conjunto de rétulos que incidem sobre o vértice v, e
Rt(G) = 3 ey (ler(v)| — 1) a fungdo de representagdo. O objetivo do PACRM é encontrar uma
arvore geradoraT = (V, E', L"), talque E' C E, L' C Le Rt(T) é minimizado. A Figura 2 ilustra
os conceitos de GAR, de representacio e o Problema da Arvore de Cobertura com Representagio
Minima. A Figura 2(a) ilustra um GAR G = (V| E, L) com 6 vértices, 10 arestas e 6 rétulos. A
Figura 2(b) exibe uma arvore de cobertura 7' com Rt(T) = 2, menor valor possivel, e 3 cores.
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Em detalhes, os vértices 1, 3, 5 e 6 possuem |cp(v)| = 1 enquanto os vértices 2 e 4 possuem
ler(v)| = 2. Logo, Rt(G) = >, oy (ler(v)| — 1) = 2. Adicionalmente, observe que a drvore de
cobertura de G com o menor nimero de cores utiliza apenas o conjunto de rétulos { A, B}.

WA WB NC [OD [E NF WA NB NC [D [[JE NF

Figura 2: (a) Um pequeno GAR G como Instincia-exemplo para o PACRM, (b) Solucdo 6tima para o
PACRM em G com valor Rt(T') = 2.

Neste trabalho, propomos um método baseado nos Algoritmos Genéticos e sao definidas
trés novas vizinhancas aplicadas na busca local na fase de educagdo do algoritmo. As demais
secdes deste trabalho estdo organizadas como segue: a Secdo 2 apresenta trabalhos relacionados
ao tema; a Secdo 3 descreve o algoritmo genético e as novas estruturas de vizinhanca propostas;
0s experimentos computacionais sio discutidos na Secdo 4; enquanto que as consideracdes finais e
propostas de trabalhos futuros sdo trazidas na Se¢do 5.

2. Trabalhos Relacionados

Silva (2018) propde o PACRM e demonstra que o problema é NP-Completo tanto para
multigrafos quanto para grafos simples. Neste, sdo propostos uma formulacdo exata, e duas heuristi-
cas construtivas gulosas para o problema, estas denominadas KBased e PBased, inspiradas nos
algoritmos de Kruskal e Prim (Cormen et al., 2009), respectivamente. Considere G = (V, E, L) o
GAR de entrada, e /C o conjunto de componentes monocromadticas maximais conexas (CMMC) de
G, construido com o auxilio do algoritmo de busca em profundidade aplicado sobre cada subgrafo
induzido G = (V, E({l}),{l}),Vl € L, onde E({l}) = {e,Ve € E | L(e) = l}. Note que a
operagao de obtencao de todos os CMMCs de G pode ser realizadaem O(|L| x |V| x (V| + |E])).

Heuristica KBased: Inicialmente, o conjunto de arestas que representa a solu¢do £’ = (). Enquanto
G(V, E’, L) ndo for conexo, cada iteracdo do lago principal do algoritmo busca o CMMC K € K
que minimiza o nimero de componentes conexos de G(V, E' U E(K), L). No lago interno, dado o
conjunto de arestas de K, uma aresta apenas € adicionada a E’ se esta ndo vier a causar ciclos no
mesmo. Seu funcionamento é descrito pelo Algoritmo 1.

Heuristica PBased: Seu funcionamento esta descrito no Algoritmo 2. Inicia o conjunto de arestas
solugdo E' = () e S = {r}, onde r € V € um no raiz escolhido arbitrariamente. Enquanto S # V,
encontre 0 CMMC K € K que minimize o incremento da representacdo minima dos vértices de S,
adicione os vértices de K em S sem repetigdo e adicione em E’ as arestas de K que ndo formem
ciclo.
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Algoritmo 1: KBased(G = (V, E, L), K)

1 E

2 while |[E'| < |V]| —1do

3 K + CMMC € K que minimize o nimero de componentes conexos
4 Seja E(K) o conjunto de arestas pertencentes a0 CMMC K € K

5 Para cadae € E(K) faca

6 Se E’ U e ndo possui ciclos entao

7 L | E'+ F'Ue

8 retorne £’

Algoritmo 2: PBased(G = (V,E, L), K)
1 E <«
2 Escolha arbitrariamente um vértice r € V'
35« {r}
4 while |E'| < |V|—1do
5 Seja K’ C K o conjunto de CMMCs que fazem S crescer

6 K <+ CMMC € K’ que minimize o incremento da representa¢io do conjunto de
vértices S
7 Sejam E(K) e V(K), respectivamente, o conjunto de arestas e vértices

pertencentes ao CMMC K € K’
Para cada e € E(K) faca
Se E' U e ndo possui ciclos entao

10 | B+ E'Ue

1 Para cada v € V(K) faca
12 Se v ¢ S entdo

13 | §'«Suv

14 retorne F’

Adicionalmente, Linares et al. (2018) demonstram que o PACRM permanece NP-Com-
pleto mesmo no caso de |L| = 2, isto é, mesmo se o grafo de entrada possuir apenas duas cores.
E propéem um método baseado na meta-heuristica GRASP que utilizou um mapeamento do PA-
CRM para o Problema de Steiner de Rotulagdo Minima e uma adaptacdo da heuristica MVCA, a
heuristica foi denominada, Algoritmo do Ramo de Maxima Cobertura (ARMC). Nesta heuristica,
inicia-se com um conjuto de arestas solugdo E’ = (), e sdo inseridas arestas em E’ enquanto £’ ndo
for uma arvore geradora do GAR de entrada. Dado um ramo monocromaético, que é um conjunto
de arestas, onde toda aresta € incidente em um vértice v e possui 0 mesmo rétulo [, cada iterago
do lago principal do ARMC seleciona, entre todos os ramos do GAR, o maior ramo que minimize
o aumento de representagio de F’.

3. Algoritmo Genético para 0 PACRM

O algoritmo genético (AG) proposto neste trabalho faz uso de uma abordagem hibrida
(El-mihoub et al., 2006), que incorpora a estrutura tradicional deste método (Holland, 1992), acres-
cido de heuristicas para geracdo de novos individuos, gerenciamento populacional e melhoria dos
individuos. Uma solugdo para o PACRM, ¢é obrigatoriamente uma arvore geradora com |V| — 1
arestas. Cada individuo p no AG ¢ representado por uma lista de arestas que constitui a arvore
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geradora. No exemplo da Figura 2 (b), a solucdo exemplo seria representada como o individuo
p = {(1,2),(2,3),(2,4),(4,5),(5,6)}. Seja E(v,p) o conjunto de arestas do individuo p que
incidem sobre o vértice v, entdo a funcao avaliacdo de p é dada por:

fitness(p) = Z ‘ U L(e)‘.

vEV  e€FE(v,p)

O Algoritmo 3 descreve o AG proposto. Seja G = (V, E, L) o GAR de entrada do algo-
ritmo, a geragdo inicial do conjunto de individuos P é composta por ax |V'|—2 individuos aleatdrios
construidos pela fun¢do construirArvore(FE), e 2 individuos deterministicos construidos pelas
heuristicas KBased e PBased. Enquanto o tempo de execucdo do algoritmo ndo exceder T},qz,
novas geracdes de individuos sdo construidas, onde em cada gera¢do um subconjunto P’ C P é
selecionado através de estratégias de elitismo e roleta controlados pelos parametros 3 e v (linha 6).
Este subconjunto P’ passa por uma fase de reprodugéo e educag@o (linha 7), criando a nova geragdo
de individuos P. Ao final, o algoritmo retorna o melhor individuo p* avaliado pela funcio fitness.

A fungdo construir Arvore(.), descrita pelo Algoritmo 4, parte do pressuposto que o
conjunto de arestas fornecido como entrada contém pelo menos uma drvore geradora. A légica dele
¢ baseada no algoritmo de Kruskal (Cormen et al., 2009), esta funcdo adiciona |V| — 1 arestas a
um conjunto de arestas 7', de forma que 7' seja uma 4rvore geradora. Para tal, se visita o conjunto
de arestas F de forma aleatéria, e cada iteragdo do lago das linhas 5-10 realiza uma inspecao de
uma aresta e, caso a adicdo de e a 7" ndo venha a causar ciclos neste, esta é adicionada a 7. Uma
estrutura de dados Unido-Busca (Cormen et al., 2009) ¢ utilizada no laco das linhas e 3-4, e nas
linhas 9 e 11, com fins de deteccdo de ciclos. Ao final do algoritmo 7' € retornado.

Algoritmo 3: AG(G = (V, E, L), o, 8,7, Timaz)
1 PO, P <0
2 Parai < OQaté a x |V| — 2 faca
3 L P « P U {construir Arvore(E)}

P <+ PU{PBased(FE), K Based(FE)}

p* < Individuo p € P com menor fitness

Enquanto critério de parada T, 4, ndo atendido faca

P’ + selecionar(P, 3,)

P « gerarFilhos(G, P, 3,7)

Se fitness(p) < fitness(p*), sendo p € P o individuo com menor fitness
entao

10 Lp*(—p

DTN S N

11 retorne p*

O processo de sele¢do de individuos por meio da fungdo selecionar(.) faz uso de dois
métodos:

e elitismo: (5 x |P| individuos com menor fitness sdo selecionados, assegurando que as
solugcdes de melhor qualidade prossigam para as futuras geracoes; e

* roleta: (1 — 3 — «) x |P| individuos sdo selecionados utilizando o método da roleta, para
determinar a chance de um individuo ser selecionado por este método, € utilizada a funcao
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Algoritmo 4: construirArvore(V, F)
1 Candidatos <+ E,T <+ (0,7 < 0

Ordene o vetor Candidatos de forma aleat6ria
Para cada v € V faca

L construcao(v)
5 while |7| < |[V|—1do
6 e < Candidatos]i]
7 14— 1+1
8
9

A W N

Para cada (v, v2) € e faca
Se busca(vy) # busca(vz) entao
10 L T+ TUe

uniao(vy, va)

12 retorne 7'

rating. Seja p; o i-ésimo individuo pertencente a P, sendo os elementos de P ordenados de
forma decrescente pela funcio fitness, a fungdo rating € dada por:

i .
_oJit
ating() — Skeofitnessipn)
> pep fitness(p)

a aplicagao desta fung@o tem como resultado atribuir uma chance maior de ser selecionado a
aqueles individuos que possuem um valor de fitness menor.

Com base no conjunto de individuos P, P’ C P, obtido pela fungdo selecionar(.),
a funcdo gerarFilhos(.), ilustrado pelo algoritmo 5, é responsédvel por criar um novo conjunto
de individuos C' a partir do conjunto P’, C' se encontra particionado em 3 partes formadas por
estratégias de cruzamento e elitismo, sendo o tamanho destas partes controlados pelos parametros

Ben.

Algoritmo 5: gerarFilhos(G = (V, E, L), P', 3,7)
1 C <+ {f x |P'|individuos € P’com o menor fitness}
2 Parai < Oaté (1 — (8 +~)) x |P/| faca
3 p1 < individuo € P’ selecionado pela roleta
4 p2 < individuo € P’ selecionado pela roleta e diferente de p;
5
6

p construirArvore(pl Up2)

| C+ CUVND(p)

7 Parai + 0 até y x | P’| faca

p1  construir Arvore(E)

p2 < individuo € P’ selecionado aleatoriamente
10 p construirArvore(pl Up2)

11 C «+ CUVND(p)

12 retorne C
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O conjunto C ¢ inicializado com os 8 X | P’| individuos, onde por meio da estratégia de
elitismo, os individuos com menor fitness de P’ prosseguem para a proxima geragdo (linha 1).
Em seguida estratégias de cruzamento completam a geragdo. Na primeira estratégia, (1 — (5 +
7)) x |P’| individuos sdo gerados, sendo cada individuo p formado pelo cruzamento entre dois
individuos p1,ps € P’, que foram selecionados pela fase da roleta, este cruzamento € realizado
pela fungdo construir Arvore(p; U p2) (linhas 3-7). Na segunda estratégia, v X |P’| individuos
sdo gerados, sendo cada individuo p formado pelo cruzamento de um individuo p; aleatério de P’
e outro individuo py aleatoriamente construido a partir do conjunto de arestas £ de (G, novamente,
p recebe as arestas retornadas por construir Arvore(p; U p2) (linhas 8-12).

Em ambos os casos, o procedimento construtivo construir Arvore(.) é utilizado para
obter uma 4rvore do conjunto de arestas resultante da operacdo de unido, observe que se p; €
p2 sdo arvores geradoras de GG, p; U p2 contém pelo menos uma arvore geradora, sendo assim,
construir Arvore(py U p2) tem como resultado um individuo vélido. Adicionalmente, em cada
individuo p obtido pelo cruzamento é realizada uma busca local, que denominamos de fase de
educacao.

Esta busca local implementa o método Variable Neighborhooh Descent (VND), proposto
por Mladenovi¢ e Hansen (1997), aplica sobre o individuo de entrada o conjunto de vizinhancas
N = {Folha,Ciclo, Reconexao}, nesta ordem, enquanto puder trocar uma aresta da solugéo por
outra que ndo esteja na solugdo e venha a resultar em um melhor individuo por meio da estratégia
de primeira melhora.

Sejal € L um rétulo, e v € V um vértice, [ é considerado um rétulo com representagio
tnica em v caso exista apenas uma tnica aresta incidente & v com o rétulo I. Seja (¢,7) € E uma
aresta, esta € considerada como:

* Aresta com representaciio tnica: se o rétulo [ associado a (i, 7) seja de representac@o dnica
em um dos vértices ¢ ou j;

* Aresta com representacao duplamente inica: caso [ seja de representacdo tinica em ambos
os vértices i € j;

* Aresta sem representacio uinica: caso [ ndo atenda a nenhum dos casos anteriores;
Sendo assim, os trés movimentos de vizinhanca utilizados sao definidos como:

Folha: dado um vértice folha v e seu pai p, caso o rétulo associado a aresta (v, p) tenha representa-
¢do Unica em p, esta aresta serd substituida por outra que conecte v a arvore, e que o rétulo associado
a esta ndo seja de representacdo tnica no novo pai de v apds o movimento. A complexidade de
tempo deste algoritmo € descrito como O(|V|?) no pior caso, para tal, se supde que existam O(|V|)
folhas na solug@o, e para cada uma delas existem O(|V|) arestas incidentes passiveis de serem
utilizadas para o movimento. A Figura 3 mostra a realizacdo deste movimento, para efeitos de
ilustracdo os vértices folha estdo marcados, em (a) a solucdo possui Rt = 7 e o vértice folha
6 estd conectado & drvore pela aresta (3,6), cujo rétulo é de representagdo tnica em 3, (3,6) é
removida em (b) e substituida em (c) por (1, 6), cujo rétulo ndo é de representag@o tGnica em 1 apés
o movimento, adicionalmente, a solugcdo passa a ter Rt = 6;

Ciclo: adiciona uma aresta e que no pertencente a solucdo, desde que a adi¢do de e ndo resulte em
um aumento no custo na solug@o. No ciclo formado pela adicdo de e é removida uma aresta com
representacdo tnica ou duplamente dnica, caso ndo exista tal aresta, e é removida. No pior caso,
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HA HB EC [OD [OE MF NA HB NC OD [[JE MF NA HB NC [OD COE MF

Figura 3: Movimento de troca de aresta de vértice folha.

considerando que existam O(| E'|) arestas possiveis de serem adicionadas, e que cada adi¢do venha a
resultar ciclo hamiltoniano, o movimento de vizinhanga possui uma complexidade de O(|V| x | E).
A Figura 4 demonstra o movimento de ciclo, em (a) tem-se a solucao inicial com Rt = 6, onde
em (b) é feita a adi¢do da aresta (5, 7) que ndo resulta em um incremento do Rt e forma um ciclo
envolvendo as arestas (1,3),(3,7),(7,5),(5,2),(2,1), das arestas do ciclo, é removida em (c) a
aresta (1, 3), de representagdo duplamente tnica, o que faz da solugdo assumir Rt = 4;

HA HB EC [OD [OE MF NA HB NC [OD [E MF NA HB NEC [OD MF

Figura 4: Movimento de troca de aresta por ciclo.

Reconexao: remove uma aresta e que liga dois vértices nao folha, v; e v9, sendo e preferencialmente
uma aresta com representacao duplamente tnica, ou alternativamente na auséncia de tal, uma aresta
com representagdo Unica. A remocao de e resulta em duas partes de V', e em uma diminuicdo de
um valor ¢ do custo da solu¢do. ApGs a remogio, € adicionada uma aresta €’ # e que reconecte as
duas partes de V' de forma que o custo de adigdo, ¢/, seja menor que ¢, caso ndo exista tal aresta, e é
colocada de volta a solu¢do. A complexidade do algoritmo é no pior caso O(|V| x | E|), neste caso,
supde-se que existam O(|V|) arestas possiveis de serem removidas na drvore, e para cada uma delas
hd outras O(|E|) arestas possiveis para se fazer a reconexao. A Figura 5 ilustra este movimento de
vizinhanga, para efeitos de ilustracao, as duas parti¢des de V' criadas pelo movimento estdo em cores
distintas, inicialmente em (a) a solucdo possui 2t = 4, em (b) a aresta de representacdo duplamente
tnica (1,2) é removida, o que gera duas parti¢des de V' e uma redugio temporaria de 2 do custo,
em (c) a aresta (3, 4) ¢ adicionada para reconectar as partes de V, (3, 4) é de representagdo unica, e
portanto adiciona 1 ao custo da solu¢do, o que faz de Rt = 3 ao fim do movimento;
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HA HB EC [OD MF B mC OD WF HB mC OD MF

Figura 5: Movimento de troca de aresta por reconexao.

4. Experimentos computacionais

Os métodos estudados neste trabalho foram desenvolvidos em linguagem C++, utilizando
o compilador Apple clang versao 12.0.0 (op¢ao de compilacdo -O3). Os experimentos computacio-
nais foram executados em um computador com processador Intel Core 15, de 4 nticleos de 2,3 GHz,
adicionalmente, a maquina dispde de 8 GB de memoéria RAM, e possui como sistema operacional
0 MacOS Catalina.

Para os experimentos realizados, GARs gerados de forma aleatéria por Cerulli et al.
(2005) foram utilizados. Para cada n = |V| = {20, 30,40, 50}, as instincias possuem 30 grafos-
problema, que sdo divididos em 3 grupos definidos pelos valores de d = {ld = 20%;md =
50%; hd = 80%}, representando a densidade do grafo. Cada grupo possui 10 instincias distintas
de mesma dimensado, totalizando 120 grafos-problema utilizados nos experimentos computacionais.

4.1. Estudo de parametros

Efetuamos testes de parametrizagdo de («, [3,7), em um conjunto aleatério de instincias
teste, cada instincia é denotada pela tupla (n,d, ), sendo ¢ a i-ésima instincia de tamanho n, e
densidade d:

teste = {(20, hd, 1), (30, hd, 0), (40, hd, 4), (50, 1d, 1), (50, md, 8), (50, hd, 5)}.

Inicialmente, fixamos o pardmetro o = 1, e foram testadas todas as combina¢des de
valores 7, § € {0,0.25,0.5,0.75, 1}, com a restricdo de que 0 < 5+ < 1. Para cada combinagdo
possivel, 10 execugdes foram realizadas para cada instancia, com um tempo limite de 10 s para cada
execugdo. A combinagdo (3,~) = (0.25,0.25) se mostrou a melhor em termos do valor da solugéo.
Em seguida, utilizando o procedimento descrito anteriormente, fixamos (,v) = (0.25,0.25), e
analisamos os valores o € {0.5,1,2,3} . Como resultado, o que se notou é que a combinagéo,
(e, B,7) = (1,0.25,0.25) se mostrou a melhor em relagdo ao valor da solugdo obtido.

4.2. Estudo de vizinhancas

A Figura 6 ilustra o nimero de vezes que os movimentos de vizinhanca foram responsa-
veis por gerar a Ultima melhora de uma solu¢do em uma execugdo. Os resultados foram obtidos por
meio de 10 execugdes em cada instincia, e demonstram que todas as trés vizinhancas conseguiram
realizar a ultima melhora pelo menos uma vez em todas as densidades, sendo o movimento de
ciclo o maior responsével, note que para densidades maiores, os movimentos de reconexao e folha
possuem uma participacdo maior na obtencao da dltima melhora.
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Figura 6: Gréfico de barras com o nimero de vezes em que uma vizinhanca foi a dltima a melhorar a solugao,
com as instancias agrupadas pela sua densidade.

4.3. Comparaciao com outros métodos

Implementamos e comparamos o Algoritmo Genético (AG) proposto na Secdo 3 com
as heuristicas deterministicas KBased e PBased propostas por Silva (2018) e a meta-heuristica,
intitulada MBCA, proposta por Linares et al. (2018). Todas as estratégias tiveram um tempo limite
de 10 s para a execucdo de cada instancia. As estratégias ndo deterministicas AG e MBCA foram
executadas 10 vezes para cada instancia.

A Tabela 1 apresenta a comparacdo destas heuristicas para os conjuntos de vértices de
tamanho |V| = {20, 30,40, 50}. Cada linha descreve resultados médios de 10 instincias. O con-
junto de colunas Inst. contém as mesmas colunas da tabela anterior com a adi¢do da coluna BKS
que descreve a média dos valores das melhores solucdes encontradas pelo método exato em Silva
(2018). Os conjuntos de colunas KBased, PBased, MBCA e AG representam os resultados de cada
método heuristico, para o AG, os pardmetros utilizados sdo («, 3,7v) = (1,0.25,0.25). Os con-
juntos KBased e PBased sao divididos em: t(ms) que representa o tempo computacional médio,
em milissegundos, das 10 instincias; Rt que representa o valor médio das solu¢des encontradas e
A% = (Rt—BKS)/BK S%100. Os conjuntos MBCA e AG sao divididos em: t(ms) que representa
o tempo computacional médio, em milissegundos, em que o método encontrou a melhor solucio em
cada execugao; Rt,,;, que representa o valor médio da melhor solug¢do encontrada nas 10 execugdes
de cada instancia; Rt,,.q que representa a média, computada das 10 instincias, dos valores médio
das solucdes encontradas em 10 execugdes de cada instincia, e A% = (Rtyeq—BKS)/BK Sx100.

O método AG, comparado aos métodos heuristicos da literatura, obteve as melhores
solugdes médias Rt,,.q em todas as 120 instdncias testadas, observando seus melhores valores
médios (Rtn), 0 AG encontrou o resultado do método exato em 80 instancias e melhorou o upper
bound médio dos outros 4 grupos de 10 instincias, precisando de no maximo 2 s para encontrar
estas solucdes em todas as instancias.

Adicionalmente, comparamos o0 AG com o GRASP proposto em Linares et al. (2018),
foram utilizadas as mesmas instincias descritas nesta dissertagdo, onde cada instancia foi execu-
tada 10 vezes. Os resultados estdo apresentados na Tabela 2, a coluna Rt € o valor da melhor
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Tabela 1: Resultados dos métodos heuristicos para grafos com |V| € {20, 30,40, 50}
Inst. KBased PBased MBCA AG

[Vl d BKS t(ms) Rt A% t(ms) Rt A% t(ms) Rt,,;, Rteq A% t(ms) Rt Rtyeq A%

Id 32,3 1,2324 03 1,5325 06 532 33,1 33,1 25 2,7 323 323 0
20 md 25,7 1,6 28,3 10,1 14261 1,6 514 28 28 89 49,6 257 257 0
hd 22,8 1.4 26,4 15,8 1,3 234 26 51,6 258 258132 377 228 228 0,1

1d 45,3 3,246,9 35 37458 1,1 1649 463 463 22 551 453 453 0
30 md 36,7 3,8 42 144 35381 3,8 161,0 409 409 11,4 Is 36,7 368 0,3
hd 33,8 3,2 38,8 14,8 3,1 347 2,7 1687 38,8 38,8 14,8 Is 33,8 339 04

Id 589 74 61,9 5,1 8,2599 1,7 4048 613 61,3 41 556 589 589 0
40 md 49 8,2 57,2 16,7 72 50 2,0 4357 51,2 51,2 45 18s 48,7 489 -0,2
hd 47,3 6,5 53,1 12,3 6,5 46,1 -2,5 435,77 51,2 51,2 8.2 2s 449 453 -43

Id 71,7 13,4777 84 1347377 2,8 7728 753 753 50 18s 71,7 719 03
50 md 61,3 154 71 158 12,0 61,5 0,3 7385 67 67 93 1,6s 602 60,8 -0,9
hd 652 11,0 66,5 2,0 11,6 57,2 -12 820,5 639 639 -20 11s 56,6 569 -13

solu¢@o encontrada para dada instancia, t(s) indica o tempo computacional médio, em segundos.
N<|V|>C<|L|><D><i> é o formato do nome de cada instincia, onde |V'| é o nimero de
vértices, | L|, o de rétulos, D denota a densidade, D € {LD, M D, HD}, e i é a i-ésima instincia
de densidade D com |V'| vértices, e |L| rétulos. Para instancias com |V| < 50, o GRASP foi melhor
que o AG em uma delas, sendo o valor de Rt idéntico para ambos os métodos nos outros casos, em
relacdo a instancias de tamanho maior (|V'| > 50), 0 AG se mostrou melhor que o GRASP em todas
as instancias, tanto em relagdo ao Rt quanto ao tempo computacional.

Tabela 2: Resumo dos resultados dos métodos GRASP e AG.

GRASP AG GRASP AG

Inst. Rt t(s) Rt t(s) Inst. Rt t(s) Rt t(s)
NO020C020HD1 2 0,08 2 0,40 N100C100MD1 21 279,85 19 148
N020C020MD1 4 0,02 4 0,00 N100C100MD6 23 227,57 19 0,00
NO030C030HDO 4 0,33 4 0,71 N100C100MD9 22 11,73 20 0,00
NO030C030MDO 7 0,10 7 1,34 N100C050HD4 7 190,40 6 0,00
NO030C030LD1 15 048 15 0,09 N100CO50HD7 7 59,72 6 0,00
NO40C040HDO 5 4,70 5 2,80 N100COS0HD9 6 647 4 0,00
NO50C050LDO 23 1,87 23 2,18 N100C100HDO 16 81,03 13 0,00
NO50C050LD1 25 21,66 25 2,48 N100C100HD1 16 137,26 12 0,00
NO50C050MD8 9 9,79 10 0,33 N100C100HDS 15 180,41 12 0,00
NO50CO50HD8 5 14,89 5 3,87 N100C100HD9 14 21,37 13 0,00

5. Consideracoes finais e proposta de trabalhos futuros

Neste trabalho, abordamos o Problema da Arvore de Cobertura com Representacio Mi-
nima (PACRM), neste, objetiva-se encontrar uma arvore de cobertura que minimize as cores repre-
sentadas em cada vértice, tendo este problema aplicag¢des, por exemplo, em projetos de redes de
transporte multimodais.

Propomos uma adaptacdo do Algoritmo Genético (AG) com uso de conceitos de heuris-
ticas de constru¢do de arvores espalhadas, além de novas estruturas de movimentos de vizinhanga
para refinar estas solu¢des. Comparado aos métodos heuristicos da literatura, o AG encontrou, na
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média, melhores solugcdes em todas as instdncias, mantendo um tempo médio de no maximo 1,9
s, 0 que demonstra sua eficiéncia, quanto a qualidade das solu¢cdes o AG melhorou o upper bound
encontrado pelos métodos exatos em 4 grupos de 10 instancias.

Como planejamento de trabalhos futuros, pretendemos implementar meta-heuristicas com
o conceito de trajetéria de solugdes como o ILS e VNS. Adicionalmente, como visto na Secéo 4,
0 AG proposto, comparado ao método baseado na meta-heuristica GRASP, proposto em Linares
et al. (2018), obteve, para instincias de |V| < 50, resultados iguais em 9 insténcias, perdendo em
apenas uma, entretanto, para instancias com |V'| > 50, o AG foi melhor em todas as 10 instancias
testadas. Por isto, pretendemos elaborar melhorias para 0 GRASP, incorporando os movimentos de
vizinhangas, e heuristicas construtivas propostas neste trabalho.
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