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RESUMO

Neste trabalho abordamos o Problema da Árvore de Cobertura com Representação Mı́ni-
ma (PACRM), um problema relativamente recente na literatura acadêmica. Neste, dado um grafo
com arestas rotuladas G = (V,E,L), sendo V o conjunto de vértices, E o conjunto de arestas, L
o conjunto de rótulos, e cada aresta e ∈ E possui um rótulo L(e) associado, o objetivo é encontrar
uma árvore geradora T = (V,E′, L′), tal que E′ ⊆ E,L′ ⊆ L, e a soma dos rótulos representados
em cada vértice seja minimizada. Propomos dois métodos exatos para o problema, um algoritmo de
refinamento do grafo de entrada, algoritmos de branch-and-cut e novas desigualdades válidas. Os
experimentos computacionais realizados demonstraram que os novos modelos matemáticos encon-
traram mais soluções ótimas e em menor tempo comparadas ao estado da arte.

PALAVRAS CHAVE. Grafos com Arestas Rotuladas, Árvores, Branch-and-Cut.

Área Principal: PM - Programação Matemática

ABSTRACT
In this work we address the Minimum Representation Spanning Tree Problem (MRSTP),

a relatively recent problem in the scientific literature whose goal is: given an edge-labeled graph
G = (V,E, L), where V is the set of vertices of G, E is the set of edges, L is the set of labels
(colors), and each edge e ∈ E has a label L(e) associated, find a spanning tree T = (V,E′, L′),
such that E′ ⊆ E, L′ ⊆ L that minimizes the sum of the labels represented in each vertex. We
propose two exact methods for the problem, a refinement algorithm for the input graph, branch-
and-cut algorithms, and new valid inequalities. The computational experiments have shown that the
new mathematical models were able to find more optimal solutions in less time compared to the
state-of-the-art.
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1. Introdução
Um grafo é uma estrutura de dados abstrata composta por um conjunto de vértices e por

um conjunto de arestas, cada uma representando uma ligação entre dois vértices. Por sua vez,
uma árvore é um tipo especial de grafo no qual, tomando-se quaisquer par de vértices distintos,
há exatamente um caminho entre estes. Uma caracterı́stica importante das árvores é que estas
representam o menor grafo conexo possı́vel em relação ao número de arestas, uma que vez que
remover qualquer aresta desconectará o grafo, enquanto que adicionar uma aresta entre a e b criará
um segundo caminho entre estes dois vértices. Por este motivo, é muito comum utilizar o conceito
de árvore para modelar problemas de conectividade, como no Problema da Árvore de Steiner (Chen
e Hsieh, 2020), no Problema da Árvore-Estrela (Gurguri e Andrade, 2017) e no Problema da Árvore
Geradora Mı́nima sob Restrições de Conflitos (Barbosa e Delbem, 2017).

Por outro lado, um grafo com arestas rotuladas (GAR) é um grafo no qual cada aresta
possui um rótulo associado, em vez de um peso. Nesta classe de grafos, é comum utilizar cores
para melhorar a visualização dos rótulos, e, por este motivo, os termos rótulos e cores são utilizados
de forma intercambiável neste trabalho. Nos últimos anos, diversos trabalhos foram realizados sobre
problemas relacionados a GARs. Destes, podemos ainda relacionar aqueles que buscam por árvores,
como o Problema da Árvore Geradora com Rotulação Mı́nima (Silva et al., 2018), o Problema de
Steiner de Rotulação Mı́nima (Cerulli et al., 2006) e a versão Fortemente Generalizada do Problema
da Árvore de Cobertura de Rotulação Mı́nima (Cerrone et al., 2019).

Este trabalho aborda o Problema da Árvore de Cobertura com Representação Mı́nima
(PACRM, (Silva, 2018; Linares et al., 2018)). Neste, é dado um grafo com arestas rotuladas como
entrada, e objetiva-se encontrar uma árvore de cobertura que minimize a soma das cores represen-
tadas em cada vértice. O PACRM possui aplicações diretas no projeto de redes de computadores,
no qual é desejável que cada nó possua a menor complexidade possı́vel, o que torna o projeto mais
barato, além de facilitar a sua manutenção. Por exemplo, considere o diagrama lógico de um projeto
de rede local apresentado na Figura 1. Neste, é possı́vel conectar os switches usando cabos Ethernet,
em azul, ou de fibra óptica, em laranja. Switches apenas com capacidade Ethernet são mais baratos,
assim como ativos apenas ópticos. Combinar as duas tecnologias torna o equipamento mais caro,
pois requer a transformação do sinal. No diagrama da Figura 1, é possı́vel conectar todos os nós
usando dois switches apenas ópticos (S5 e S9), oito switches apenas Ethernet (S2, S3, S4, S6, S7,
S8, S10 e S11), e apenas um switch com ambas capacidades (S1).

Figura 1: Exemplo de diagrama lógico para projeto de rede local

Formalmente, considere G = (V,E, L) um GAR simples e não orientado, sendo V o
conjunto de vértices, E o conjunto de arestas, L o conjunto de rótulos (ou cores), e L(e) uma
função que retorna o rótulo associado à aresta e ∈ E. Seja E(v) o conjunto de arestas que incidem



sobre o vértice v, cT (v) =
⋃
e∈E(v) L(e) o conjunto de rótulos que incidem sobre o vértice v, e

Rt(G) =
∑

v∈V (|cT (v)| − 1) a função de representação. O objetivo do PACRM é encontrar uma
árvore geradora T = (V,E′, L′), tal que E′ ⊆ E, L′ ⊆ L e Rt(T ) é minimizado. A Figura 2
detalha os conceitos de GAR e de representação, assim como exemplifica o Problema da Árvore
de Cobertura com Representação Mı́nima. A Figura 2(a) ilustra um GAR G = (V,E, L) com 6
vértices, 10 arestas e 6 rótulos. A Figura 2(b) exibe uma árvore de cobertura T com Rt(T ) = 2,
menor valor possı́vel, e 3 cores. Em detalhes, os vértices 1, 3, 4 e 6 possuem |cT (v)| = 1, enquanto
os vértices 2 e 5, marcados da figura, possuem |cT (v)| = 2. Logo, Rt(G) =

∑
v∈V (|cT (v)| − 1) =

2. Adicionalmente, observe que a árvore de cobertura de G com o menor número de cores utiliza
apenas o conjunto de rótulos {A,B}.

Figura 2: (a) Um pequeno GAR G como Instância-exemplo para o PACRM, (b) Solução ótima para o
PACRM em G com valor Rt(T ) = 2

Neste trabalho, apresentamos um refinamento da transformação do PACRM para o Pro-
blema de Steiner com Rotulação Mı́nima proposta por Linares et al. (2018), dois métodos exatos
para a resolução do PACRM, seus respectivos algoritmos de branch-and-cut e novas desigualdades
válidas. As demais seções deste trabalho estão organizadas como segue: a Seção 2 apresenta traba-
lhos relacionados ao tema; a Seção 3 detalha as transformações polinomiais do PACRM; a Seção 4
apresenta os métodos exatos propostos; os experimentos computacionais são discutidos na Seção 5;
enquanto que as considerações finais e propostas de trabalhos futuros são trazidas na Seção 6.

2. Trabalhos Relacionados
Um problema amplamente estudado na literatura e fortemente relacionado ao PACRM

é o Problema da Árvore de Cobertura com Rotulação Mı́nima (MLST, (Broersma e Li, 1997;
Silva, 2018)) que consiste em: dado um GAR G = (V,E, L), encontrar uma árvore de cober-
tura rotulada T = (V,E′, L′) que minimize a quantidade de rótulos |L′| utilizados. Chen et al.
(2008) propõem uma extensão a esse problema denominado Problema da Árvore de Cobertura com
Rotulação Mı́nima Generalizada (GMLST), no qual cada aresta possui um ou mais rótulos associ-
ados, e a utilização dessas arestas na solução implica na utilização de um subconjunto não vazio
desses mesmos rótulos. Por sua vez, Cerrone et al. (2019) apresentam ainda outra extensão sobre
o GMLST, o Problema da Árvore de Cobertura com Rotulação Mı́nima Fortemente Generalizada
(SGMLST), no qual o uso de uma aresta na solução resulta na utilização de todos os seus rótulos.

Proposto por Cerulli et al. (2006), o Problema de Steiner de Rotulação Mı́nima (MLS-
teiner), consiste em: dado um GAR G = (V,Q,E,L) onde Q ⊆ V é o subconjunto de vértices
terminais, minimizar um subconjunto de rótulos L′ ⊆ L de modo a encontrar um subgrafo conexo
G′ = (V ′, E′, L′) tal que Q esteja inteiramente contido em V ′. Ademais, definimos como vértice



de Steiner todo s ∈ S, S = V \Q. Informalmente, G′ é um subgrafo que possui todos os vértices
de Q conectados, utilizando opcionalmente alguns vértices de Steiner no processo, objetivando mi-
nimizar o conjunto de cores necessárias para tal fim. Os autores propuseram ainda uma heurı́stica
gulosa, meta-heurı́sticas baseadas em Busca Tabu, Simulated Annealing, Variable Neighborhood
Search e, por fim, uma meta-heurı́stica baseada no Pilot Method, que obteve os melhores resulta-
dos nos experimentos realizados. Por fim, Consoli et al. (2009) propõem um método exato e uma
heurı́stica baseada na técnica de Enxame de Partı́culas denominada JPSO, o qual representa o estado
da arte para o MLSteiner.

Silva (2018) propõe o PACRM e demonstra que o problema é NP-Completo tanto para
multigrafos quanto para grafos simples. Além disso, apresenta uma formulação matemática base-
ada em cortes de arestas para o problema. Este modelo, denominado EDGE, é apresentado nas
expressões (1 - 5).

Minimize
(∑
v∈V

∑
l∈L

zvl

)
− |V | (1)

s.t.
∑

xe∈δ(S)

xe ≥ 1, ∀S ⊂ V, S 6= ∅, (2)

zvL(e) ≥ z
w
L(e) ≥ xe, ∀e = (v, w) ∈ E, (3)∑

e∈E
xe = |V | − 1, (4)

zvl , xe ∈ {0, 1}, ∀l ∈ L,∀v ∈ V,∀e ∈ E. (5)

Cada variável binária zvl , ∀v ∈ V , ∀l ∈ L, assume o valor 1 se e somente se a cor l incide
sobre o vértice v. Por sua vez, cada variável binária xe, ∀e ∈ E, assume o valor 1 se e somente
se a aresta e faz parte da solução. A função objetivo (1) minimiza a representação da solução; o
conjunto de desigualdades (2) garante que o grafo solução é conexo, onde δ(S) = {e = (v, w) ∈
E : |{v, w} ∩ S| = 1}; o conjunto de restrições (3) ativa os rótulos da aresta e = (v, w) caso
xe = 1; enquanto que a equação (4) garante que a solução será uma árvore. Por fim, o domı́nio das
variáveis é definido em (5).

Além disso, Silva (2018) propôs duas heurı́sticas construtivas gulosas para o problema,
denominadas KBased e PBased, inspiradas nos algoritmos de Prim e Kruskal (Cormen et al., 2009),
respectivamente. Considere G = (V,E,L) o GAR de entrada, e K o conjunto de componen-
tes monocromáticas maximais conexas (CMMC) de G, construı́do com o auxı́lio do algoritmo de
busca em profundidade aplicado sobre cada subgrafo induzido G = (V,E({l}), {l}),∀l ∈ L, onde
E({l}) = {e,∀e ∈ E | L(e) = l}.

Heurı́stica KBased: Inicia com o conjunto de arestas solução E′ = ∅ e, enquanto G(V,E′, L)
não for conexo, encontre o CMMC K ∈ K que minimize o número de componentes conexas de
G(V,E′, L) e adicione em E′ as arestas de K que não formem ciclo.

Heurı́stica PBased: Inicia o conjunto de arestas solução E′ = ∅ e S = {r}, onde r ∈ V é um
nó raiz escolhido arbitrariamente. Enquanto S 6= V , encontre o CMMC K ∈ K que minimize
o incremento da representação mı́nima dos vértices de S, adicione os vértices de K em S sem
repetição e adicione em E′ as arestas de K que não formem ciclo.



Adicionalmente, Linares (2018) demonstra que o PACRM permanece NP-Completo mes-
mo no caso de |L| = 2, isto é, mesmo se o grafo de entrada possuir apenas duas cores. E propõe um
método baseado na meta-heurı́stica GRASP que utilizou um mapeamento (detalhado na Seção 3) do
PACRM para o Problema de Steiner de Rotulação Mı́nima e uma adaptação da heurı́stica MVCA,
sugerindo o uso dessas heurı́sticas para instâncias de média e alta densidades e de métodos exatos
para instâncias de baixa densidade e poucos vértices.

3. Transformações Polinomiais
Nesta seção, introduzimos novos conceitos utilizados no decorrer do trabalho e descre-

vemos uma transformação polinomial sobre a instância de entrada do PACRM com o objetivo de
resolvê-lo através de sua redução ao Problema de Steiner de Rotulação Mı́nima. Em seguida, apre-
sentamos um segundo algoritmo para transformar o grafo de entrada, desta vez em uma nova va-
riante do Problema de Steiner tomando como base as caracterı́sticas do Problema da Árvore de
Cobertura de Rotulação Mı́nima Fortemente Generalizada.

3.1. MLSteiner
Linares et al. (2018) definiram uma transformação aplicável a toda instância do PACRM

para o MLSteiner, a qual iremos reintroduzir com a notação deste trabalho a fim de simplificar
as formulações propostas nas próximas seções. Seja G = (V,E, L) o GAR de entrada para o
PACRM, define-se GSteiner = (V ′, V, E′, L′) como um grafo-problema para o MLSteiner, onde
V ′ = V ∪ { se,∀e ∈ E } é a união dos vértices de V com um novo vértice de Steiner para cada
aresta de E; E′ = { (v, se), (w, se) | ∀e = (v, w) ∈ E } é constituı́do pela transformação de cada
aresta de E para outras duas que conectam o vértice de Steiner gerado em V ′ aos vértices originais
v e w; por fim, seja K(e′) = (v, L(e)), e′ = (v, se) ∈ E′, e ∈ E, então L′ = {K(e′) | e′ ∈ E′ }
é o conjunto de rótulos que conjuga o par vértice-cor unicamente, de forma que uma mesma cor
pode estar presente várias vezes no conjunto L′, desde que associada a diferentes vértices, ao passo
que K(e′) é uma função que mapeia arestas de E′ para rótulos de L′.

Figura 3: (a) Um pequeno GAR G como Instância-exemplo para o PACRM, (b) Transformação de G em
uma instância do MLSteiner.

A Figura 3 ilustra a transformação do grafo (a) para uma instância do MLSteiner em (b).
Observa-se que todas as arestas são transformadas em duas arestas de mesma cor, conectando os
vértices originais por meio de um novo vértice de Steiner, representado por circunferências de cor
cinza. Além disto, é possı́vel notar que, embora as cores das arestas permaneçam as mesmas, elas



estão rotuladas junto com o vértice terminal (não-Steiner) que as deu origem. Consequentemente,
as arestas (3, s1,3) e (3, s2,3) possuem estritamente o mesmo rótulo, diferentemente de (3, s1,3) e
(1, s1,3) que, embora possuam a mesma cor na figura, possuem estritamente rótulos diferentes, isto
é, K((3, s1,3)) = (3, C) 6= K((1, s1,3)) = (1, C).

3.2. SGMLSteiner
Adicionalmente, propomos um algoritmo que visa refinar o grafo de Steiner de entrada e

evidenciar propriedades úteis para o modelo. Para tanto, usamos o Problema da Árvore de Cobertura
de Rotulação Mı́nima Fortemente Generalizada (SGMLST, do inglês Strong Generalized Minimum
Label Spanning Tree Problem), uma variante do MLST proposta por Cerrone et al. (2019) na qual
cada aresta pode possuir um ou mais rótulos tal que, se usada na solução, todos os seus rótulos são
contabilizados. Formalmente, seja um GARG = (V,E,L), V o conjunto de vértices, E o conjunto
de arestas, L o conjunto de rótulos e L(e), e ∈ E, uma função que mapeia cada aresta para um
subconjunto de cores, o SGMLST objetiva encontrar uma árvore T = (V,E′, L′), E′ ⊆ E, L′ ⊆ L,
tal que l ∈ L′, ∀l ∈ L(e), e ∈ E′ e |L′| seja minimizado.

Em seguida, definimos o Problema de Steiner de Rotulação Mı́nima Fortemente Gene-
ralizado (SGMLSteiner) como uma combinação das caracterı́sticas do MLSteiner e do SGMLST.
Formalmente, seja um GAR G = (V,Q,E,L), onde Q ⊆ V , e L(e),∀e ∈ E, é uma função que
mapeia cada aresta para um subconjunto de cores, o objetivo do SGMLSteiner é encontrar um sub-
grafo conexo G′ = (V ′, E′, L′) tal que |L′| seja minimizado, Q esteja inteiramente contido em V ′

e todo rótulo l de cada aresta da solução esteja em L′. Finalmente, utilizaremos o SGMLSteiner
através do Algoritmo 1, que recebe um GAR e retorna a sua transformação G′ = (V ′, V, E′, L′),
que admite um ou mais rótulos para uma mesma aresta.

A transformação proposta pelo Algoritmo pode ser descrita em três casos gerais de tra-
tamento: (i) se um vértice v possui duas ou mais arestas de cor l incidentes, então um vértice de
Steiner é inserido no grafo para agrupá-las; (ii) se houver uma única aresta e o vértice w oposto a
ela também pertencer a este caso, a aresta é mantida com apenas uma cor; do contrário, (iii) a aresta
é atualizada de modo a conter os rótulos conjugados (v, l) e (w, l). Na Figura 4, ambos os vértices
2 e 3 correspondem ao segundo caso em relação ao rótulo A. Em relação ao rótulo C, os vértices
1, 4 e 5 referem-se ao primeiro caso, enquanto 2 e 3 ao terceiro caso. Observa-se, porém, que todo
rótulo do caso (ii) passa a possuir peso 2 na função representação.

Figura 4: (a) Um pequeno GAR como Instância-exemplo para o PACRM, (b) O mesmo grafo representado
pela transformação ao SGMLSteiner proposto.

A Tabela 1 relaciona as duas transformações apresentadas em comparação aos grafos de



Algoritmo 1: refinarGrafo(G = (V,E,L))

1 V ′ ← V, E′ ← E, L′ ← {}
2 Seja K ← {} um mapeamento de E′ para L′

3 Seja Vm ← {} um mapeamento de V ′ para V
4 Para cada v ∈ V faça
5 Vm(v)← v | ∀v ∈ V
6 Para cada ev,w ∈ E′ | ∀w ∈ V ′, ∃ev,w ∈ E′ faça
7 K(ev,w)← { (v, L(ev,w)), (w,L(ev,w)) }

8 Para cada v ∈ V faça
9 Para cada k ∈ L faça

10 Arestaskv ← { ev,w | ∀w ∈ V ′,∃ev,w ∈ E′, (v, k) ∈ K(ev,w)}
11 Se |Arestaskv | ≥ 2 então
12 Seja vst um novo vértice
13 V ′ ← V ′ ∪ {vst}
14 E′ ← E′ ∪ { ev,vst }
15 K(ev,vst)← { (v, k) }
16 Vm(vst)← v

17 Para cada ev,w ∈ Arestaskv faça
18 E′ ← E′ ∪ { evst,w }\{ ev,w }
19 K(evst,w)← { (v, k), (Vm(w), k) }

20 Para cada v, w ∈ V | ∃ev,w ∈ E′, (v, k) ∈ K(ev,w) faça
21 K(ev,w)← { (v, k) }
22 L′ = {K(e′) | e′ ∈ E′ }
23 retorne GSGMLSteiner = (V ′, V, E′, L′)

entrada. Para isso, GARs gerados de forma aleatória por Cerulli et al. (2005) foram utilizados. Cada
linha representa a média de um grupo de 30 instâncias para cada |L| = {20, 30, 40, 50}. As colunas
estão divididas em Entrada, MLSteiner e SGMLSteiner, que representam, respectivamente,
o grafo original de entrada adaptado ao PACRM e as transformações propostas. Essas se dividem
em |V ′|, |E′| e |L′|, sendo, respectivamente, o número de vértices (Terminais e não Terminais),
arestas e, por fim, o número absoluto dos pares vértices-rótulos conjugados presentes nas arestas.
Ademais, convém ressaltar que as colunas deEntrada possuem correspondência direta ao tamanho
das variáveis do modelo EDGE, apresentado na Seção 2.

Tabela 1: Comparação entre as representações de grafos propostas para |L| ∈ {20, 30, 40, 50}

Inst. Entrada MLSteiner SGMLSteiner
|L| |V ′| |E′| |L′| |V ′| |E′| |L′| |V ′| |E′| |L′|
20 20.0 95.00 145.87 115.00 190.00 145.87 56.70 131.70 129.72
30 30.0 217.33 328.70 247.33 434.67 328.70 114.93 302.27 294.15
40 40.0 390.00 586.10 430.00 780.00 586.10 196.20 546.20 524.63
50 50.0 612.33 917.10 662.33 1224.67 917.10 293.40 855.73 823.13



Devido a transformação de cada aresta em outras duas, pode-se observar no MLSteiner
um aumento de 2 vezes no número de arestas e de 5 a 13 vezes no número de vértices em compa-
ração com o grafo de Entrada, permanecendo igual apenas o conjunto de rótulos. Por sua vez, o
SGMLSteiner apresentou um aumento entre 3 a 6 vezes no número de vértices e, em média, 39%
no número de arestas em comparação com Entrada, porém com uma redução de 11% em média
no número de rótulos devido ao tratamento do segundo caso do Algoritmo 1.

4. Formulações Matemáticas
Nesta seção, são apresentados os modelos matemáticos propostos neste trabalho, assim

como novas desigualdades válidas e algoritmos de branch-and-cut para resolução dos modelos.

4.1. Modelo PACRM-MLSteiner
O modelo de programação linear inteira apresentado a seguir constitui-se de um aprimo-

ramento do modelo proposto por Silva (2018) para o MLSteiner e usa um conjunto exponencial de
cortes que garantem a conectividade da solução. Seja GSteiner = (V ′, V, E′, L′) o grafo de Steiner
obtido pela transformação descrita na Seção 3, zvl ,∀(v, l) ∈ L′ uma variável que assume valor 1 se
e somente se o rótulo (v, l) está presente na solução. O modelo PACRM-MLSteiner é descrito por:

Minimize− |V |+
∑

(v,l)∈L′

zvl (6)

s.t.
∑

(v,l)∈K(T )

zvl ≥ 1, ∀T ⊂ V ′, T ∩ V 6= ∅, T ∩ V 6= V, (7)

zvl ∈ {0, 1}, ∀(v, l) ∈ L′. (8)

A função objetivo (6) é a função representação Rt, isto é, o custo dos rótulos na solução;
o conjunto de restrições (7) assegura a conectividade, sendo K(T ) o conjunto de cores incidentes
no corte δ(T ), e (8) define o domı́nio das variáveis de decisão.

Ressalta-se ainda que uma solução para o modelo PACRM-MLSteiner pode ser uma
árvore, ou mesmo um grafo com 1 ou mais ciclos, devido a ausência de restrições de proibição
de ciclos. Ainda assim, essas constituem-se soluções ótimas válidas para o PACRM, pois basta
que, para todo ciclo da solução, remova-se qualquer aresta deste até que se obtenha uma árvore de
mesmo custo do grafo-solução.

4.2. Desigualdades Válidas
Esta seção descreve algumas desigualdades inerentes à natureza do PACRM, as quais,

apesar da garantia de otimalidade do modelo PACRM-MLSteiner, apresentam considerável impacto
na performance do método. SejaC(v, l) = {(w, l) ∈ L′ | ∀w ∈ V ′,∃el = (v, w) ∈ E} uma função
que mapeia cada rótulo (v, l) para seus rótulos vizinhos (w, l), a expressão (9) diz que se há um
rótulo l de um vértice v presente na solução, então há pelo menos um outro rótulo l nos vértices
adjacentes a v também presente na solução, tal que esses dois ou mais vértices estão conectados por
arestas desta cor. ∑

(w,l)∈C(v,l)

zwl ≥ zvl , ∀(v, l) ∈ L′, (9)

Em seguida, introduziremos no modelo um conjunto de restrições e variáveis correspon-
dentes a arestas, cujo objetivo é acelerar a convergência do resolvedor para soluções que se asse-
melhem a uma árvore. Para simplificar a notação, note que as seguintes formulações utilizam o



conjunto E, estando, portanto, desassociadas a sua respectiva representação no grafo de Steiner
obtido pelas transformações da Seção 3.

A expressão (10) diz que uma solução válida para o problema deve possuir exatamente
|V | − 1 arestas; enquanto (11) associa cada aresta a seus respectivos rótulos no modelo, tal que se a
aresta está presente no corte, os rótulos também devem estar; e (12) define o domı́nio das variáveis.

∑
e∈E

xe = |V | − 1, (10)

zvL(e) ≥ xe, ∀v ∈W (e), e ∈ E, (11)

xe ∈ {0, 1}, ∀e ∈ E (12)

Atenta-se, novamente, que o modelo não proı́be a ocorrência de ciclos, mesmo com a
inclusão destas desigualdades, e que nesses casos, é possı́vel que as variáveis x assumam, isola-
damente, valores que não representem uma solução válida e ótima para o problema. Entretanto,
ressalva-se que, mesmo diante destas ocorrências, os valores das variáveis z são suficientes para
obter a representação de uma solução válida.

4.3. Algoritmo de branch-and-cut
Devido a quantidade exponencial de restrições da expressão (7), optou-se por inseri-las

dinamicamente durante a resolução do modelo. Dessa forma, as restrições são inicialmente relaxa-
das e, para cada solução inteira encontrada durante o processo de branch-and-bound, verifica-se se
estão violadas e insere-as da seguinte forma:

Seja (z̄) uma solução inteira encontrada durante a otimização, definimos que uma aresta
el = (v, w) ∈ E′ está presente na solução se e somente se z̄vl = z̄wl = 1. Dessa forma, aplica-se
um algoritmo de busca em largura até que se obtenha uma floresta F que contenha todos os vértices
de G. Em seguida, para cada árvore T ∈ F que contenha pelo menos um e no máximo |V | − 1
vértices de V , obtemos e inserimos no corte as arestas que conectam T a outras árvores, isto é,
el = (v, w) ∈ E′, tal que z̄vl + z̄wl ≤ 1, para dois vértices v e w, de forma que apenas um deles
esteja em T. Formalmente:

∑
(v,l)∈K(T )

zvl ≥ 1, ∀T ∈ F, T ∩ V 6= ∅, T ∩ V 6= V, (13)

e K(T ) = { (v, l) ∈ L′ | ∀v, w ∈ V ′, ∃el = (v, w) ∈ E, z̄vl = 0, |{v, w} ∩ T | = 1 }.
5. Experimentos computacionais

Os métodos estudados neste trabalho foram desenvolvidos em linguagem C++, utilizando
o compilador g++ versão 5.4.0 (opção de compilação -O2), com o auxı́lio do resolvedor matemático
CPLEX versão 12.9 para os métodos exatos. Os experimentos computacionais foram executados
em um computador com processador Intel Xeon E5-2650 v4 (64 bits) com 12 núcleos de 2,20 GHz,
além de 128 GB de RAM e executando o sistema operacional Ubuntu Linux 16.04. Os experimentos
foram realizados com 1 thread e tempo limite de uma hora.

Para os experimentos realizados, GARs gerados de forma aleatória por Cerulli et al.
(2005) foram utilizados. Para cada n = |V | = {20, 30, 40, 50}, as instâncias possuem 30 grafos-
problema, que são divididos em 3 grupos definidos pelos valores de d = {ld = 20%;md =
50%;hd = 80%}, representando a densidade do grafo. Cada grupo possui 10 instâncias distintas
de mesma dimensão, totalizando 120 grafos-problema utilizados nos experimentos computacionais.



Implementamos e comparamos 3 modelos matemáticos e suas estratégias de branch-and-
cut. O primeiro modelo foi proposto por Silva (2018), aqui intitulado EDGE, os outros dois são
modelos baseados em cortes coloridos para o problema MLSteiner, proposto na Seção 4, que rece-
bem os grafos de entrada do PACRM reduzidos para o problema MLSteiner. Estas reduções estão
descritas na Seção 3 e dão nome as estratégias analisadas MLSteiner e SGMLSteiner.

A Tabela 2 apresenta a comparação dos modelos para os conjuntos de vértices de tama-
nho |V | = {20, 30, 40, 50}. O conjunto de colunas Inst. descreve as caracterı́sticas das instâncias
testadas, onde d representa a densidade do grafo. Cada linha descreve resultados médios de 10
instâncias que possuem os mesmos parâmetros |V | e d. Os conjuntos de colunas EDGE, MLSteiner
e SGMLSteiner representam os resultados de cada modelo. Estes conjuntos são divididos em: #
que representa o número de instâncias resolvidas na otimalidade pelo modelo; t(s) que indica o
tempo computacional médio, em segundos, das 10 instâncias; lb e ub que representam, respecti-
vamente, o valor médio do lower bound e upper bound obtido pelos modelos; gapr indicando a
porcentagem média da diferença entre a relaxação linear do modelo e seu lb; e, por fim, nodes e
cuts denotam, respectivamente, a quantidade total de nós processados e de cortes dinâmicos apli-
cados durante o processo de B&C.

Podemos observar na Tabela 2 que as estratégias MLSteiner e SGMLSteiner obtiveram,
respectivamente, 11 e 7 soluções ótimas a mais que o EDGE, bem como alcançaram melhores
tempos computacionais médios em 10 de 12 grupos de instâncias. O MLSteiner obteve os melho-
res tempos médios em 50 instâncias de 120, com uma redução média de 13,2% do tempo nestas
instâncias quando comparado ao SGMLSteiner, se mostrando a melhor estratégia para instâncias
com d = {md, hd}. A estratégia SGMLSteiner obteve melhores tempos computacionais em ou-
tras 40 instâncias, reduzindo o tempo médio em apenas 10,6%, apresentando uma melhora em seu
comportamento nas instâncias de baixa densidade e poucos vértices por causa do menor número
de cortes a serem adicionados no grafo devido a diminuição do tamanho do conjunto de rótulos
comparado a MLSteiner e EDGE. Por fim, a estratégia SGMLSteiner não conseguiu resolver na oti-
malidade uma das instâncias do grupo (|V | = 40, d = ld), atingindo o tempo limite de uma hora,
observando sua execução a mesma obtém, em apenas 3 s de execução, o valor de upper bound igual
17, solução ótima da instância, e o valor 16 em seu lower bound, passando o resto da execução em
suas ramificações do branch-and-bound resolvendo 479.568 nós sem conseguir fechar a solução
final.

6. Considerações finais e proposta de trabalhos futuros
Neste trabalho, abordamos o Problema da Árvore de Cobertura com Representação Mı́ni-

ma (PACRM), neste, objetiva-se encontrar uma árvore de cobertura que minimize as cores represen-
tadas em cada vértice, tendo este problema aplicações na área de projetos de redes de computadores.

Propomos um modelo de programação linear inteira baseado em cortes coloridos para o
Problema de Steiner de Rotulação Mı́nima, sendo assim, duas transformações polinomiais, intitula-
das MLSteiner e SGMLSteiner, de grafos-problema do PACRM foram apresentadas, de forma que a
solução do modelo constrói uma solução para o PACRM. Estas duas estratégias foram comparadas,
sendo o MLSteiner mais eficiente para instâncias com densidade de arestas d = {md, hd}. Já a
estratégia SGMLSteiner foi mais eficiente para instâncias de menor densidade com d = ld.

Como planejamento de trabalhos futuros, pretendemos construir para métodos exatos uma
estratégia de Geração de Colunas que utilize no modelo mestre o conceito de componente maximal
monocromática conexa em suas colunas.
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