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RESUMO .
Este trabalho apresenta um algoritmo exato para o SSCFLP - Problema de Localizagao

de Instalacdes Capacitado com Unica Fonte. O algoritmo é desenvolvido em duas etapas. A pri-
meira utiliza planos de corte para fortalecimento da formulagao e fixacdo das varidveis, de modo a
reduzir substancialmente o tamanho do problema, e a segunda etapa aplica BCP no VRPSolver, um
solver genérico para problemas de roteamento e demais problemas com estrutura semelhante. No
modelo criado no VRPSolver, as restricdes de capacidade sdo modeladas como recursos em grafos,
permitindo que os subproblemas de pricing sejam resolvidos como Problemas de Caminho mais
Curto Restringido por Recursos-RCSPs. Os resultados computacionais mostram o grande potencial
em desenvolvimento deste algoritmo em comparacdo com o estado-da-arte, apresentando baixos
gaps entre o limite inferior e a solu¢do 6tima e tendo um desempenho muito superior em algumas
instancias consideradas dificeis até o momento.

PALAVRAS CHAVE. Localizacao de instalacoes capacitado. Programaciao inteira. Algo-
ritmo.

Tépicos (Otimizacio Combinatéria, Programacao Matematica, Logistica)

: ABSTRACT . : o :
This paper presents an exact algorithm for the single-source capacitated facility location

problem - SSCFLP. The algorithm consists in two phases. The first phase uses cutting planes and
variable fixing to strengthens the formulation , in order to substantially reduce the problem size,
and the second phase applies a BCP framework on VRPSolver, a generic solver for vehicle routing
and other related problems. In VRPSolver model, capacity constraints are modeled like resources
on graphs, allowing pricing subproblems be solved through Resource Constrained Shortest Path
Problems - RCSPs. The computational results shows the great potential of this algorithm comparing
to state-of-art specific-problem algorithm, with very small gaps between the lower bound and the
optimal solution and exhibiting a better performance on hard instances that have been considered
so far.
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1. Introducao

O problema de Localizacdo de Instalacdes Capacitado com Unica Fonte - ou SSCFLP
(Single-source Capacitated Facility Location Problem )- é o problema cujo objetivo ¢ abrir de um
conjunto de instala¢des as quais sdo atribuidas clientes, respeitando as capacidades das instala¢des
enquanto minimiza o custo total de atribuicdo e abertura. A diferenca entre este problema e o Pro-
blema de Localizacao de Instalacdes Capacitado - ou CFLP(Capacitated Facility Location Problem)
- € que a demanda de cada cliente deve ser suprida a partir de uma unica instalacdo. O problema,
entdo, torna-se mais complexo em sua resolugao se comparado com o CFLP e, de fato, € conhecido
que o SSCFLP ¢ fortemente NP-dificil, sendo provado em Karp [1972] que ele € reduzido polino-
mialmente ao problema de cobertura por nés. Assim, a maior parte das pesquisas tem se restringido
a abordagens heuristicas para a solucdo do problema.

Como € conhecido que o limite inferior da relaxagdo do problema é fraco, a maioria
das abordagens sobre o problema utiliza relaxac@o lagrangeana sobre um conjunto de restricdes,
seja sobre as restrigdes de capacidade ou de demanda. Gadegaard et al. [2017] apresenta algu-
mas consideracdes sobre trabalhos que utilizam heuristicas baseadas nesta abordagem. Devido ao
nimero de varidveis inteiras existentes nos modelos deste problema, menor aten¢do é dada a abor-
dagens exatas para a solucao do problema.

Dentre as principais abordagens exatas, Holmberg et al. [1999] relaxou as restrigdes de
demanda através de uma abordagem Langrangeana para a obtencdo de limites inferiores para o
problema, enquanto os limites superiores sdo encontrados através de uma heuristica de matching
repetida. Ambos os limites sdo utilizados em um algoritmo branch-and-bound para encontrar a
solugdo 6tima do problema. Ceselli e Righini [2005] consideram o problema p-mediana capacitado,
o qual é proximamente relacionado ao SSCFLP; enquanto o ultimo considera custos fixos para
instalacdes, o primeiro considera que o nimero de abertura destas nao pode exceder a p. O algoritmo
branch-and-cut proposto pelos autores é baseado numa formulagdo do problema de cobertura por
conjuntos.Yang et al. [2012] utilizou um algoritmo de plano de corte baseado na separacdo exata
da mochila para fortalecer a formulacdo do SSCFLP e, em seguida, aplicar cut-and-solve para
resolver o problema na otimalidade. Gadegaard et al. [2017] prop6s um algoritmo baseado em
trés fases, sendo a primeira o fortalecimento da formulacdo para melhorar os limites inferiores da
relaxacdo linear e, na segunda fase utiliza uma heuristica de branching local que explora os dois
niveis de decisdo - localizag@o e alocacio - para chegar a uma solucao inicial proxima da étima. A
terceira etapa utiliza uma estrutura cut-and-solve para resolver o problema na otimalidade. Os dois
ultimos trabalhos citados ilustram uma tendéncia no desenvolvimento dos algoritmos relacionados
ao SSCFLP, isto €, o uso de métodos para o fortalecimento dos limites inferiores do problema.
Além dos j4 citados, cortes baseados na separacdo da mochila utilizando desigualdades de cobertura
elevada como em Kaparis e Letchford [2010] e separacdo exata Boyd [1993] sdo implementados.

Este trabalho propde um algoritmo para o SSCFLP dividido em duas etapas. A primeira
insere cortes propostos em Gadegaard et al. [2017] utilizando a implementacdo proposta em Avella
et al. [2010] na relaxacdo linear com o objetivo de melhorar o limite inferior da solugdo para que
as variaveis sejam fixadas a partir da avaliacdo de seus valores duais. Assim, aquelas que nio
fazem parte da solucdo final sdo, tanto quanto possivel, retiradas do programa inteiro, reduzindo
substancialmente o tamanho do problema. A segunda etapa resolve o problema de maneira exata
através de um algoritmo branch-and-cut-and-price pelo VRPSolver, um solver exato genérico para
problemas de roteamento e demais problemas de estrutura semelhante. O solver trata o conjunto
das restri¢des de capacidade do SSCFLP como problemas de caminho mais curto restringido por
recursos - RCSP - ou seja, as capacidades das instalacdes e demandas dos clientes sdo modeladas
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como recursos em grafos, e as solucdes definem a envoltdria convexa das restricdes de capacidade.
O algoritmo € testado para o grupo de instancias desenvolvido por Gadegaard et al. [2017] para
avaliar o desempenho do algoritmo em um grupo de instancias considerado dificil, uma vez que
possui ainda instincias em aberto.

O artigo € organizado da seguinte maneira: a se¢do 2 apresenta a formulagao matematica
para o problema SSCFLP. A secdo 3 trata cada uma das etapas do algoritmo e a 4 apresenta os
resultados fazendo uma comparagdo com o algoritmo estado-da-arte especifico para o problema. A
ultima secao apresenta as conclusdes deste trabalho e as dire¢des futuras de pesquisa.

2. Formulaciao do Problema

Seja F', |[F| = m o conjunto de potenciais locais de instalagdes para atendimento de
clientes e C, |C| = n o conjunto de clientes a serem atendidos. Cada instalagdo ¢ € F' possui
capacidades s; > 0 e cada cliente possui demanda d; > 0 para j € C. Para cada instalacdo, o custo
fixo de abertura associado a ela é f; > 0. J4 o custo de associar o cliente j a instalagdo i € c;; > 0.
Seja y; a varidvel bindria cujo valor é igual a 1 se a instalagdo é aberta e 0, caso contrario. Seja
x;; a varidvel bindria cujo valor € igual a 1 caso o cliente j seja associado a instalagdo 7 e 0, caso
contrdrio. O problema pode ser entdo formulado como um problema de programacao inteira, como

a seguir:
Min > > cijrii+ > fiyi (1a)
i€F jeC icF
S.a. >ooxiy =1, Vjel (1b)
EF
Z dj.%’ij < 85 Vi e F (1c)
jeC
> siyi > D (1d)
i€EF
Oga:ij,yigl, Vie F.VjeC (le)
Zij,yt € 0,1, Vie F.VjeC (1£)

A fungdo objetivo (1a) minimiza os custos totais associados a abertura das instalagdes
e a atribuicdo dos clientes. O segundo conjunto de restricdes (1b) - de demanda - garantem que
todo cliente deve ser atribuido a uma instalacio. As restricdes de capacidade (1c) garantem que as
capacidades das instalacdes sejam respeitadas, enquanto a restricdo de demanda total (1d) aparece
aqui, embora de maneira redundante, para fortalecer o limite inferior da relaxacdo linear, como sera
visto na metodologia deste trabalho. Os tltimos dois conjuntos de restri¢des, (1e) e (1f), referem-
se, respectivamente, as varidveis em sua forma relaxada e ao valor que assumem ao considerar a
formulacdo do programa inteiro.

3. Metodologia

O algoritmo para o problema do SSCFLP desenvolvido neste trabalho é dividido em duas
etapas. A primeira consiste basicamente em um algoritmo de plano de corte como aquele desen-
volvido em Gadegaard et al. [2017]. Os cortes sdo implementados para fortalecer a formulacdo do
problema de modo a obter limites inferiores melhores, reduzindo assim o tempo para a busca da
solugdo Gtima inteira. A partir do resultado da relaxacdo, as varidveis sdo fixadas a partir de um
critério de avaliagdo de seus valores duais. As varidveis nao fixadas sdo inseridas no programa in-
teiro na segunda etapa, a qual aplica um algoritmo branch-and-cut-and-price (BCP) no VRPSolver
para alcancar a otimalidade. Cada uma das etapas é apresentada a seguir.
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3.1. Fase 1: Planos de Corte no LP e Fixacdo de Variaveis

E conhecido que a relaxacdo do problema SSCFLP é normalmente fraca, fornecendo
valores para os limites inferiores com gaps razoavelmente grandes para a busca de uma solucdo
6tima. Uma forma de fortalecer a formulagdo € a utilizacdo de cortes no modelo que busquem a
aproximacdo do envoltério convexo de pelo menos um conjunto de restricdes da formulagdo. Neste
artigo busca-se aproximar o envoltério convexo das solugdes inteiras para as restricdes de capaci-
dade (1c) e a restricdo de demanda total (1d). Esses cortes caracterizam as facetas das estruturas
de mochila que surgem das restricdes de capacidade e sua demonstracdo encontra-se no trabalho de
Gadegaard et al. [2017]. As defini¢des seguintes sdo importantes para o entendimento do teorema
que define as desigualdades definidoras de facetas para as restricdes de capacidade. Seja

X=zc0,1m:a"z<a
X, = (z,y) €0,1™ +1:a’z < agy,

onde ay > O para k = 0,1, ...,m. Adicionalmente, a; < ag para j = 1,2,...,m. Se al < myé
uma desigualdade valida para X, 71 < moy é desigualdade vilida para Xy. Além disso, como ¢é
facilmente visto que 7737; < mp é definidora de faceta para conv(X), entdo ﬂ:f < moy € definidora de
faceta para conv(X)), implicando que os planos de cortes fortes para conv(X’) serdo também para
conv(Xy). O teorema a seguir enuncia a relagao entre os dois tipos de facetas.

Teorema 1. As desigualdades definidoras de faceta de conv(X,)), diferente das facetas triviais
—rj < 0ey < 1, sdo da forma w1 < myY, onde m > 0 e m, > Oenl < my € faceta defi-
nidora para conv(X).

Demonstragdo. A prova para o Teorema 1 pode ser encontrado em Gadegaard et al. [2017]. O

O que o Teorema 1 afirma é que podem ser encontradas desigualdades definidoras de
facetas para conv(X)) encontrando as desigualdades para conv(X) e fazendo a respectiva tradug@o
dessas desigualdades. Assim, a varidvel de localiza¢do pode ser omitida ao gerar os cortes para
as restricdes de capacidade (1c) e simplesmente multiplicar o lado direito da equacdo obtido pela
variavel y correspondente. Com relagao a restri¢do de demanda total (1d), a modificacdo na geragio
dos cortes ocorre modificando-se o sentido da desigualdade (de > para <) e adequando o novo
formato da restri¢do através da criagdo de uma nova variavel auxiliar z; = 1 — y; para se obter uma
restricdo do tipo mochila em seu formato normal.

Com relacdo a geracdo dos cortes, foi seguida a implementacdo como em Avella et al.
[2010]. Vale aqui ressaltar que foi feita uma ligeira modificacao na forma como sao encontrados os
coeficientes inteiros para as varidveis do corte. Ao invés de usar um MIP, € utilizado o algoritmo de
Euclides para obtengdo do maximo divisor comum para niimeros fraciondrios. Além disso, outro
tratamento feito durante a gerac@o dos cortes € que se a; > ag para qualquer j = 1,2, ..., m, o valor
da varidvel € fixada a zero e o respectivo corte z;; = 0 € inserido no modelo.

A etapa 1 do algoritmo pode ser vista no algoritmo 1. Todas as varidveis do modelo cujo
valor dual exceda a diferenca entre entre o valor 6timo da solucédo e o valor do limite inferior forne-
cido pela relaxagao sao retiradas do modelo, pois nao possuem o potencial de melhorar a solucao,
logo sdo fixadas a zero. A demais varidveis ndo fixadas sdo inseridas no modelo do VRPSolver.
Esta segunda etapa € apresentada a seguir.
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Algoritmo 1 Insercdo de Cortes e Fixacdo de Varidveis

1: Resolve o LP e obtém os valores de entrada (x,y) e o valor da solugdo 6tima Z*;
2: Parai=1, ..., m;

2.1: Recebe os pardmetros de entrada para o corte (os valores de x, os coeficientes a; das
varidveis, o rhs e pardmetros numéricos de separacio);
2.2: Separa x; de conv({x; € {0,1}" : > djz; < s;}) através do processo de separagdo
jec
como em Avella et al. [2010]. Se a desigualdade resultante é violada por z;, adiciona o

corte mx < mOY;;

2.3: Se o valor do coeficiente a; da variavel x; na entrada for maior que o rhs da restrigao,
adiciona o corte na forma x;; = 0;
3: Separa y de conv({y € {0,1}I]| : 3 s;4; > D}) através do processo de separacio como em
- ieF
Avella et al. [2010]. Se a desigualdade resultante € violada por y, adiciona o corte 7y < 7.
4: Se ndo houverem mais cortes a serem inseridos em 1.2 e em 2, retorna(x, y) e vai para o passo
5. Caso contrdrio, vai para o passo 0.

5: Obtém os valores duais das varidveis y; da solucdo para¢ = 1,...,m;sey;,, ., > Z* —7Z" fixa
a variavel a O;
6: Obtém os valores duais das varidveis z;; da solu¢do parai = 1,...,m, 7 = 1,...,n; se

Tijuwar > £ — 2" fixa a varidvel a 0;
7: Retorna as varidveis x e y ndo fixadas e todos os cortes para inser¢do na etapa 2.

3.2. Fase 2: Resolucao Exata Usando o VrpSolver

A segunda etapa do algoritmo consiste em resolver o modelo gerado na etapa 1, apds a
fixacdo das varidveis, através de Branch-and-Cut-and-Price (BCP) no VRPSolver. O VRPSolver ¢é
um solver MIP genérico para problemas de roteamento de veiculos e outros problemas relacionados
cuja modelagem do problema apresenta varidveis associadas a caminhos restringidos por recursos
sobre grafos orientados (ndo necessariamente simples) definidos pelo usuédrio.Como o nimero de
varidveis geralmente € enorme, o pricing geralmente é resolvido dinamicamente através de resource
constrained shortest path problems - RCSP. O VRPSolver permite, através de parametrizacio, a
utilizacdo de vérios elementos avangados de BCP, tais como: R1C (rank-1 cuts) de memoria li-
mitada, enumeracio e strong branching, por exemplo. Extensivos resultados computacionais tém
mostrado que os modelos construidos para o VRPSolver t€ém um desempenho muito robusto, sendo
frequentemente superior aos algoritmos exatos existentes para as instancias mais dificeis. Esta secdo
apresenta o modelo do SSCFLP para o VRPSolver. Os elementos utilizados sdo elencados aqui em
uma breve explicacdo. Aos leitores interessados, o trabalho de Pessoa et al. [2019] apresenta todos
os recursos disponiveis em detalhes.

3.2.1. Grafos para Geracao de Caminhos

O VRPSolver gera varidaveis mapeadas sobre caminhos em grafos que s@o previamente
definidos pelo usudrio. Podem ser definidos um ou mais grafos dependendo do modelo. Assim,
GF = (V¥ A¥)VE € k é o conjunto de todos os grafos do problema, sendo k& = 1 a situagio em
que apenas um grafo é definido. Para cada grafo k sdo definidos 1) vértices vspurce € Usink que
definem o inicio e final do caminho percorrido no grafo, 2) o conjunto R de recursos. Para cada
r€ Rea € A, gy, ¢ 0oconsumo do recurso r no arco a, € [y, Ug,r| 0 seu consumo acumulado.
Um caminho em G p = (v cc = V0,a1,0V1, .-+, Qn_1,Vn_1,0n, Uy = vfmk) ¢ restringido por
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recursos se, para todo r € R o consumo acumulado do recurso Sf , havisita j, 0 < j < n, onde

S, =0e Sfr = maz{l], ;, Sffl » + Ga,r} nd0 excede ug, . Assim, P" ¢ conjunto de todos
possiveis caminhos no grafo i é P = Upc P* . Paratodo a € Aep € P, hl é o nimero de vezes

que o arco a aparece no caminho p.

3.2.2. Formulac¢ao e Mapping

O modelo pode ser definido pelo usudrio como a seguir.Sejam as varidveis x;, 1 < j < ny
e ys, 1 < s < ng. As primeiras 11  varidveis i y sdo inteiras. As equagdes (2a) e (2b) definem,
respectivamente, a func@o objetivo e m restrigdes sobre as varidveis. Para cada varidvel zj, 1 < j <
ni, M(xz;) C A define o seu mapping dentro de um subconjunto nao vazio dos arcos. Ressalta-se
aqui que o mesmo arco pode ser mapeado para mais que uma variavel x;. Define-se M ~1(a) como
{jl1 <j < ni;a € M(xz;)}. Como nem todos os arcos necessitam pertencer a algum mapping,
alguns conjuntos M ~! podem ser vazios. Para cada caminho p € P, seja )\, uma varidvel inteira
ndo negativa; o coeficiente hl indica quantas vezes a aparece em p. A relac ciio entre as varidveis
e \ é dada por (2¢). Paracada k € K, L* e U* sdo dados limites inferior e superior em relagio ao
nimero de caminhos na solugao.

ni no
Min Yocixi+ > fsys (2a)
j=1 s=1
ni na '
S.t. Z al]:EJ + Z Bisys 2 dia 1= 1; c.e, MM, (2b)
j=1 s=1
Tj = Z E E hg )‘p> jzl"'vnla (20)
k€K pePk \a€M/(z;)
F< Y A < UK, ke K, (2d)
pEPk
Ap € Ly, pE P, (2e)
z; €N,y €N j=1...,n1,s=1,...,n9. (2f)

Se as varidveis z foram eliminadas e as restrigdes de integralidade forem relaxadas, o PL
seguinte é obtido:

Min I NI AT zl Fobs (3a)

keK pepPk \j=1 acM(j)

ni n2
S.t. Z Z Z (0771 Z hg )\p + Z 5isys > dia 1= 17 c.e, M, (3b)
keK pepPk \ j=1 aceM(x;) s=1

LF< Y N, <Uk ke K, (3¢)
pePk
Ap >0, pEP. (3d)

O problema mestre € (3) resolvido por geragao de colunas. Seja 7;, 1 < 7 < m, as varidveis duais
das restricdes (3b), y_]ﬁ and V¥, k € K, as duais das restrigdes (3c). O custo reduzido de um arco

a€ Aé
m
Cq = E cj — E E QTG

jeM—l(a) =l jeM1(a)
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O custo reduzido de um caminho p = (vg, a1, v1, ..., 0y _1,Vn_1,an, v,) € PF é:
n
= = k k
é(p) = g Ca; — Vi — V.
J=1

Entio, os subproblemas de pricing correspondem a encontrar para cada k € K, um caminho p € P*
com minimo custo reduzido.

3.2.3. Packing Sets
Seja B C 24 uma colecio de subconjuntos mutuamente disjuntos de A tal que as restricoes:

> > A, <1, BeB, )

a€B peP

sdo satisfeitas por pelo menos uma solugdo 6tima (x*, y*, A*) da formulagdo (2). Assim, B define
uma colecdo de packing sets. Um packing set pode conter arcos de grafos diferentes e nem todos os
arcos em A necessitam pertencer a algum packing set. A definicdo de um B é parte da modelagem,
sendo definida pelo usudrio. Para a modelagem do SSCFLP, os packing sets sdo definidos para cada
cliente j € C.

3.2.4. Branching

O branching sobre as varidveis y e x € simples e nio muda a estrutura do subproblema
de pricing. O usudrio define sobre qual das varidveis o branching é considerado prioritario. Para
o SSCFLP, que possui as varidveis y de alocacdo e = de localizagdo, a experiéncia mostra que
priorizar o branching sobre as varidveis y é mais efetivo. Assim, o branching € feito sobre as
variaveis x somente se nao houverem mais varidveis y a serem analisadas.

3.2.5. Enumeracao

Consiste em tentar enumerar em uma tabela todos os caminhos em um certo conjunto P*
que t&m potencial de serem parte de uma solucdo melhor. Depois que a enumeracio é feita, o sub-
problema de pricing k pode ser solucionado por inspe¢do, economizando tempo. Se a enumeragio
ocorreu para todos os £k € K e o nimero de caminhos é razodvel, o problema inteiro pode ser
finalizado por um solver MIP. Neste contexto, a enumeragdo ocorre dinamicamente enquanto o
VRPSolver processa o modelo.

3.2.6. Rank-1 Cuts

O VRPSolver generaliza o conceito de rank-1 cuts, que s@o cortes potencialmente fortes,
mas cuja inser¢do no modelo torna o pricing mais dificil. A técnica de memoria limitada ajuda a
mitigar os efeitos negativos da adig@o de tais cortes. Neste trabalho os R1C sao utilizados dinami-

camente e adicionalmente aos cortes previamente inseridos no modelo que foram gerados na etapa
1.

3.2.7. O Modelo VRPSolver para o SSCFLP

Dados os conceitos apresentados nas se¢des anteriores, o modelo VRPSolver para o pro-
blema do SSCFLP ¢ apresentado a seguir.
Dados: Conjunto C' de clientes; conjunto £’ de instalagdes; subconjunto X C F' das instalagdes nédo
fixadas; subconjuntos C;, C C'parak = 1,...,|K]|, dos clientes que sdo atribuidos a cada instalagéo
do subconjunto K; capacidade da instalagdo s, k € K; demanda do cliente d;, j € C'; custos fixos
de abertura das instalagdes fi, k € K; custo de atribui¢o cliente-instalacdo c;z eF,jeC.
Objetivo: Encontrar uma atribuicio de clientes a instalagdes tal que a capacidade total da instalagdo
ndo seja excedida, minimizando o custo total de atribuic@o e abertura de instalacdes.
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Modelo: Grafo G¥ = (V* AF) para cada instalagio k € K, VF = {véc cj=0,...,|C]
k k k kY ok k kY . s / k kook k
AF = {a,j+ = ('Uj_l, Uj), a;_ = (’Uj_l,vj) j=1,..., ‘Ck }’ Usource = V0> Usink = U|C’,’c|‘

R =RM = {1} Qat, 1 = dg‘?,qa?_J = 0,5 € C; [lye 1, uye ] = [0,54], ¢ € T'U {0} Varidveis

bindrias x;?, j € C,k e K. A formulagio fica:

2

Min > > ciak+ 3 fruw (52)
JEC) kEK keK
S.t. > k=1, jeC; (5b)
keK

LF =0,U% =1,k € K, M(xé“) = {aéﬁr},j € Ck e K. B= Ujec{{a§+ : k€ K}
O branching ¢é realizado sobre as varidveis y e x, nesta ordem de prioridade. Os cortes gerados
na etapa 1 do algoritmo, bem como as restricdes de integralidade, sao inseridas no modelo como
restri¢cOes adicionais. A figura 3.2.7 apresenta o grafo gerado no modelo para o problema de pricing.

k k k

e A A B Vi1 G Vg
k k k k
ak_ ak af_ ey |-

Figura 1: Grafo modelo para o SSCFLP. Os RCSPs correspondem a solu¢des da mochila bindria.

4. Experimentos Computacionais

Nesta secdo, a eficiéncia do algoritmo desenvolvido neste trabalho € testada através de
uma andlise dos resultados obtidos em um conjunto de instincias criado no trabalho de Gadegaard
et al. [2017] e da comparacdo com o algoritmo dele, o qual serd aqui chamado de Alg — G. A
implementacdo deste algoritmo foi realizada utilizando o solver de programacao linear do ILOG
CPLEX 12.9 (CPLEX) na etapa 1. Todo o cédigo foi implementado em linguagem Julia e os
experimentos foram realizados em um laptop Samsung 270E com 4GB RAM e um processador
Intel Core i7-4510U 2.00GHz rodando uma versao 64 bit do Ubuntu 19.04.

O conjunto de testes utilizado é composto por 45 instincias que variam de 50 a 60
instalacdes e 100 a 300 clientes. Embora numericamente possa ser um conjunto de instancias
com tamanho inferior aquelas encontradas em Yang et al. [2012], onde as instancias chegam a 800
clientes, possuem estrutura diferente no que concerne aos custos da matriz de atribuicio cliente-
instalacdo: a razdo entre a capacidade das instalagcGes e os clientes varia de 2 a 5 vezes. O consenso
obtido entre as pesquisas na drea é que quanto menor a razao entre a capacidade total e a demanda
total, maior € o nimero necessario de abertura de instalagdes e maior €, por este motivo, o esforco
computacional para a resolugdo do problema. Isto significa que, do ponto de vista computacional,
essa instancias sdo consideradas dificeis.

Além disso, o conjunto de instincias criado por Gadegaard et al. [2017] € de interesse
neste trabalho uma vez que ha instancias que seu algoritmo ndo foi capaz de resolver na otimalidade
num limite de 50000 segundos. O conjunto - chamado de TB4 - estd disponivel em https://
github.com/SuneGadegaard/SSCFLPsolver. Para melhor entendimento das tabelas que
serdo apresentadas aqui, a descri¢do das abreviaturas encontradas nos cabecalhos sdo apresentadas
na Tabela 1.
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Descrigao das Abreviacdes

ID Identificacdao do Problema
|I|x|J| Numero de Clientes e Instalagdes na instancia
r Taxa entre capacidade e demanda totais

% TE-1 TE-2 O percentual de tempo gasto em cada uma das etapas
do algoritmo

Z,7* Denotam, respectivamente, o limite inferior encon-
trado no no raiz na etapa 2 do algoritmo, e a solugdo
Otima

LB ap (2" ~2)/z

LByupa O valor do gap para o algoritmo estado-da-arte que
estd sendo comparado

CPU Tempo de cpu usado para resolver cada instincia

CPUgq Tempo de cpu usado para resolver cada instancia no

algoritmo estado-da-arte

Tabela 1: Descri¢@o das abreviagdes dos cabecalhos das tabelas

ID |I|x|J|
nl - n5
n6-nl0  |50|x|100|
nll -nl5
nl6 - n20
n21 -n25 |50|z|200|
n26 - n30
n31 - n35
n36 - n40 |60|x|300|
n4l - n45

DN W N W KW=

Tabela 2: Caracteristicas das instancias

4.1. Resultados

A Tabela 1 apresenta os resultados obtidos pelo algoritmo desenvolvido neste trabalho.
Infelizmente, devido ao atual contexto vivido da pandemia, ndo houveram condi¢des para de-
sempenhar os testes em laboratério especifico, o que dificultou a testagem completa do corpo
de instincias. Assim, grande parte das instdncias ndo foi processada devido ao desempenho da
memoria da maquina utilizada para os testes.

No entanto, algumas andlises ja podem ser realizadas com os dados parciais obtidos. O
conjunto TB4 pode ser dividido conforme a Tabela 2 apresentada. A cada 15 instancias o nimero
de clientes ou de potenciais instalagdes € alterado e, dentro deste subconjunto, a razio entre a
capacidade total e a demanda total cresce de 2 a 5 vezes.

Alg — G consome a maior parte do processamento das instdncias com maior tempo de
processamento na fase 3 do algoritmo, que € a fase do cut-and-solve. Basicamente, o cut-and-solve
¢ semelhante ao branch-and-bound, mas com apenas duas direcOes de branching, ou seja, o cut-
and-solve ocorre sobre um conjunto de varidveis e ndo sobre uma varidvel por vez. Os nés a direita
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da arvore de branching sio associados ao problema denso - os quais geram o valor Z associado,
e 0s 2 esquerda sdo associados ao problema esparso, gerando o Z da solucdo em cada iterac cdo.
O processo itera até que possa ser alcancada a otimalidade. De modo a acelerar o processo, os
cortes gerados nas fases anteriores sdo inseridos no problema, mais os piercing cuts, que sao cortes
gerados sobre um conjunto de variveis de localizacdo em cada iteracdo dos problemas denso ou
esparso que geram potencial de melhorar a solucio.

J4 no algoritmo desenvolvido neste trabalho, a etapa 2 utilizou branch-and-cut-and-price
no VRPSolver e, adicionalmente, todos os cortes criados na etapa 1 sdo alocados ao modelo na etapa
2. Durante o processamento, 0 VRPSolver utiliza técnicas como adicionar os rank-1 cuts desde o n6
raiz de maneira a aumentar o limite inferior da solucio e reduzir o tempo de processamento. Além
disso, tenta enumerar em cada grafo criado para as variaveis de localiza¢do néo fixadas os possiveis
caminhos e, dado o tamanho da solucdo, possibilita o cdlculo do pricing por inspecio.

ID Tamanho r Z LByop LByepe Z* %TE1 %TE2 CPU CPU¢

nl 18294 0,00 0,01 18294 46,64 53,36 43,8 616,74
n2 19688 0,00 0,06 19688 40,15 59,85 67,67  3705,52
n3 2 19075 0,00 0,01 19075 48,56 51,44 19,17 192,32
n4 186194 0,00 0,01 18620 44,64 55,35 31,74 92,10
n5 18498,6 0,02 0,02 18502 28,14 71,86 76,42 788,01
n6 16937,3 0,06 0,03 16948 3,64 96,36 569,09 3788,94
n7 15062,1 0,01 0,01 15063 32,34 67,66 6741 32,37
n8 50X100 3 151057 0,01 0,02 15107 10,28 89,72 159,68 170,56
n9 14343,1 0,03 0,02 14347 16,00 84,00 245,26 89,11
nl0 14811,8 0,01 0,03 14813 10,33 89,67 156,31 476,28
nll 12070,7 0,01 0,01 12072 2,66 97,34  1060,24 10,36
nl2 11890.4 0,06 0,03 11898 2,65 97,35 197,78 46,46
nl3 5 111172 0,07 0,00 11125 7,82 92,18 532,68 8,58
nl4 11816,33 0,01 0,01 11817 46,11 53,89 64,63 10,05
nl5 11489 0,00 0,02 11489 57,7 42,3 28,09 8,68
nlé 25986,7 0,09 0,01 25992 1,53 98,46 236238 2267,62
nl7 25866,12  0.01 0,01 25868 - - > 122,87
nl8 2 26929 0,04 0,01 26930 5,46 94,54 64324 869,75
nl9 2595147 0,11 0,11 25980 - - > 14790,36
n20 25326,77 0,26 0,26 25390 - - > 21308.,44
n21 20695.6 0,03 0,02 20701 - - > 1397,86
n22 22019,6 0,006 0,01 22021 3,61 96,39 1370,84 19588,60
n23 50X200 3 20037.5 0,002 0,01 20038 - - > 7,42
n24 - - 0,00 20595 - - > 28,08
n25 - - 0,00 21168 - - > 87,55
n26 - - 0,00 16659 - - > 11,54
n27 - - 0,01 16138 - - > 18,92
n28 5 - - 0,00 17755 - - > 15,37
n29 - - 0,01 15858 - - > 12,08
n30 - - 0,00 16884 - - > 13,68

Tabela 3: Desempenho do Algoritmo nas instancias TB4. Os valores em negrito sdo correspondentes aos
tempos de rodada nas instincias e os gaps em que o algoritmo deste trabalho superou Alg — G. As instincias

em que foi possivel ver o LBy, antes do estouro de memdria estdo com as colunas da tabela preenchidas

Na Tabela 3 est@o disponiveis os principais resultados, em média, dos testes realizados.
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Para as primeiras instancias (nl - n10) um gap extremamente pequeno foi observado. Em alguns
casos ele foi igual a zero, dado que os cortes gerados na primeira etapa fortaleceram o problema e
os rank-1 cuts foram muito efetivos neste caso, bem como a estratégia de fixacdo de varidveis na
etapa 1. Assim, os valores de LB, foram 0,00 neste caso pois o valor final encontrado pelo mestre
na raiz antes de tentar fazer o branching foi igual ao valor da solugao otima.

Os trés subconjuntos nl- n5, n6-n10 e n11-n15, em que todas foram resolvidas, apre-
sentam um comportamento oposto ao desempenho das mesmas em [Gadegaard et al., 2017].A
tendéncia para Alg — G foi aumentar o tempo de rodada a medida em que a razdo entre a capacidade
total e a demanda total diminuiu, seguindo o que tem sido observado nos estudos do SSCFLP até
entdo. Isso porque nestes casos a alocacdo de instalacdes aumentou, aumentando também o tama-
nho do problema esparso para o cut-and-solve. No caso do algoritmo deste trabalho, a média de
tempo das instancias n1-n5 foi muito melhor, inclusive, mais de 20 vezes menor em comparacao a
Alg — G: 47,76s contra 1078,94s. TIsso pode ser atribuido a efetividade dos cortes do VRPSolver
para as instancias com estas particularidades, bem como ao alto desempenho do solver quando o
gap alcanado no nd raiz € baixo. No entanto, a medida em que r aumenta, nota-se um aumento no
L B4, que aumenta substancialmente o tempo de processamento. Dessa forma, deve ser avaliada a
efetividade dos rank-1 cuts em conjungdo a outros elementos, como por exemplo a parametrizacao
da enumeracdo. Outra questdoé que, em instancias maiores por exemplo, os cortes dessa natureza
podem ndo ser tdo efetivos pois aumentam a dificuldade do pricing, sendo importante investigar
outros tipos de cortes que podem ser introduzidos nesta situacdo. A grande vantagem evidenciada
aqui € que, para as instancias consideradas muito dificeis para o desempenho de Alg — G, aquelas
com gap equivalente ou um pouco pior no nosso caso tiveram um desempenho muito superior em
termos de tempo de processamento(ver n-5 e principalmente n-22, por exemplo, em que o tempo de
processamento de n-22 foi 14 vezes menor).

5. Conclusoes
Este trabalho implementou um algoritmo para a resolucao exata do SSCFLP, sendo divi-

dido em 2 etapas: a primeira insere cortes e fixa varidveis para o modelo que é criado no VRPSolver,
e a segunda resolve esse mesmo modelo de maneira exata através de uma estrutura branch-and-cut-
and-price. A principal contribuicdo deste trabalho é comparar o desempenho do estado-da-arte
para algoritmos dedicados ao problema com um solver genérico, e verificar como o algoritmo se
comportou no caso das instancias mais dificeis. Observou-se que o desempenho do algoritmo é
excelente justamente onde o algoritmo comparado possui uma de suas fraquezas. Os gaps foram
relativamente muito baixos nas instancias processadas, e para gaps comparativamente iguais nas
instancias mais dificeis o algoritmo desenvolvido aqui teve um desempenho muito superior.

No entanto, deve ser observado que devido ao estouro de memoria ndo foi possivel verifi-
car o desempenho em termos de tempo de processamento, porém o indicativo é que para estes casos,
o pricing pode ter pesado bastante, comprometendo a memdria. Mais trabalho deve ser realizado
neste sentido. Assim, dire¢des futuras de pesquisa envolvem investigar a determinacdo de novos
possiveis cortes na etapa 1 para melhorar ainda mais a fixacdo das varidveis e o limite inferior da
solucgdo, e avaliar o ganho obtido nos rank-1 cuts com a implementacdo dos grafos para geracio dos
caminhos mais curtos considerando-se uma matriz de distancias entre os clientes, criada a partir da
matriz de custos de atribuigdo.
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