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RESUMO

A metodologia tradicional para selecdo de carteiras € o0 modelo de média-variancia de
Markowitz, que exige gue os retornos dos ativos sejam normalmente distribuidos. No entanto, para
0 caso de carteiras com ativos que possuam retornos ndo gaussianos, como criptomoedas, 0 risco
dessas carteiras é subestimado, resultando em alocag6es ndo Gtimas. Para corrigir esta distorcéo,
propomos o uso da medida de desempenho universal Omega proposta por Keating e Shadwick,
que considera todos os momentos da distribuicdo dos retornos, o que permite a inclusao de ativos
de qualquer natureza e caracteristicas na carteira. Demonstramos analiticamente que a medida
Omega é uma generalizagio da medida de desempenho de Sharpe para ativos com distribuicdes de
retornos de qualquer tipo. Isso indica que a medida Omega é de aplicag&o universal e que o indice
de Sharpe é apenas um caso particular da medida Omega para carteiras de ativos com retornos
gaussianos.

PALAVRAS CHAVE. Medida Omega (Q), Criptomoedas, Analise de Portfélio
Area Principal: GF - Gestdo Financeira, MP - Modelos probabilisticos

ABSTRACT

The model of choice for portfolio selection is the Markowitz mean-variance model,
which assumes that asset returns are normally distributed. However, for portfolios that include
assets that have non-Gaussian returns, such as cryptocurrencies, the risk of these portfolios tend to
be underestimated, resulting in non-optimal allocations. In order to correct this distortion, we
propose the use of the universal performance measure Omega proposed by Keating and Shadwick,
which considers all moments of the distribution of the returns, which allows the inclusion of assets
of any nature and characteristics in the portfolio. We demonstrate analytically that the Omega
measure is a generalization of the Sharpe performance measure for assets with any type of returns.
This indicates that the Omega measure is universally applicable and that the Sharpe index is a
particular case of the Omega measure for portfolios of assets with Gaussian returns.

KEYWORDS. Omega Measure (£2), Cryptocurrency, Portfolio Analysis.

Main Area: GF - Financial Management, MP - Probabilistic Models

GaIOé { Este trabalho foi publicado utilizando o Galea proceedings



JOAO PESSOA

|
‘ 2020
LIl Simpdso Brasileiro de Pesquisa Operacional [/\/ ¢
Jodo Pessoa-PB, 3 a 5 de novembro de 2020 _ /[ SBPU
— = ]

1. Introducéo

O modelo de selecdo de portfolio de [Markowitz 1952] requer, como premissa
fundamental do modelo, que os retornos sobre os ativos sejam normalmente distribuidos. As
criptomoedas, que nos Ultimos anos comecaram a ser utilizadas como ativos de investimento, néo
atendem a essa premissa por apresentarem retornos ndo gaussianos. Como resultado, a metodologia
de Markowitz subestima o risco de carteiras formadas por agdes e criptomoedas.

Para resolver este problema, propomos um método geral para selecdo de portfdlio
baseado na medida de desempenho Omega de [Keating e Shadwick 2002]. Também fornecemos
uma contribuicdo original ao provar analiticamente que a medida Omega € uma generalizagéo do
indice de desempenho de Sharpe, e com esse resultado, um método geral de selecdo de portfolio é
obtido, cobrindo o caso de ativos com retornos gaussianos e ndo gaussianos.

Para ilustrar o uso dessa nova abordagem, analisamos quatro carteiras de investimento
distintas: Uma carteira que consiste em cinco a¢fes do mercado norte-americano tradicional e trés
outras carteiras com adicdo respectivamente de uma, duas e trés criptomoedas a esta primeira
carteira. Foram selecionadas acGes de cinco empresas lideres em seus setores na economia
americana, a saber: Apple (AAPL), Pfizer (PFE), JPMorgan Chase (JPM), Verizon (VZ) e Coca-
Cola (KO), todas pertencentes & Dow Indice de Jones. Foram selecionadas as trés criptomoedas
mais representativas, Bitcoin (BTC), Ethereum (ETH) e Ripple (XRP), por possuirem o maior
valor de mercado e representarem quase 80% da capitalizacdo do mercado de criptomoedas. Os
resultados obtidos indicam que a metodologia baseada na medida Omega é mais realista do que a
metodologia tradicional de Markowitz na captura do maior risco da carteira, permitindo aos
investidores tomar melhores decisdes de alocacéo de ativos.

Este artigo estd organizado da seguinte forma. Apds essa introdugdo é apresentada uma
revisdo da literatura de criptoativos e andlise de carteiras e na segdo trés desenvolvemos a
metodologia proposta nesse trabalho. Na se¢éo quatro é apresentada uma aplicagcdo numérica do
modelo e em seguida sdo expostas as conclusdes.

2. Revisdo da Literatura

O surgimento das criptomoedas, também conhecidos como criptoativos, é relativamente
recente. [Nakamoto 2008] foi o primeiro a desenvolver com sucesso uma moeda totalmente digital
gue chamou de Bitcoin, cujo objetivo era servir como meio de pagamento entre pessoas sem a
necessidade de outros intermediarios. Como resultado dessa popularizagéo, tem havido um grande
interesse por parte de investidores privados e publicos em comprar criptoativos para fins de
investimento, incluindo o financiamento de novos projetos de criptomoeda por meio de uma oferta
inicial de moedas (ICO) [Fisch et al. 2019] devido ao potencial de inovagéo e valorizagdo. Além
de serem um meio de pagamento, estdo sendo desenvolvidos outras aplica¢es, como 0s contratos
inteligentes na rede Ethereum [Ethereum 2020].

A literatura apresenta poucas referéncias bibliograficas dos efeitos da inclusdo de
criptomoedas a carteiras tradicionais formadas por acGes. [Andrianto e Diputra 2017] avaliam
distintos portfélios formados por um conjunto de moedas da Forex com commodities, Exchange
Traded Funds (ETFs) e acfes do mercado americano, aos quais séo incorporadas as criptomoedas
Bitcoin, Ripple e Litecoin. Usando a teoria da média-variancia de [Markowitz 1952] concluem que
a introdugdo de criptomoedas nas carteiras tradicionais melhora o indice de Sharpe e que a
porcentagem destas deveria ficar entre 5% e 20%. [Wong et al. 2018] também incluiram o Bitcoin,
Ripple e Litecoin em diversas carteiras formadas pelo indice S&P500, titulos do governo (bonds)
e ouro. Os autores observaram que o Bitcoin atua melhor como hegde na carteira de S&P500
devido a sua correlacdo negativa com este, entanto que o Litecoin seria um melhor hedge nas
carteiras de titulos e ouro. J& no caso do Ripple, este apresenta pequenas correlagfes positivas com
0s outros ativos, servindo mais com um investimento de diversificacdo do que como hedge da
carteira. Em relacdo a performance, o indice de Sharpe melhora quando os criptoativos estdo
presentes nas carteiras de bonds e ouro, mas ndo na carteira com o S&P500. Por sua vez, [Lee et
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al 2018] incluiram o indice de criptomoedas (CRIX) em um portfélio de ativos tradicionais
formado pelo indice S&P500, Private Equity, Fundos de investimento imobiliario (REITS) e ouro,
e observaram uma consideravel expanséo da fronteira eficiente se comparado ao portfélio formado
somente por ativos tradicionais, sendo que o indice S&P500 e CRIX dominaram a carteira.

[Castro et al. 2020] analisaram carteiras formadas pelo S&P500, NASDAQ Composite,
Ethereum, Ripple e Bitcoin, estando este Gltimo presente em todas as anélises de carteiras formadas
por dois ativos. Os autores concluiram que nas carteiras do Bitcoin com S&P500 e NASDAQ,
deve-se investir uma maior propor¢do nos respectivos indices, apesar de o Bitcoin apresentar um
expressivo retorno. No entanto, quando sdo avaliadas carteiras de pares de criptoativos, ndo se
observa uma clara preferéncia por algum ativo em especial. Por outro lado, utilizam a medida de
performance Omega para otimizar as carteiras, que a diferenca de Markowitz, leva em
consideracdo todos os momentos da distribuicdo de retornos, e ndo s6 a média e a variancia. Por
outro lado, [Matkovskyy et al. 2019] analisam um portfdélio composto pelas 10 a¢des que tiveram
0 pior retorno nos indices S&P600, S&P400 e S&P100, e incluiram nele as 10 criptomoedas com
maior capitalizacdo de mercado. Para tanto, usaram as abordagens de Maximizagéo da Utilidade
Esperada e Utilidade Probabilistica, e concluem que a incluséo de criptomoedas em um portfélio
de agdes com o pior retorno nos trés indices mencionados contribui para melhorar o retorno da
carteira. Uma visao de investidor institucional na pratica é apresentada por [Biatkowski 2020] que
examina a aplicacdo de regras de stop-loss pré-estabelecidas por investidores institucionais, a um
portfélio formado pelas 10 criptomoedas de maior valor de mercado. O autor mostra que dessa
maneira o retorno e a volatilidade das criptomoedas se reduzem aproximadamente a metade, mas
gue nos intervalos de periodos avaliados, em nenhum caso as criptomoedas conseguem permanecer
na carteira até o final do periodo. Assim, se enfatiza a necessidade de criar regras de stop-loss
especificas para criptoativos de forma a aumentar a sua taxa de sobrevivéncia nas carteiras.

Por sua vez, [Symitsia e Chalvatzis 2019] analisam carteiras formadas por moedas, ouro,
petroleo, e indices de imdveis, bonds e a¢des, as quais o Bitcoin € inserido formando assim diversos
tipos de carteiras. Na maior parte dos casos estas carteiras apresentam altos indices de Sharpe, e
que mesmo em proporc¢des pequenas de Bitcoin observa-se uma melhora na performance. Em uma
abordagem de precificacdo de ativos, [Gregoriou 2019] avalia dez carteiras formadas por todas as
acOes da bolsa de Londres (LSE) mais um criptoativo (um distinto em cada carteira). Em todas
essas carteiras ele calcula os retornos empregando os modelos de precificagdo de ativos mais
conhecidos, como 0 CAPM e o0 modelo de Fama-French. O autor conclui que ao incluir um
criptoativo no universo de a¢6es da LSE, se evidencia um impacto positivo nos retornos das acoes.
Dessa forma, se o investidor obtém retornos anormais nas agdes investindo em criptomoedas, isso
explica a especulacgdo e ineficiéncia do mercado de criptomoedas. Por sua parte, [Krueckeberg e
Scholz 2018] analisam carteiras formadas por indices de bolsas, a¢Bes, moedas, bonds,
commodities, imdveis, e as 10 principais criptomoedas, e observam que quase nao existe correlagao
de pregos entre as criptomoedas e 0s outros ativos tradicionais. Por outro lado, notaram que as
criptomoedas possuem uma alta correlacéo entre si, motivo pelo qual melhoram a performance das
carteiras tradicionais embora aumentem também o nivel de risco.

3. Metodologia

Considere um mercado financeiro formado por um ativo de renda fixa, denotado por 75 e
“n” ativos de renda variavel, denotados por {ry,r,,:-,1,}. O ativo de renda fixa tem como
caracteristica, oferecer uma rentabilidade constante e livre de risco. Por sua vez, os ativos de renda
variavel tém como caracteristica, oferecer rentabilidades potencialmente superiores ao ativo de
renda fixa, mas que correm o risco de sofrer variagcbes devido as incertezas do mercado. Por
hip6tese da maximizag&o do retorno do investimento, a preferéncia do investidor sera por carteiras
formadas apenas por ativos de renda variavel. Neste contexto, o problema do investidor consiste
em definir as fragces de investimento, denotados por {w,, w,, -+, wy }, que serdo alocados em cada
uno de estes ativos. Por restricdo orgamentaria do investidor temos que Y,;w; = 1, com i €
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{1,2,---,n}. Opcionalmente, o investidor pode acrescentar a restricdo w; > 0, para evitar operagdes
de vendas a descoberto. [Markowitz 1952] modela os retornos dos ativos de renda varidvel como
variaveis aleatérias com distribuicdo Normal, ou seja, ri~N(yi,ai2), com i € {1,2,---,n}. O
retorno da carteira P formada por estes “n” ativos, denotado por 7, = ¥,; w;7;, também sera outra
variavel aleatoria com distribuicdo Normal, ou seja, 1,~N (1, ag), uma vez que a multiplicacdo
de uma constante (w;) por uma distribuicio Normal e a soma de variaveis aleatérias com
distribui¢es Normais resultam em outra distribuicdo Normal. Sob uma perspectiva geométrica, no
plano (u X @), tem-se um conjunto infinito de pontos. Cada ponto (u, o) representa uma possivel
carteira de investimento. Segundo Markowitz, existe um subconjunto de pontos que representam
carteiras 6timas em termos de risco-retorno, que se posicionam ao longo de uma curva conhecida
como fronteira eficiente. Para selecionar uma carteira em particular posicionada na fronteira
eficiente, é necessario mensurar seu desempenho em termos de risco-retorno [Sharpe 1994]. Este
indice pode ser descrito conforme a equacao (1):

5, = (1

Op

Maximizando o indice de Sharpe, encontra-se a carteiracom o melhor desempenho risco-
retorno (u,,0,) entre as infinitas carteiras posicionadas na fronteira eficiente. Em termos
geometricos esta carteira (uy, o) representa um ponto de tangéncia, entre a fronteira eficiente e
uma linha que passa pelo ponto (7, 0). A maximizagao pode ser determinada pela equagao (2):

max{S,} = i(M) =0 (2)
Ep oy oy

Esta maximizacdo deve ser realizada levando-se em conta a restricdo or¢camentéria do
investidor, ou seja, ,; w; = 1,comi € {1,2,---,n}. Opcionalmente, pode-se acrescentar a restricdo
(w; = 0) para evitar operacGes de vendas a descoberto. Caso se considere a restricdo (w; = 0), a
equacdo anterior ndo ter4d uma solucdo analitica fechada e a solucdo terd que ser calculada
numericamente através de um algoritmo de otimizacao.

A medida Omega, por sua vez, é uma medida de performance proposta por [Keating e
Shadwick 2002]. A principal caracteristica da medida Omega é que ela considera todos os
momentos da distribuicdo de retornos e ndo somente a média e variancia, como ocorre com o indice
de Sharpe. Por esta razio a medida Omega é uma medida de desempenho universal que pode ser
aplicada a qualquer carteira, independentemente da premissa adotada na modelagem dos retornos
dos ativos. A medida Omega pode ser descrita pela equagéo (3):

[P[1 = F ()] dx
Y (3)
S, F(r,)dx

Onde, Q(L) é a medida Omega de desempenho da carteira, L é o retorno minimo
requerido da carteira (parametro definido pelo investidor), F(r,) € a funcdo de distribuicdo
acumulada dos retornos r,, da carteira e (a, b) € 0 dominio dos retornos ,, da carteira, no caso mais
geral,a = —coe b = 0.

[Kazemi et al 2004] desenvolveram uma formula alternativa da medida de desempenho
Omega, expressa pela equacio (4):

QL) =

E[max(rp —L; 0)] 4
E[max(L — Ty 0)] (4)
Onde, E[ - ] é o0 operador de valor esperado e max( - ) é o operador maximo. Na equagéao
(4), o numerador ¢ o valor esperado do excesso de ganho (rp,— L) condicional a resultados positivos,
ou seja, é 0 ganho esperado da carteira. E o denominador é o valor esperado da perda (L — rp)
condicional a resultados negativos, isto é, a perda esperada. Portanto, funciona como uma medida
de desempenho, ao relacionar um retorno ou ganho esperado, com 0 seu respectivo risco ou perda
esperada. As equac0es (3) e (4) sdo equivalentes, e podem ser aplicadas a qualquer carteira com
retornos de qualquer natureza probabilistica. Entretanto, para o caso especifico de carteiras com

QL) =
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retornos gaussianos, obtém-se, a medida Omega expressa pela equacéo (5). Uma demonstracéo
detalhada desta derivacao é apresentada no Anexo 1.

Hp — L Hp — L Hp — L
o(5)+ (5) (%)
Hp — L Hp — L Hp — L _

o(25)+ (25 |lo (%5) 1]
Onde, ¢(-): é a funcdo de densidade N(0,1), ®(-): é a funcdo de distribuicdo N(0,1).
A equacdo (5) permite avaliar o desempenho de qualquer carteira localizada no plano (u X ),

entretanto, para encontrar a carteira étima em termos de risco-retorno, é preciso maximizar Q(L)
em funcéo de u,, conforme equacéo (6):

,up —L ,up —L .up —L
o (oY) |
Hp — L Hp — L Hp — L _ B
o(25=)+ (257) o (%) 1]
A equacdo (6) pode ser simplificada para a expressdo apresentada na equacéo (7). O
Anexo 2 apresenta os detalhes desta simplificacdo:
_ 0 (L) _
n};xm@)} = au,,< ~ ) =0 (7)

p
Por compatibilidade com a metodologia tradicional, o pardmetro do retorno minimo da

carteira L da medida Omega, deve ser igual ao retorno do ativo livre de risco TF, OU S€ja, L = 1y,
logo, a equacéo (7) pode ser reescrita como a equagao (8):

QL) = (5)

d
H}lapX{Q(L)} =, (6)

_0 (kT ) _
%x{n(L)} =9 < )= 0 (8)
A expressdo da equacéo (8) é idéntica a expressdo da equacéo (2), ou seja:
nzlax{Q(L)} = nzlax{Sp} (9)
14 14

Conclui-se, portanto, que no caso de retornos gaussianos e L = 75, a carteira Gtima
(up, ) selecionada pela medida de desempenho Omega é a mesma carteira selecionada pelo
indice de Sharpe. Demonstra-se assim, que o indice de Sharpe é um caso particular da medida
Omega. Com base neste resultado teérico, podemos incorporar a carteira ativos com retornos nio
gaussianos utilizando como indicador de performance da carteira a medida Omega.

4. Aplicacdo Numérica

Para representar ativos da economia tradicional, cinco aces de empresas lideres em seus
respectivos setores foram selecionadas do indice Dow Jones: Apple (AAPL), Pfizer (PFE),
JPMorgan Chase (JPM), Verizon (VZ) e Coca-Cola (KO). Para representar as criptomoedas, foram
selecionadas as trés de maior valor de mercado: Bitcoin (BTC), Ethereum (ETH) e Ripple (XRP).
Os pregos das acOes foram extraidos do site https://finance.yahoo.com [Yahoo Finance, 2020], e
das criptomoedas do site https://coinmarketcap.com [Coinmarketcap, 2020]. O periodo de analise
compreende o intervalo entre 01/09/2015 ao 31/12/2019.

Nos adotamos o uso do Condicional Value at Risk (CVaR), também conhecido como
Expected Shortfall, como a medida de risco de uma carteira, por ser uma medida de risco coerente
[Acerbi e Tasche, 2002] com propriedades como alocacgdo, subaditividade, monotonicidade e
homogeneidade positiva de grau 1, conforme estipulado em [Artzner et al. 1999]. Essas
propriedades nem sempre sdo satisfeitas por medidas de risco mais tradicionais, como o desvio
padrdo e o valor emrisco (VaR). Assim, 0 CVaR pode ser considerado uma medida mais confiavel
para ativos com retornos ndo gaussianos, visto que também captura efeitos de ordem superior em
distribuicdes probabilisticas [Sun et al. 2013] e fornece aos investidores uma avaliacdo mais precisa
de sua exposicdo ao risco. As Tabelas 1 e 2 mostram, respectivamente, as principais estatisticas
dos retornos mensais e a matriz de correlagdes dos retornos mensais, obtidas no periodo sob anélise.
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Tabela 1. Principais estatisticas dos retornos mensais
APPL PFE JPM vz KO BTC ETH XRP

Média 1,48% 0,56% 1,30% 0,45% 0,75% 6,61% 8,74% 6,06%
Desvio-padrédo 7,83% 4,57% 5,67% 4,90% 3,26% 21,75% 41,88% 50,39%
Valor Minimo  -20,43%  -11,35%  -14,08%  -13,22% -9,25%  -4528%  -76,97%  -68,45%
Valor Maximo 13,38% 10,53% 14,31% 9,32% 6,71% 52,81% 114,97% 221,78%

Assimetria -0,9681 0,0266 -0,0931 -0,3880 -0,7251 0,0292 0,6382 2,4012
Curtose 3,74 3,07 3,07 2,97 3,89 2,99 3,30 10,29
Jarque-Bera Test 9,30 0,02 0,09 1,31 6,29 0,01 3,73 165,05

Tabela 2. Matriz de correlagdes dos retornos mensais

APPL PFE JPM \'4 KO BTC ETH XRP

APPL 100% 0,76% 30,01% 3,67% 5,93% 14,96% 10,57% -2,14%
PFE 0,76% 100% 35,86% 26,48% -4,71% 9,03% -4,82% -5,87%
JPM 30,01% 35,86% 100% 2,17% 6,14% 4,11% -22,13%  -23,24%
vz 3,67% 26,48% 2,17% 100% 37,46% -0,48% 4,94% -1,10%
KO 5,93% -4,71% 6,14% 37,46% 100% 5,82% 8,76% 4,32%
BTC 14,96% 9,03% 4,11% -0,48% 5,82% 100% 45,43% 48,31%
ETH 10,57% -4,82%  -22,13% 4,94% 8,76% 45,43% 100% 61,82%
XRP -2,14% -5,87%  -23,24% -1,10% 4,32% 48,31% 61,82% 100%

Em funcdo das estatisticas apresentadas na Tabela 1, pode-se observar que os valores de
média, desvio padrdo, valores minimos e maximos, sdo muito mais expressivos nas criptomoedas
do que nas a¢0es tradicionais. De acordo com o teste de normalidade de Jarque-Bera [Jarque e Bera
1980] — em que quanto mais proximo de zero indicaria maior aproximagdo a uma distribui¢do
Normal — aprecia-se que no periodo da analise, algumas ac¢Ges e criptomoedas claramente ndo
apresentam distribui¢Ges de retornos Normais, com maior énfase no Ripple (XRP). Outro fato a
destacar em relacdo as criptomoedas, mostrado na Tabela 2, é a existéncia de uma alta correlacdo
positiva entre elas, 0 que ndo se observa entre as agdes.

A Tabela 3 mostra a formacéo das carteiras. A carteira inicial €é composta exclusivamente
por cinco agdes (C5), e logo sdo formadas carteiras adicionando uma, duas e trés criptomoedas.

Tabela 3. Formag&o das carteiras para analise

APPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
Carteira C5 N \/ \/ \/ \/
Carteira C6 \ \/ \/ \/ \/ v
Carteira C7 N \ \ v v \ \
Carteira C8 v \ \ v \ \ \ \

A anélise consiste na comparacdo da otimizacdo das carteiras usando a metodologia
tradicional de Markowitz e a metodologia de Omega. Obtém-se, assim, a alocacdo 6tima de capital
{w1, wy, -+, wy}, 0 retorno esperado p,, 0 desvio padrao o, € a medida de risco Conditional Value
at Risk (CVaR) para cada carteira Cj, em que j € {5,6,7,8} indica 0 nimero de ativos que a
compdem. Em relacdo a metodologia tradicional de Markowitz sera utilizado um algoritmo de
otimizacdo que tem como funcdo objetivo a maximizagdo do indice de Sharpe expresso pela
equacdo (1). Os dados necessarios das distribuicdes dos retornos, ou seja, a média, a variancia e a
matriz de correlacBes serdo extraidas das Tabela 1 e 2. Em relacdo & metodologia Omega, também
sera utilizado um algoritmo de otimizacéo que tem como func¢&o objetivo a maximizagdo da medida
Omega expressa pela equaco (4). Nesse caso, a diferenca da metodologia tradicional que emprega
apenas os dois primeiros momentos da distribuicdo, a metodologia Omega emprega todos os
momentos das distribuicbes empiricas obtidas a partir das series historicas dos retornos. Note-se
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que estas distribuicdes empiricas podem seguir qualquer natureza probabilistica. Para ambas as
metodologias foi definido L = r¢ = 0,21% ao més, o qual, € uma proxy da taxa mensal de retorno
de um papel do tesouro americano. A seguir, nas Tabelas 4 e 5, apresentam-se 0s resultados obtidos
da alocacdo de ativos (pesos) por ambas as metodologias.

Tabela 4. Alocacéo de ativos realizadas pela metodologia tradicional de Markowitz

APPL PFE JPM VZ KO BTC ETH XRP
Carteira C5 15.36% 8.17%  26.03% 0.00%  50.45%
Carteira C6 9,61% 1.21% 29,19% 0.00% 46,34% 13,66%
Carteira C7 7,20% 0.65%  35,97% 0.00% 42,26% 10,47% 3,45%
Carteira C8 7.20% 0.65%  35.97% 0.00% 42.26% 10.47% 3.45% 0.00%

Tabela 5. Alocagéo de ativos realizada pela metodologia Omega
APPL PFE JPM vZ KO BTC ETH XRP
Carteira C5 1483% 1259%  19.09% 0.50% 52.98%
Carteira C6 13,41% 6,34%  28,98% 0,00% 40,86% 10,40%
Carteira C7 12,83% 8,17%  28,53% 0,00% 37,11% 11.62% 1.74%
Carteira C8 12,83% 8,17%  28,53% 0,00% 37,11% 11,62% 1,74% 0,00%
Interessante observar que ambas as metodologias, coincidem em desconsiderar em todas
a carteiras a acdo da Verizon (VZ), e a inclusdo da criptomoeda Ripple (XRP) na carteira C8 ndo
modifica a composicéo da carteira C7, sendo também desconsiderada. Por sua vez, nas carteiras
C6 e C7 (que incluem uma e duas criptomoedas) o Bitcoin e 0 Ethereum ndo dominam a carteira
participando no maximo em 14% no total.
Uma vez definidas as alocagdes dos ativos nas carteiras, calculam-se as estatisticas de
risco-retorno de ambas as metodologias. As Tabelas 6 e 7 mostram tais resultados.

Tabela 6. Estatisticas de risco-retorno das carteiras obtidas por Markowitz e Omega

Markowitz Un On CVaR Omeaa Un On CVaR h
CarteiraC5 0.99% 2.90% 497% Carteira C5 0.94% 2.73% 6.44%
CarteiraC6 1,78% 4,16% 6,76% Carteira C6 1,60% 3.75% 7,99%
CarteiraC7 1,89% 4,26% 6,86% Carteira C7 1,80% 4,12% 9,15%
CarteiraC8 1,89% 4,26% 6,86% Carteira C8 1,80% 4,12% 9,15%

Tabela 7. Diferencas do risco-retorno entre as carteiras obtidas por Markowitz e Omega

Markowitz Aup Aoy ACVaR Omega Al Aoy ACVaR _h
(C5 — C5) : : : (C5— C5) i : :
(C6-C5)  0,79%  126%  1,79% (C6-C5)  066%  1,02% 1,55%
(C7-C6) 0,11% 0,10% 0,10% (C7-C6) 0,20% 0,37% 1,16%
(C8 - C7) - - - (C8 - C7) - - -

Pela Tabela 6, nota-se que a média u, foi maior em todas as carteiras usando a
metodologia de Markowitz, mas o desvio padrdo o, foi menor empregando Omega. A melhor
forma de avaliar o risco-retorno é usando as medidas de desempenho, que no final desta secdo
serdo calculadas. Sobre 0o CVaR, este foi computado com um nivel de significancia de a = 5%,
assumindo normalidade na distribuigdo de retornos das carteiras na metodologia de Markowitz,
mas na metodologia Omega foram usados os dados de retornos das distribuicbes empiricas das
carteiras, ou seja, levou-se em consideracdo o real formato da distribuicdo de r,, sendo nesse caso
um CVaR historico (CVaR_h), e em todas as carteiras esta medida de risco resultou sempre maior
usando a metodologia de Omega. Portanto, ao assumir normalidade, o CVaR da metodologia de
Markowitz subestima o real risco (empirico) das carteiras formadas por a¢des e criptomoedas.
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Na Tabela 7 se apresentam as diferencas que se obtém nas medidas de risco-retorno a
medida que se incorporam criptomoedas nas carteiras. Tanto a média, como o desvio-padréo e o
CVaR apresentam um significativo incremento ao passar da carteira C5 (s6 de acoes) a carteira C6
(incluindo o Bitcoin), mas tal incremento é bem menor ao incluir a segunda criptomoeda Ethereum
(Carteira C7), e como o Ripple ndo foi selecionado, a Carteira C8 € igual a C7. Na Figura 1 se
compara graficamente os CVaR calculados pelas metodologias de Markowitz e Omega, e na Figura
2 se mostram as diferencgas que experimenta esta medida de risco entre as carteiras (Tabela 7).

10% 2,0%

1,79% W ACVaR (Markowitz)
9% 1,55% M ACVaR_h (Omega)
1,5%
8% 1,16%
1,0%
7%
o —8— CVaR (Markowitz) 05%
% —#— CVaR_h (Omega) . . 0,10% ) ]
0,0% r T T T 1
9% . . . C5-C5 C6-C5 C7-C6 c8-C7
cs c6 7 c8 [BTC] [BTC+ETH] [BTC+ETH+XRP]
Figura 1. CVaR (a = 5%) das carteiras obtidas pela Figura 2. Diferengas no CVaR ao incluir o BTC,
metodologia de Markowitz e Omega ETH e XRP nas carteiras

Em relacéo ao retorno, na Figura 3 se ilustram os resultados alcangados por ambas as
metodologias e as diferencas entre as carteiras, dados provenientes das Tabelas 6 e 7.

2,0%
o.

— o ;

1,0%
’ ‘ 0,79%

0,66%

C7-¢6
BTC+ETH]
0,20%

0,5%

c8-C7
BTCHETH+XRP

0,0% T
(o5} ¢} c7 c8

I \up (Markowitz) App (Omega)
—o—p (Markowitz) 9~ up (Omega)

Figura 3. Retorno médio das carteiras e as suas diferencas por ambas as metodologias

Na Figura 3 pode-se apreciar o importante impacto que se produz no retorno médio ao se
acrescentar uma criptomoeda (Bitcoin), 0 mesmo que é menor ao se acrescentar uma segunda
criptomoeda (Ethereum), e a ndo relevancia da incluséo do Ripple.

Finalmente, sdo calculadas as medidas de desempenho para as carteiras obtidas com
ambas as metodologias. Na tabela 8 sdo apresentados os resultados dos indices de Sharpe (Sp) e
medida Omega, Q(L), calculados usando as equacdes (1) e (4) respectivamente (L = re=0,21% a.m.).
Tabela 8. Medidas de desempenho das carteiras obtidas por Markowitz e Omega

Markowitz Sn QL) Omeaa Sn QL)

CarteiraC5 0.2686 2.1334 CarteiraC5  0.2662 2.1759
CarteiraC6 0,3769 2,6708 CarteiraC6  0,3717 2,7325
CarteiraC7 0,3935 2,7826 CarteiraC7  0,3869 2,8599
CarteiraC8 0,3935 2,7826 CarteiraC8  0,3869 2,8599

GaIOé { Este trabalho foi publicado utilizando o Galea proceedings



JOAO PESSOA
2020

|
L - . . |
LIl Simposo Brasileiro de Pesquisa Operacional [A' ¢
Jodo Pessoa-PB, 3 a 5 de novembro de 2020 _{_/[ SBPU
4

Utilizar a medida de performance Omega é mais apropriada e realista, por levar em
consideracdo todos os momentos da distribuicdo de retornos, sendo uma medida de desempenho
mais genérica e que pode ser aplicada em qualquer tipo de distribuicdo, uma medida de
performance universal com proposta pelos seus criadores [Keating e Shadwick 2002]. Sob essa
Otica, como observado nos resultados do indice Q(L) da Tabela 8, obteremos um melhor
desempenho das carteiras ao empregar esta metodologia.

5. Conclusdes

O modelo proposto substitui o indice de Sharpe pela medida de desempenho Omega. A
vantagem de utilizar a medida Omega é que independe da natureza probabilistica dos retornos da
carteira, uma vez que calcula o desempenho da carteira considerando todos os momentos da
distribuicdo de retornos, o que a torna uma medida de desempenho universal.

Entre os resultados obtidos, foi mostrado que em carteiras de acfes e criptomoedas, a
metodologia tradicional de Markowitz subestima o risco, ou seja, o investidor corre um risco maior
do que o indicado pela metodologia de Markowitz, medido em termos de CVaR. Este resultado
ocorre em funcdo da premissa de retornos gaussianos exigida por esta metodologia, que
comumente ndo € observado tanto nas agdes como nas criptomoedas. Por sua vez, devido ao fato
das criptomoedas apresentarem uma altissima volatilidade no seu historico de precos, obtém-se
retornos médios esperados e volatilidades significativamente superior aos das ac¢des tradicionais.
Assim, quando se incorpora a uma carteira de cinco agoes, a principal criptomoeda (Bitcoin), todos
os indicadores de risco-retorno tiverem incrementos importantes, inclusive as medidas de
desempenho. Inserir mais uma criptomoeda nao teve ja um grande impacto, visto que, a pesar dos
altos retornos historicos das criptomoedas, ambas as metodologias testadas ndo alocam mais do
que 14% em criptomoedas nas carteiras, devido ao alto risco que também estas possuem e por
serem altamente correlacionadas. Os resultados sugerem, portanto, que o investidor pode
considerar incluir na carteira de agdes uma ou duas criptomoedas no maximo.

Por outro lado, demonstrou-se analiticamente que o indice de Sharpe é um caso particular
da medida Omega em condic@es de retornos gaussianos, ou seja, nestas condi¢des, ambas as
metodologias indicam a mesma carteira 6tima. Com essa verificagdo analitica, a extensdo da
metodologia tradicional para uma metodologia geral de analise de carteiras pode ser feito
substituindo-se a medida de desempenho de Sharpe pela medida Omega.

Para carteiras formadas por acdes e criptomoedas, 0s resultados numéricos indicam que
as carteiras obtidas pela metodologia de Omega capturam um risco maior, 0 que representa uma
abordagem mais realista do que as carteiras obtidas pela metodologia tradicional de Markowitz,
em que ¢é assumida a Normalidade nas distribuicGes de retornos.
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ANEXO 1

Este anexo tem por objetivo mostrar o desenvolvimento da equacédo (5) a partir da equacéo (4).
Seja z~N(0,1) uma varidvel aleatdria com distribuicdo Normal padrdo. Seja ¢(z) e ®(z) a fungdo de
densidade e a funcdo de distribuicdo de z, logo:

1 1.2
p(z) = @e 2 (10)
®(2) =f p(z)dz (11)

Suponha 7, ~N (4, 0). A medida Omega, para um retorno minimo L, é expresso por
L(L) E[max(r, — L;0)]

QL) = = 12
@ L(L)  E[max(L —1,;0)] (12)
Normalizagéo da variavel aleatoria 7,
_h
2=t (13)

Desenvolvendo o numerador da equacéo (12)
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L(L) = E[max(rp L; 0)] E[max(zcrp + U, — L; 0)]

L(L) = f max(zop + Uy — L)(p(z)dz = ﬁ_up(zap +up — L)(p(z)dz

W) =0y [, 0@z + 4y = 1) f p(@)dz

ap

Utilizando a proprledade ¢'(z) = —zgo(z) temos
L) =0, [ 0z + Gy =1 [, oIz

”p

L— " L —
I1(L)=—O'p [‘P(oo)_(p< O-'up)]-p(‘up—L) [q)(oo)_q)< Gﬂp)]
p P
L— I —
120222
p [4

Utilizando a propriedade ¢(—z) = ¢(2) e ®(—z) = 1 — ®(z), temos
_ Hp — L Hp — L
L(L) = oy + Gy = L)@ (= (14)

p 14
Desenvolvendo, de forma anéloga, o denominador da equagdo (12)

L(L) = E[max(L - Ty; 0)] = E[max(L - Z0p — Up; 0)]

L) = [~ max(L — zo, — p,)p(2)dz = [ 2 (L — z0, — ,)p(2)dz

L~wp L-tp
O (o}
L(L) = —apf v z@(z)dz + (L - ,up)f P p(2)dz

Utilizando a propriedade ¢'(z) = —z¢(z), temos
L—pp L—pp

L =0, | 7 g @izt -w) [ 7 p@z

-
b@%ﬂ&h(a ) ¢(w4+@ %4 ( ) ¢GW4
P

L—u, —U
L) = 0p<p( )+ (L —Mp)CD( ,,)
O'p O'p
Utilizando a propriedade ¢ (—2z) = ¢(z) e ®(—z) = 1 — ®(z), temos

—L Uy — L
b@)—%¢< )+0@—U[< )—4 (15)
Substituindo a equpagao (14) e (15) em (12), tem -se

L) "“’(%)”“p‘”q)( pL)

e L) - Op® (Mpa; L) + (up — L) [q) (Mpa; L) - 1] "
Dividindo numerador e denominador por g, tem-se
U, — L U, — L U, — L
90 = 15 - z,,(—pi” )G ) (e ) an)
o) (o e )
ANEXO 2

Este anexo tem por objetivo mostrar a simplificacdo da equacéo (7) a partir da equacéo (6). Seja
0 seguinte cambio de variavel:

—L —L —L
e (ﬂpap ) i (”pap >¢) <#p0p ) (18

Substituindo a equacéo (18) na equacdo (6)
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a X
n}gx{Q(L)} =——|=0 (19)

Otp \ . _ (#p - L)
Op
A fim de simplificar a notagdo, a derivada parcial d(-)/du, sera substituido pela notagdo com
apostrofo (+)'. Note-se que a equagéo anterior é a derivada de um cociente, ou seja (u/v)’ = (u'v — uwv') /v2.
Entretanto, como a equacdo (19) é uma igualdade a zero, o termo do denominador pode ser eliminado da
derivada ficando apenas (u/v)’ = (u'v — uv'). Logo:

max{Q(L)} = x’ [x - <,up _ L)] —x [x - (,up _ L)] =
Hp Op Op

max{Q(L)} = x' [x - <Mp — L)] - X [x’ - <Mp — L) ] =0
Hp oy oy

rrlllax{Q(L)} =x'x—x (ﬂpa_ L) —xx' +x <Mp — L) =0

0.
P P
Simplificando termos na equagao anterior, tem-se

muﬂKU}=—fci:£)+xc%_L)=0 (20)
HUp O-p

Op

Derivando a equacgéo (18)

el () () e ()]
—L —L - L\l
G N (el |
O'p ,
oo () + () e ()
O'p O'p O'p O'p
Utilizando a regra da derivada de um produto (uv)’ = u'v + uv', tem-se

<=o() %) () o () () () ()
Op Op Op Op Op Op Op

Evidenciando o termo comum, tem-se

<= o) e () () ()] @
Gp O'p O'p O'p O'p

Seja o seguinte cambio de variavel:

-L -L -L -L
=0 () o) e () (%)
Oy Tp Tp Oy

Substituindo a equacéo (22) na equagéo (21)

Hp — L '

" 23
¥ ( Op ) Y (23)
Substituindo a equacéo (23) na equacéo (20)

L —L -L\
max{Q(L)} = — <,up ) y <,up ) +x <,up ) =0 (24)
Up Op Op Op
Evidenciando o termo comum, tem-se
—L\
max{Q(L)} = (/Jp ) [x—y]l=0 (25)
Hp Up

A equacdo anterior esta formando por dois termos iguais a zero, isso significa que um ou ambos
termos sdo iguais a zero, logo

- L\
max{Q(L)} = (MP—) =0 (26)
Hp O-p
Revertendo a notagdo
0 (up— rf>
max{Q(L)} ==—|—|=0 27
nax(Q(L)} aﬂp( - (27)
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