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RESUMO _ _ .

O Problema de Corte de Estoque (PCE) consiste em cortar ujuntorde objetos
disponiveis em estoque para produzir um conjunto de itenguantidades e comprimentos espe-
cificados, de modo a otimizar uma funcéo objetivo, que Eeateninimizar a perda do materid.
proposto neste artigo uma extensao desse problema, nsajaalescenta, aos pedidos, uma data
de entrega. A abordagem mais utilizada na literatura pacduga do PCE & o método simplex
com geracao de colunas proposto por Gilmore e Gomory [1®&lilmore e Gomory [1963]. De-
vido a complexidade de resolucao desse problema paéaaias de maior dimensao, & necessario
aplicar metaheuristicas e/ou matheuristicas para aesobugao. Nesse sentido, este artigo propde
a aplicacao da matheuristicacal Branchingpara a resolucao desse problema. Os resultados mos-
tram que a técnica de Geracao de colunas gera bons patitdeorte, bem com a matheuristica
proposta consegue encontrar a mesma solucao que a detdanelsolver CPLEX.

PALAVRAS CHAVE. Problema de Corte de Estoque, Data de Entreg, Local Branching.
Topicos (OC-Otimizaggo Combinatbria, PM-Programacao Matematica.)

_ ABSTRACT _ _ _ _

The cutting stock problem (CSP) consists of cutting a sevail@ble objects in stock to
produce a set of items in specified quantities and lengthwdiar to optimize an objective function,
which can be minimizing the loss of the material. An extensibthis problem is proposed in this
article, in which a due date is added to the orders. The maklywused approach in the literature
for the solution of CSP is the simplex method with column gatien, as proposed by Gilmore
e Gomory [1961] and Gilmore e Gomory [1963]. Due to the comipjeof resolution for larger
instances, it is necessary to apply meta-heuristics amdétheuristics for its resolution. In this
sense, this article addresses the application of the Locaiding matheuristic for solving CSP
with due dates. The results show that the column generatmique yields good cutting patterns
and the proposed matheuristic determines the same sohgitire one found by the CPLEX solver.
KEYWORDS. Cutting Stock Problem, Due Date, Local Branching
Paper topics (OC-Combinatorial Optimization, PM-Mathematical Programming.)
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1. Introdugéao ) _ _
O Problema de Corte de Estoque (PCE) consiste em cortar upmtorde objetos em

estoque idénticos com dimensdes fixas para produzir ujuronde itens em quantidades e di-
mensodes especificadas, de modo a minimizar as perdas déamateatender toda a demanda de
itens. O PCE & essencial no planejamento da produc¢acaeas\ihdlstrias, como indlstrias de
papel, vidro, moveis, plastico, chapas de madeira, &g, etc. Os objetos a serem cortados po-
dem ser bobinas de ac¢o, bobinas de papel, placas de abyhapas de metal, placas de madeira,
dentre outros.

De acordo com Dyckhoff [1990], um PCE pode ser classificadcdedo com a dimensao
do objeto a ser cortado. O problema pode ser unidimensidaigl pidimensional (2D) ou tridi-
mensional (3D), quando uma, duas ou trés dimensbes dewspjespectivamente, sao relevantes
no processo de corte. O presente trabalho esta classificaalo um problema de corte unidimen-
sional, pois apenas a dimensao comprimento sera coadalef primeira modelagem matematica
para o problema de corte de estoque foi introduzida por Kewitth [1960].

A tipologia proposta por Dyckhoff [1990] foi um excelentairumento para a organizacao
e caracterizacao da literatura. Contudo, ao longo dos sumgjiram algumas deficiéncias, pois po-
deriam haver problemas idénticos que receberiam noma®dies, o que criou problemas em lidar
com os desenvolvimentos recentes. Em 2007, Wascher é208l7] apresentam uma tipologia
melhorada da proposta inicial de Dyckhoff [1990], porémpagcialmente baseada em suas ideias
originais, mas introduz novos critérios de catego@agPortanto, o resultado final desta nova es-
trutura tipolbgica & obtido pela seguinte regra: 1,2,8fngular, circular,...,irregular classificacao
intermediaria. De acordo com esta classificacao, o ptegeabalho aborda uma extensao do se-
guinte problema: 1D - Single Stock Size Cutting Stock PnobleSsSSCSP: Problema de Corte de
Estoque com um @nico tipo (comprimento) de objeto; poiaress considerando a data de entrega
dos itens cortados.

Versdes mais recentes de problemas de corte consideram,dals decisdes relativas a
como cortar os itens, decisdes relacionadas as datadrégados itens que serao cortados. Rei-
nertsen e Vossen [2010] abordam o PCE unidimensional coi d¥aEntrega (PCEDE) aplicado
em uma indUstria de bobinas de aco. Arbib e Marinelli [JG4studaram o PCE unidimensional
com Data de Entrega (PCEDE), propondo novas formulac@eétedos de resolu¢ao. Arbib e
Marinelli [2017] estudam o problema dn packingunidimensional com data de entrega, em que
0 objetivo & minimizar uma combina¢ao convexantlakespanlateness tardiness

O presente artigo propde um modelo matematico de otifazsear inteira para o Pro-
blema de Corte de Estoque com Data de Entrega (PCEDE). Adguerthlizar o nao cumprimento
da data dos pedidos, considera-se também o adiantameetdrega dos itens. Para a resolucao do
problema, propde-se um método de resolucao em trés.fka primeira fase, o problema relaxado
é resolvido, usando a técnica de geragao de colunasidoses colunas geradas na primeira fase,
a segunda fase consiste na aplicacao da heurRétax-and-fixpara a resolucao do problema em
sua versao inteira. A terceira fase consiste na resoldganatheuristichocal Branching usando,
como solucao inicial, a solu¢ao vinda da segunda fase.

Este artigo esta organizado da seguinte forma. A Sec@&s@ele o problema proposto
e apresenta uma formulacao matematica. A Secao 3eappaess métodos de resolucao utilizados.
Os resultados computacionais sao apresentados na &ed&Becao 5 apresenta as consideracdes
finais e propostas futuras.

2. Problema de Corte de Estoque com Data de Entrega _
Uma abordagem para solucionar um PCE se baseia em encoatiréiep de corte e a

frequéncia destes padrdes, ou seja, a quantidade dequzesses padrdes serao executados (cor-
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tados). O Problema de Corte de Estoque com Data de Entre@EDE)&E uma extensao do PCE
em que, alem de se considerar o planejamento dos padr@estde suas respectivas frequéncias,
considera-se também o atraso e o adiantamento na entregargo[Arbib e Marinelli, 2014], [Ar-
bib e Marinelli, 2017], [Reinertsen e Vossen, 2010]. A Fagarexemplifica o objeto que se tem

O objeto )

Q e DQwm )
O item 3 D)

Figura 1: Objeto em estoque e tipos de itens.

em estoque (na cor cinza) e os itens demandados (nas cameshverazul, amarelo).

Padrao de corte € a maneira como um objeto em estoqueatlecgrara a producao dos
itens demandados. A um padrao de corte associa-se ummeddnensional que contabiliza os
itens produzidos, na forma:

a= (o, 00,...,04. .. 00),

em quex; € o nimero de vezes que o item tipesta presente no padrao de carte
Um padrao de corte que produza apenas um tipo de item & doapzarao de corte
homogéneo:

a=(0,...,0,04,0,...,0)",

comq; # 0. Em particular, para o PCE unidimensional, pode-se escrewepadrao de corte
homogéneo da seguinte forma:

L
a:<0,...,0,—,0,...,0>
l;

A Figura 2 representa possiveis padrdes de corte que podem ser gerados a jeautin d
objeto de comprimentd = 5 e itens de comprimenth = 2,3,4. O vetor que aparece ao lado
de cada objeto & a representacao do padrao de cortd@oiteobjeto. A cor cinza em cada objeto
representa a perda ocorrida no objeto ap0os os cortes des ite

Q et D =(1,0,0)
Q= D D =(0,1,0)
O e D) D =(0,0,2)

QEETNNNDNNTTD D =(2,0,0)
QD T = (1,1,0)

Figura 2: Solucao de corte.

Considere que exista em estoque um conjunto de objetosd@gpiténticos de compri-
mento L, em uma quantidade suficiente para que seja possivel ataridda a demanda. Seja,
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entdo, um conjunto de tipos de itens menores de comprimeAto = 1,2,...,n), a serem pro-
gramados em uma operacgao de corte para pedidos em umrttertm planejamento dividido em
periodos de tempb= 1,2, ..., T, no qual se deve produzir uma determinada demagpda item:

para ser entregue em uma dataSejatp; 0 tempo que se leva para cortar o pedido em um periodo
t. Como, em algumas opera¢des de corte, nem sempre &glassinder a todos os pedidos na
sua respectiva data de entrega, ha uma penalizagiar unidade de término de atraso e, caso no
processo de corte haja pedidos entregues antes de sua éateed@, também ha uma penalizagao
B¢ por unidade de tempo de término de adiantamento. Consiléra disso, que nao seja possivel
receber pedidos depois que o processo de corte se iniciobje@vo do problema sera agrupar os
n itens a serem processados de acordo com a capacidade @p dbjiirma a minimizar a soma de
trés termos: as penalidades por adiantamentos, as pdegighor atrasos nas entregas e 0s custos
do uso de matéria-prima.

Os indices, parametros e variaveis de decisao parabtepna proposto sao:
indices:

(i) i: tipodeitemg=1,..,n;
(i) t: periodo de tempa,=1,...,T;
(i) j: padrao de cortg;, =1, .., N.
Parametros:
(i) L: comprimento dos objetos em estoque;
(ii) ¢;: comprimento do item tip®;
(i) b¢;: demanda no periododo items;
(iv) d;: data de entrega do periodo
(V) a;;: quantidade de itens tipoproduzidos no periodbpelo padrao de cortg
(vi) 6;: penalidade por unidade de atraso na entrega do pefjodo
(vii) B: custo por unidade de adiantamento na entrega do petiodo
Variaveis de Deco:
(i) x: nimero de objetos cortados no peridgd@gundo o padrao de cortg
(i) T3: tempo de atraso na entrega do pedido no peripdo
(i) E,: tempo de adiantamento na entrega do pedido no petjodo

(iv) tps: tempo que leva para cortar o pedido no pericdo
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O modelo matematico & dado por:

T N T T
min Z Z wtj + Z BtEt + Z HtTt (1)
t=1 t=1

t=1 j=1

sujeitoa: T, >tp+Ty—1 — Erq — (dy — dy—1) Vi, 2
Ey>di —diy =Ty 1+ Ey1 — tpg, Vi, 3
N
tpt = ijt7 vt7 (4)
j=1
N
Zaitjﬂftj > by, Vt,Vi, )
j=1
Ey =0, eTy =0, (6)
xj € 4, V3, Vt, )
Et, Tt, tpt € Z, \V/t (8)

O objetivo desse problema & a minimizacao da funcaetiobj (1), composta por trés
parcelas: (i) o nUmero de objetos cortadgs (ii) 0 atrasoTj; e (i) o adiantamentd?; na entrega
dos pedidos. O conjunto de restricdes (2)-(3) contabiliz tempos de atrasos e de adiantamentos.
O conjunto de restricdes (4) mostra o tempo que sera gaspooducao dos pedidos em cada um
dos periodos, assumindo que se gasta uma unidade de terapogar um objeto, independente do
padrao de corte que sera cortado. O conjunto de res#i) garante que a demanda dos periodos
deve ser atendida. O conjunto de restricdes (6) rep@sentondicdes de contorno iniciais, que
afirmam que nao existe atraso ou adiantamento de pedidasigio do processo de corte. As
restricoes (7)-(8) representam as condi¢cdes de pgatividade e integralidade das variaveis de
decisao.

3. Método de Soluéo

3.1. Método de Gera@o de Colunas
O Método de Geracao de Colunas & uma modificacdo dodoé&implex, proposta por

Gilmore e Gomory [1961] e Gilmore e Gomory [1963], que cdesiEm resolver o problema
relaxado com apenas um subconjunto de padrdes de corteecda como problema mestre. Para
isso, a cada iteracado sao gerados padrdes de corte diperame a solucao do problema relaxado
até a obtencao da solucao o6tima.

No presente artigo, o problema mestre & dado pelo modeknmasico do PCDE, formado
pelas expressoes (1)-(8), tendo apenas alguns padr@estee adicionados e considerando, como
relaxadas, as restricbes de integralidade (7)-(8). ¢ranax os padrdes de corte, a cada iteracao deve
ser resolvido um subproblema, dado pelo seguinte problenmaotthila, para cada periode 7

min cj — At — Z T 0 9
i=1
sujeitoa: Y lia; <L (10)
=1
a; > 0 inteiros (12)

no qual as variaveis;; e \; sao variaveis duais do problema mestre, relacionadessag;oes de
atendimento da demanda e de tempo de preparo, dadas peakessées (5) e (6), respectivamente.
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3.2. Heuristica Relax-and-Fix

A heuristicaRelax-and-Fix utilizada para construir uma solucao para problemas-de o
timizacao linear inteira misto [Wolsey, 1998], basetaesm dividir o problema, com variaveis
inteiras, em subproblemas mais simples. Para isso, 0 donflevariaveis inteiras € dividido
em P subconjuntos distintog);,i = 1,..., P. Em cada iteracaa, resolve-se um subproblema
em que as variaveis do conjunf®, sao definidas como inteiras; as variaveis dos conju@gs
(1 =1,...,n — 1), sao fixadas; as variaveis dos conjunfps (i = n + 1,..., P), sao relaxadas.
Se o subproblema corrente for infactivel, o processoegrimmpido, pois nao & possivel encontrar
uma solucao para o problema com as variaveis perterscanteconjuntos);, : = 1,...,n — 1,
fixadas. Caso contrario, as variaveis do conjubtosao fixadas. Entdao, o processo se repete, até
gue todas as variaveis tenham solucao inteira.

Em um primeiro momento, aplicou-se o método de geracacolimas. Para iniciar o
método de geracao de colunas, foi utilizado um conjut@adrdes de corte homogéneos. Em
seguida, com os padrdes de corte determinados, foi agliadueuristicaRelax-and-Fix com o
intuito de obter uma solugao para as variavgis Nesta fase, a particao dos conjuntos foi feita
sobre os periodos de tempo. Ao final desse passo, obtevassealucao para todas as variaveis
inteirasz;; do modelo.

A solucao obtida pela heuristi€®elax-and-Fixservira para termos uma solucgao inicial na
fase da aplicacao da matheuristigaal Branching

3.3. Local Branching

Para resolver problemas de maior dimensao, propde-deagm da matheuristidaocal
Branching proposta inicialmente por [Fischetti e Lodi, 2003].

Considere o problema inteifd®) a seguir:

T
(P) min Z cx
t=1

sujeitoa: Ax >b
r; €L, VjeG

em queG denota os indices das variaveis inteiras e positivas.

Dada uma solug?o factivel de referénciale (P), seja o conjunte’ = {j € G,z > 0},
que denota o suporte de. Para um dado parametro inteiro positivpdefine-se a vizinhanca
N¥(z") como o conjunto solugo factivel §&) satisfazendo uma restrigao adiciohakal Bran-
ching

A técnicalocal Branchingé baseada na suposicao de que ha um conjunto de variavei
binarias e, aléem disso, que esse conjunto tem impoejpaia a solucao. Todavia, &€ possivel
trabalhar com problemas em que as variaveis binariasda@empenham um papel relevante no
modelo ou até mesmo pode acontecer que o problema nacafresenhuma variavel binaria.
Dessa forma, introduzir restriccao de ramificacao lo&al auxilia csolverem sua tarefa de solucao.
Por isso, surge a necessidade de adicionar restricaardiceszao local modificada, que incluam
as variaveis que sao inteiras e nao binarias na forfaalaa fungao distancia(z,z') que sera
adicionada. Considere que as variaveis inteirasio limitadas, de modo que< z; < u;. Entao,
uma restricao de ramificacao local adequada pode seidiefia seguinte maneira:

Av(w,z) = > il =)+ > wilwi—z)+ > i) <k

jEI:x;:lj je[:x;:u]' je[:lj<:c;<u]'
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em que as ponderacdgs sao definidos, por exemplo, como:

;= Vi el,
enquanto os termos de variagd +x;~ requerem a introduc@o no modelo de Programagao Inteira
Mista (MIP) de restricdes adicionais da forma:

R
T; = a:j+;vj x5
x;r > 0
z; > 0

<

Viel,l; < :nj < u;. Alternativamente, pode-se evitar o uso dessas variaggonais atraves de
uma das seguintes defini¢cdes relaxadas:

Ng(wa) = ) pileg =)+ Do wley—ay) <k

jela,=l; jela,=u,

!

ou

Ag(w,z) = > (e —1;) <k

jela=l;

1"

Dadaz’, 0 espaco de soluc@o associado com o nbatel Branchingpode ser particio-
nado por meio da disjuncao:

Ay(z,x) <k ou Ay(z,2) > k+1

4. Resultados Computacionais

Para a realizacao do estudo computacional, o0 modelo $oivido peloC++ Concert
Tecnology/CPLEX, em um notebook Intel Core i7 c8r60 GHz e16 GB de memoria.

Encontrar uma base de testes para problemas de maior dionEmst principal dificul-
dade enfrentada para a realizagao dos testes compuacia validacao dos desenvolvimentos
propostos no artigo. Esta base nao foi encontrada natlitaraDessa forma, para a aplicacao das
técnicas propostas, foram criaddsinstancias com as seguintes caracteristicas:

(i) o objeto temL = 10.000u de comprimento;
(i) nimero de periodos= 15;
(iii) nimero de tipos de itens = 20;
(iv) o comprimento dos itens variam no intervald 23, 8829];
(v) ademanda varia no interval@, 7890].

Para os testes computacionais, a data de entrega foi @datsando a seguinte expressao:

no
dt:1,4><22%1 L, Vt.

ti
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Em todos os problemas, assume-se gue 1 (penaliza¢cdes por atraso)le= 1 (penali-
zagOes por adiantamento) na entrega dos itens. Nagrasses valores devem ser ponderados de
maneira a ser analisada. As Tabelas 1, 2 e 3 mostram os desufiara a0 instancias analisadas.
Os resultados estao divididos na fase de Geracao de &olRelaxada); na fase Relax-and-

Fix (Inteira); e na fase deocal Branching Para avaliar a qualidade da solucao inteira obtida,
comparamos com a solucao obtida pedtver CPLEX.

O valor do parametré foi utilizado como10 para todos os problemas analisados. A
restricaoLocal Branchingadicionada foi a seguinte:

Ag(z,x) = Z pi(xy; —1;) + Z wi(uj — ;) <k

je[:x;:lj jel:x;:uj

/

Assume-se que os valorés= 0 e queu; &€ o maior valor dos;;; encontrado na solugao
inicial obtida pela fase ZRelax-and-Fix

Foi preciso reduzir o limite de tolerancia dap usado como padrao pelo CPLEX, visto
que, para o valor padrao, os resultados estavam gerarausiaténcias no sentido da matheuristica
encontrar melhores solucdes que a obtida pelo CPLEX.damaa tolerancia deée — 8 com o se-
guinte parametro do Conceltl(oCpl ex: : Param : M P: : Tol er ances: : M PGap, 10e- 8).
Com isso, as inconsisténcias foram resolvidas como apesiss nas tabelas a seguir.

As siglas das Tabelas sao: GC & Geragao de Colunas, R&kg-and-FixLB &€ oLocal
Branching

Tabela 1: Tempos computacionais obtidos em todas as fases.

Problema] GC | RAF | LB | CPLEX
P1 0,16 0,28 | 0,36| 0,20
P2 0,01 0,23 | 0,20 0,01
P3 0,21 0,33 0,41| 0,25
P4 0,31 0,48 | 0,58| 0,34
P5 0,23| 0,37 | 0,48| 0,27
P6 0,14| 0,29 | 0,36| 0,17
P7 0,15| 0,30 | 0,36| 0,16
P8 0,32 0,45, 0,54| 0,35
P9 0,28 0,46 | 0,57| 0,29
P10 0,24| 0,38 | 0,42| 0,25

[ Média [0,20] 0,34]042] 0,22 |

A Tabela 1 apresenta o tempo computacional gasto par@ esstancias. Pode-se con-
cluir que a fase de Geracgao de Colunas, para estas iimstaresolve o problema relaxado em um
tempo computacional pequeno e o0 mesmo ocorre com a soblptita pelo CPLEX. Para essas
instancias, o tempo gasto pelas heuristRakx-and-Fixe Local Branchingforam maiores, o que
permite concluir que as instancias criadas nao sao sof@shente desafiadoras de modo a impac-
tar a solucao via CPLEX. Um ponto importante para a coidame do trabalho &, portanto, gerar
instancias mais desafiadoras para que os resultados quaalidade das técnicas propostas sejam
mais conclusivos.

A Tabela 2 apresenta os valores da funcao objetivo paté asstancias. Com a analise
dos dados, pode-se concluir que a heurisRedax-and-Fixgera boas solu¢cdes aproximadas da
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Tabela 2: Valores da fungao objetivo em todas as fases.

Problema| GC RAF LB CPLEX
P1 122477 | 122478 | 122477 | 122477
P2 100269| 100269 | 100269 | 100269
P3 112665| 112666 | 112665 | 112665
P4 120238| 120238 | 120238 | 120238
P5 109195| 109196 | 109195 | 109195
P6 125690 125691 | 125691 | 125691
P7 107767| 107768 | 107767 | 107767
P8 106941| 106943 | 106943 | 106943
P9 116926| 116928 | 116926 | 116926
P10 112642| 112644 | 112642 | 112652

[ Média | 113481 113482,1] 113481,3] 1134813

solucao obtida pela técnica de Geracao de Colunase-Bedbservar também que a proposta da
matheuristicd.ocal Branchingencontra a mesma solucao que a solucao obtida pelo CRIdaXdo
como solugao inicial a solugao obtida pela fase daikca’Relax-and-Fix

Tabela 3: Atraso e Adiantamento obtidos nas fases de e Tolunas kocal Branching

Problema| Atraso-GC| Adiantados-GC| Atraso-LB | Adiantados-LB
P1 0,00 0,00 10875 0,00
P2 0,00 1183,51 0,00 0,00
P3 1558,17 669,83 0,00 0,00
P4 1822 705,5 0,00 0,00
P5 343,5 0,00 1037 26
P6 241,5 417 0,00 0,00
P7 0,00 0,00 1229 350
P8 607,5 0,00 0,00 0,00
P9 362,66 574,83 493 493
P10 1496,5 730,5 2360 562
| Média | 643,18 | 42811 | 16225 | 1431 |

A Tabela 3 apresenta o resultado dos atrasos e adiantangentasla uma das instancias
pelas técnicas de Geracao de Colunas e da matheutistehBranching Dentre esses problemas,
a matheuristichocal Branchingconseguiu resolver sem atraso e adiantame&ndtws 10 problemas.

5. Concluses e Propostas futuras

Este artigo apresentou uma proposta de modelagem matarpatia o problema de corte
de estoque com data de entrega, bem como uma solucaa inggindo a heuristidaelax-and-
Fix, baseada nas colunas geradas na fase de geracao de.c@smasultados mostraram que esta
solugcao gerou tempos computacionais pequenos. Com ocau$éahica de Geragao de Colunas,
& possivel determinar boas colunas (padrdes de corta)gaolucao do problema, que podem
ser usadas como entrada para a solucao do problema jrdgeiroa necessidade de gerar todas as
colunas possiveis para o problema.

E possivel concluir que BRelax-and-Fixgera boas solu¢des para o problema inteiro para
ser usado na fase da matheuristiogal Branching A técnicaLocal Branchingobteve as mesmas
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solucdes que as encontradas atver CPLEX. E possivel concluir que os problemas analisados
nao sao problemas desafiadores para as técnicas poposta

Uma proposta futura para a continuidade das pesquisas ppseatadas &€ encontrar
instancias mais desafiadoras para poder aplicar a t&gripasta e obter resultados mais conclusi-
vos sobre a qualidade da solucao obtida.
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