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RESUMO

Propomos um modelo de otimizag@o nao-linear inteiro misto para o unassigned distance
geometry problem, considerando a possibilidade de imprecisdes no conjunto de distdncia. Esta
¢ uma primeira exploragdo sobre o desempenho deste tipo de modelo na resolu¢do do problema.
Como o modelo contém varidveis bindrias combinadas a um conjunto de restricdes quadriticas,
o trabalho propde uma alternativa de relaxacdo para as varidveis bindrias. A relaxacdo proposta
permite a obtengdo de solucdes muito proximas a solucdes inteiras através do emprego de um sol-
ver para otimiza¢do de problemas com varidveis continuas, o que permite dispensar a etapa de
factibilizacdo inteira comum em métodos de enumeracao implicita, e possibilita a redugdo dos tem-
pos de solucdo. Testes computacionais avaliaram o desempenho do modelo e sua sensibilidade em
relacdo a dimensdo das instancias e aos parametros usados na relaxacao.
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ABSTRACT

This work proposes a mixed-integer linear optimization model for the unassigned dis-
tance geometry problems considering data inaccuracy. It is an initial exploration of the performance
of the exact approach to solving the problem. Due to the presence of binary variables combined
with a set of quadratic constraints, we apply a quadratic relaxation to handle binary variables. The
binary relaxation achieves a closer binary solution with the use of a solver for continuous varia-
bles avoiding the feasibility steps from implicit enumeration methods, reducing the solution time.
Computational studies analyze the performance of the model related to the instance size and the
relaxation parameter.
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1. Introducao

O problema de geometria de distancias (PGD) é um dos temas de problemas inversos [Li-
berti et al., 2014] onde, dado um conjunto de distincias D, deseja-se encontrar a posicao dos pontos
cujas distancias correspondem aos elementos de D. Ao longo do trabalho, o PGD sera representado
com um problema em grafos de vértices pertencentes ao espaco euclidiano de dimensdo K > O e
as distancias calculadas segundo a norma euclidiana denotada por || - ||.

A caracterizagdo do PGD depende das informagdes atribuidas ao grafo G = (V, E). Para
os problemas assigned geometry distance problem (aDGP), além do conjunto D, é fornecido a aresta
(1,7) € E que corresponde a cada uma das distincias de D. Ou seja, define-se o grafo G = (V, E)
de vérticesem 4, ] € V e arestas (i, j) € E. Nesse caso, a solucdo do problema é a posicio z; € RF
er; € R* dos vértices i e j que satisfazem a distancia d, € D referente a aresta (4, 5) € E.

Esse problema ¢ caracterizado como um problema de satisfatibilidade ||z; — z;||* =
dg, Vij. A conversdo dele para um problema de otimizacao irrestrita pode ser feita como em (1).
Observa-se que fungdo objetivo tem valor zero somente quando cada termo € igual a zero, uma vez
que (d2 — ||z; — x4]|?)? < 0, ou seja, a fungdo objetivo s6 é nula quando todas as distancias entre
pares de vértices forem satisfeitas.

min Y Y (d}; — ||l — z4])? (1)

i=1 j=1

Ja para o unassigned geometry distance problem (uDGP), a informacao sobre as arestas
ndo é fornecida a priori. O problema pode ser caracterizado da seguinte forma: dado um conjunto
de distancias D = {d, ..., d,, }, e uma quantidade pré-fixada de vértices n, o objetivo é determinar
aposicio z; € R*,Vi = 1,...,n dos n vértices do grafo e a designagdo de cada uma das distincias
do conjunto D para uma unica aresta do grafo. A solugcdo do problema fornece o conjunto de arestas
(7,7) € E, além das posi¢des dos vértices i, 5 € V.

Ambos os problemas apresentam aplicacdes em dreas como de detec¢do de estruturas
de nanoparticulas [Billinge et al., 2016] e proteinas [Moré e Wu, 1999; Liberti et al., 2011], e
localizacdo de sensores em redes wireless [Cao et al., 2006; Biswas e Ye, 2006]. As aplicacdes
trazem aspectos adicionais para os problemas, associados a dimensao do espaco em que os vértices
estdo localizados e a confiabilidade na acuricia do conjunto de distancias [Lavor et al., 2019; Islam
et al., 2019]. A literatura sobre esses desdobramentos € mais abrangente quando se trata do aDGP,
o que fundamenta a afirmacdo de Liberti e Lavor [2018] de que o uDGP é um tema desafiador e em
aberto na area de geometria de distancias.

Este trabalho estuda a abordagem do uDGP por meio de um modelo de programagdo nao-
linear ndo-convexa inteira mista, considerando imprecisdes no conjunto de distancias. No melhor
do nosso conhecimento, a literatura na drea ainda ndo registra investigacdes nessa direcdo. Por outro
lado, resultados recentes na abordagem de problemas com caracteristicas semelhantes motivam a
investigacdo proposta [Ye et al., 2019; Galvan et al., 2019].

Os obsticulos encontrados na resolucdo do modelo de programagdo nao-linear nao-con-
vexa aumentam com a existéncia de varidveis inteiras. As técnicas mais bem estabelecidas para a
resolugdo de problemas de otimizacdo com varidveis inteiras sao técnicas de enumeragdo implicita,
cujo custo computacional cresce com nimero de varidveis. A dificuldade de solucdo ainda cresce
devido a existéncia de varidveis inteiras associadas a restri¢des ndo-lineares, pois um sub-problema
de programacao ndo-linear deve ser resolvido para cada varidvel no processo de enumeracao implicita.
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Para os casos onde o subproblema € resolvido por técnicas que usam derivada, o custo de armaze-
namento das matrizes envolvidas pode também ndo ser vidvel. Em resumo, a natureza combinatdria
do problema faz com que custo computacional sempre cres¢a em fun¢do da quantidade de varidveis
inteiras.

A abordagem explorada no trabalho procura reduzir o custo computacional decorrente
da existéncia das varidveis inteiras bindrias através da relaxag@o dessas varidveis, transformando o
problema original em um problema de programacgao nio-linear ndo-convexo. A relaxa¢do adotada
transforma todas as varidveis bindrias em varidveis continuas através da inclusdo de uma dnica
restricdo quadratica. O modelo relaxado pode ser abordado por técnicas de programagao nao-linear
ndo-convexa, mas inclui aproximacdes que obriga a inclusdo de uma andlise a posteriori sobre a
factibilidade e qualidade da solu¢@o encontrada.

A avaliacdo foi realizada por meio de experimentos computacionais com uma instincia da
literatura. A instincia contém todas as distdncias entre cada par de atomos de Cgo. Essa instincia
¢ composta por 21 distancias distintas, onde cada distincia pode se repetir entre 30 e 120 vezes no
conjunto D — o nimero de repeticdes ¢ denominado multiplicidade da distancia. Os resultados
analisam o fradeoff entre qualidade da relaxacdo e a interferéncia dela no valor da fungdo objetivo.

Ao final, apresentamos testes computacionais com quatro instancias sintéticas simulando
a posicdo de moléculas em um espago de trés dimensdes. Esses testes ilustram a relacdo entre
o tempo de resolucdo e a dimensdo da instancia, € mostram como o conjunto de restricdes nao-
lineares torna o modelo atrativo para instdncias com multiplicidade no conjunto de distancias.

Este trabalho dé seguimento da seguinte maneira. A Secdo 2 define o unassigned distance
geometry problem e a apresenta existéncia de imprecisdes no conjunto de distdncias. A Secdo 3
trds a abordagem proposta para o problema e a modelagem matematica aplicada, apresentando a
relaxacdo utilizada e a interacdo da mesma com o modelo utilizado. O estudos computacionais sdo
apresentados na Se¢do 4. A discussdo dos resultados e as conclusdes do trabalho s3o apresentadas
na Secdo 5.

2. Unassigned Distance Geometry Problem

A solucdo do uDGP encontra a designacdo dos pares de vértices ¢, € V a uma Unica
aresta (7,j) € E de valor d, € D. Dada a designagdo, a posi¢do dos vértices no espago de
dimensdo k deve satisfazer |z; — z;|| = d, para todos os vértices do grafo G = (V, E). Essa
caracterizagdo nio leva em conta as imprecisdes possivel na lista de distdncias. Para esses casos,
temos que ||z; — x| = d, serd substituido por d, < ||z; — x| < dq, onde d, e < d, sdo os limites
inferior e superior do intervalo de distancia. Existem métodos exatos, heuristicos e hibridos para
abordar o uDGP com e sem imprecisdes.

Duas abordagens heuristicas conhecidas para a solu¢cdo do uGDP se apresentam como
algoritmos de constru¢do de solucido [Duxbury et al., 2016]. A primeira abordagem ¢ denominada
TRIBOND [Gujarathi et al., 2014]. Esse algoritmo possui duas etapas, na primeira encontra um
core para a o grafo, ou seja, dentre todos os possiveis arranjos ele deve selecionar o conjunto de
(k 4 2) cliques que para o qual a distancias entre os vértices corresponda as distincias do conjunto
D. A partir desse core os demais vértices sdo adicionados ao grafo verificando a factibilidade
das distancias. Caso ndo haja um vértice a ser adicionado que satisfaga o conjunto de distancia o
processo € reiniciado a partir de um novo core.

A segunda abordagem é denominada LIGA [Juhés et al., 2006] e € um algoritmo es-
tocdstico capaz de tratar casos com distdncias imprecisas ou ainda uma lista de distdncias incom-
pletas. Constituido de dois passos, onde o primeiro dele é encontrar um core. A partir do core, 0s
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outros vértices sdo adicionados um a um. A escolha do vértice a ser adicionado € feita por meio de
uma fungdo de custo.

Mesmo que as abordagens heuristicas tenham tomado a frente na solucdo do uDGP, abor-
dagens exatas continuam a ser estudadas e algumas delas fazem parte dos algoritmos LIGA e TRI-
BOND. Algumas das técnicas de otimizagao global empregadas no problema uDGP sdo algoritmos
do tipo branch-and-bound espacial [Liberti e Maculan, 2006], de busca em vizinhanca [Hansen e
Mladenovié, 2001], e de técnicas de suavizagdes progressivas [Moré e Wu, 1999].

No que se refere a modelos matemadticos, uma caracterizacio geral é dada a seguir [Dux-
bury et al., 2016]:

i [min Y f(|[o(w) — 2(0)]] - du),

onde f € [0, +00] é uma fungdo de penalizagdo, x(u) é a u-ésima coluna da matriz X € RV*K,
onde N € o nimero de vértices e K a dimensdo do espaco onde esses vértices se encontram. O
mapeamento bijetivo entre um par de vértices e uma aresta do grafo é realizado por o« : L — F.

Uma outra modelagem interessante € proposta em Huang e Dokmanié [2018] e é capaz de
resolver instincias geradas aleatoriamente com até 100 vértices. Nessa abordagem, o conjunto de
distancias € utilizado para estimar uma fun¢do de densidade de probabilidade para uma distribuicdo
de distancias (), as possiveis posi¢des dos vértices sdo discretizadas e representadas por meio de
uma matriz A. Dessa forma, o modelo proposto busca a alocacdo dos vértices que minimiza a
diferenca entre a funcéo de distribuicdo ) e as distincias calculadas pelos vértices designados a
cada posicdo referenciada pela matriz A.

3. Proposta e Modelagem Matematica

Esse trabalho propde um modelo matematico para o uDGP que minimiza as diferencas
entre os elementos de D e a distincia entre vértices do grafo, como explicitado na Equagao (1).
Assim, para o caso onde essa diferenga € zero temos que todas as distdncias foram satisfeitas e a
solugdo € 6tima. Para os casos onde a fun¢do objetivo ¢ diferente de zero, e a solugdo é um 6timo
global, entdo o problema contém imprecisdes nos dados.

O modelo possui trés conjuntos de varidveis, varidveis relacionadas a posi¢do dos vértices,
variaveis de designagao entre vértices e arestas e o ultimo sao as varidveis relacionadas aos desvios.
O conjunto das varidveis relacionadas as coordenadas ¢-ésimo vértice é representado por z;. O
conjunto das varidveis bindrias y,;; relacionadas a designa¢do de uma aresta (4, j) do grafo a uma
distancia d, pertencente ao conjunto D, sendo que a cada distincia d, esta relacionada a uma
multiplicidade k£, € N. E por tltimo um conjunto de varidveis pg;j € ng;; que representam a
diferenca entre a distancia dos vértices ¢ e j e a distancia d,,.

e zx; ¢ o vetor de entradas x1;, T9;, x3; correspondente a cada uma das coordenadas espaciais
do vértice i no espaco R?, onde z; > 0, Vi, k;

® Yq4i; = 1 caso a aresta entre os vértices 7 € j esteja designada a distancia d,, zero caso
contrario;

® D4ij € Ngi;j a0 as diferencas positivas ou negativas, respectivamente, entre a distancia cal-
culada entre os vértices ¢ e j a distincia d, a qual foram designados. Nesse trabalho essas
diferencas serdo denominadas desvios; pyij, 1aij = 0.
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m n n

min Y Y (paij + Naij) 2)

a=1i=1 j=1

n n n n
s.a kadaZZyaij = Zz(p“ij — Ngij + ||zi — zj]]), Va=1,...,m 3)

i=1 j=1 i=1 j=1

m

S wij =1 Vij=1,...,n 4)

a=1

n n

ZZZ/az’jZka, Va=1,...,m &)

i=1 j=1

x; > 0,15 > 0,pi5 > 0,945 € {0,1} (6)

A funcfo objetivo (2) minimiza a diferenca entre a distincia d, € D e a distancia entre os
vértices x; e x; designados a distancia d,, pela varidvel ;.

A restri¢do (3) permite que hajam desvios para cada par de vértices x;, x; Vi, j = 1, .., n.
Observe que esse conjunto ndo cresce com o nimero de vértices da instancia e sim com o nimero
de distancias distintas. Esse conjunto de restricdes € ndo-linear e ndo-convexo. O conjunto de
restrigdes (4) restringe o nimero de designagdes de um par ¢, j a uma tinica distancia d,. O conjunto
de restri¢des (5) atribui a cada distancia d, € D a exatamente k, arestas (i,j) € E, onde k, é a
multiplicidade da distancia d,,.

Devido a igualdade do conjunto de restri¢des (4), a modelagem apresentada necessita que
o nimero de distancias seja igual ao nimero de arestas. Contudo, sabemos da possibilidade de
instincias onde o conjunto de distincias ndo é completo, ou seja, nem toda aresta do grafo terd
um correspondente em D . Para poder abordar esses casos, adaptamos a dimensdo de D para
que uma distancia artificial seja adicionada e as arestas faltantes serdo designadas para essas nova
distancia. Na formulag@o contendo a distincia artificial, os desvios em relacdo a distancia artificial
nao fazem parte da fung@o objetivo, e o conjunto de restrigdes (4) passa a ser de desigualdade. Essa
distancia artificial serd designada para as arestas que nio existem no problema original, sem perda
de generalidade, essa distancia artificial serd denotada por d,+1. Assim, o conjunto de restrigdes
(3) passaria a ser escrito como:

n o n n n
kodg Zzyaij = ZZ(paij — Ngij + ||-75@ - $j||), Va=1,...,m+ 1.

i=1 j=1 i=1 j=1

onde k, para a = m + 1 € igual ao nimero de distincias faltantes para completar o conjunto de
distancias.

Algumas simplificacdes do modelo vem das observagdes de que: d;; = dj;, Vi, j; di; =
0,Vi; e de que tomar x; € Ri ndo acarretam perda de generalidade.

Como mencionado anteriormente, a combinacdo entre as varidveis bindrias e as restricdes
nao-lineares impossibilitam a resolug@o de instincias de grande porte. Duas ideias possiveis para
evitar esse problema seriam a linearizacdo das restricdes quadréticas ou a relaxacdo das varidveis
bindrias. Ambas as ideias acrescentam novas varidveis e restricdes ao modelo. Neste trabalho opta-
mos pela relaxacdo das varidveis bindrias do modelo (2)-(6). A escolha pela relaxagdo das varidveis
bindrias foi motivada pela natureza do modelo (2)-(6). A restricdo quadrética a ser adicionada é
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similar as restricdes do conjunto (3) e as varidveis a serem adicionadas ao modelo s@o varidveis
continuas. Assim, a relaxacdo nio requer mudanga nos métodos de solucio.

3.1. Relaxac¢iao do modelo

A relaxagdo do modelo torna as varidveis bindrias y,;; continuas no intervalo [0, 1] e
insere um novo conjunto de varidveis continuas wg;; € [0, 1] e uma nova unica restri¢ao quadritica,
Equag@o (7). O conjunto de varidveis wg;; terd a mesma dimensao do conjunto a ser relaxado ¥4
portanto n X n X m varidveis continuas serdo adicionadas ao modelo.

n n

m
Z Z ym] wazg 2 - an (7)

a=1i=1 j=1

Equagio (7) € composta pelo quadrado da diferenca entre os valores das varidveis 1/4i; €
[0,1] € waij € [0,1]. O valor maximo do quadrado da diferenga (y4i; — wai;)? é um; esse valor
€ atingido em duas situagdes, ou quando ¥,;; = 1 € wyi; = 0, ou vice-versa. Assim, sempre que
0 maximo é atingido temos uma solugéo bindria {0, 1} mesmo que as varidveis tenham dominio
continuo.

O modelo contendo a relaxacao das variaveis binarias € apresentado nas equacdes (8)-(12).
Neste modelo, a restricdo (7) foi adicionada a fungdo objetivo e tratada como uma penalizacdo. A
ideia de tomar a restri¢do como penaliza¢do permite explorar o fatode que Y ," | > | 2?21 (Yaij—
wmj)Q € uma funcdo convexa, e que a sua adicdo a funcdo objetivo nao altera a convexidade da
mesma. Essa abordagem foi utilizada durantes os testes computacionais a fim de ter mais controle
sobre a factibilidade binaria do problema por meio do ajuste do parametro M.

min Z Z Z Paij + Naij) + M(m Z Z Z(yaij — Waij)?) )

a=11i=1 j=1 a=11i=1 j=1

n n n n
sa kada D Y Yaij = DY (Paij = naij + |z —wjll), Va=1,...om+1 (9

i=1 j=1 i=1 j=1

m

D yai; <L Vij=1,....n (10)

a=1

Zzyam kq, Va =1,. (11)

i=1 j=1

x; > 0,n45 > 0,pi5 > 0,yai5 € [0, 1], was; € [0,1] (12)

4. Estudo Computacional

A fim de ilustrar o comportamento do modelo (8)-(12), estudamos a resolugdo de cinco
instancias com 4, 6, 8, 20 e 60 vértices no espaco R3. A instancia de 60 vértices retirada de
Gujarathi et al. [2014] € composta por um conjunto de 1770 distancias no intervalo [1,8], como
ilustra a Figura 1.

A Figura 1 foi retirada de Gujarathi et al. [2014] e apresenta o conjunto de distancias (lado
esquerdo) e a configuracdo 3D da instincia (lado direito). O conjunto de distincias é dado por um
histograma das distincias entre os atomos da molécula de Cl .
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Figura 1: Figura adaptada de Gujarathi et al. [2014].

As instancias de 4, 6, 8 e 20 vértices foram geradas de forma aleatéria a fim de simular a
posicao de moléculas em um espaco de trés dimensdes. Para cada instancia, as coordenadas de cada
um dos vértices foram geradas de forma aleatdria e depois computada a distancia euclidiana entre
cada par de vértices. Os vértices foram gerados no intervalo [0, 10] x [0,10] x [0, 10]. Ao final, o
conjunto de distincias se encontra no intervalo [2, 12]. As instAncias estdo disponiveis em !.

A principal diferenca entre a instancia apresentada na Figura 1 e as instancias geradas é
a multiplicidade de cada uma das distancias. Enquanto que a instancia de 60 vértices possui 21
distancias com multiplicidade entre 30 e 120, para o conjunto de instancias geradas as distancias
tem multiplicidade um. Os testes computacionais foram realizados usando o solver K-nitro [Waltz
e Plantenga, 2011] por meio da linguagem AMPL [Fourer et al., 1993] em um desktop com proces-
sador 17, 32GB de meméria em um sistema operacional Ubuntu 18.04. Para todos os testes o ponto
inicial foi gerado pelo préprio solver. Todas as solucdes apresentadas pelo solver sdo solugdes
6timas locais devido a ndo-convexidade do modelo.

Os testes computacionais estdo divididos em dois conjuntos. O primeiro conjunto usa a
instancia de 60 vértices para avaliar a qualidade da relaxacdo quadratica em relacdo ao parametro
M, ao tempo de solugdo (em segundos) e ao valor das diferengas positivas (14;5) € negativas (pqi;).
O segundo conjunto analisa o desempenho do modelo para as quatro instincias geradas de forma
aleatdria. A proposta é entender o comportamento do modelo em relacio ao crescimento do nimero
de distancias sem multiplicidade; o valor dos desvios positivos e negativos sao utilizados para medir
a qualidade da solugdo.

A relacdo entre a factibilidade bindria e o valor da penalizacdo M ¢é apresentada na coluna
Fact., onde o valor apresentado ¢ calculado como factibilidade = max,;; |Yqaij — int|, onde int é
0 inteiro mais proximo de y4;;. Uma vez que a factibilidade bindria do problema esta relacionada
a escolha do pardmetro M, fizemos um breve estudo da relagdo desse parimetro com os desvios
Naij € Paij- Os resultados sdo apresentados na Tabela 1; como esperado, quanto maior o valor de
M, maiores os valores dos desvios. Relacionamos esse comportamento a dois fatores principais. O
primeiro € relacionado a factibilidade bindria; quando as varidveis estdo se aproximando da factibi-
lidade e o problema encontra-se em um 6timo local, desvios maiores sdo necessarios para satisfazer
o conjunto de restri¢des quadréticas. O segundo fator é que o crescimento do valor de M faz com
que a fungdo objetivo perca sensibilidade para os valores dos desvios.

A Tabela 2 apresenta dois conjuntos e informagdes: o primeiro conjunto contém uma
descri¢do das instancias geradas, considerando o niimero de vértices, o nimero de distincias dis-

"https://github.com/petrabartmeyer/SBP02019
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Desvios (pm'j, nm'j)
M  Fact. Soma Média Desvio Padrao | Tempo (s)
10 1077 [81x107% 47x107" 1.04x1073 327
102 108 0.001 6.0x 1077  7.1x10710 648
104 10°° 0.10 57x107° 6.6 x 1071 619
106 1077 0.23 1.3x107% 34x10°° 511
108 1077 0.19 1.1x107%  1.1x107° 608

Tabela 1: Relagdo entre os os valores da penalizag@o e os desvios em relacdo as medidas das distancias.

Numero de Distancias Desvios (Paij, Naij)
Vért. Dist. Soma  Média | Fact. | Soma Média Desvio Padrdao | Tempo (s)
4 7 34.47 574 | 107° | 2.54 0.42 0.64 0.1
6 15 76.19 507 | 107° | 0.07 0.01 0.0007 2.3
8 28 179.99 642 [ 1078 | 1.50 0.05 0.06 54
20 190 1181.53 621 | 1079 | 1.88 0.01 0.01 870

Tabela 2: Relacdo entre os os valores da penalizacio e os desvios em relacdo as medidas das distancias.

tintas, o valor da soma de todas as distancias e a distincia média — observe que o niimero total de
distancias leva em consideragdes as simplificacdes mencionadas na Sessao 3; o segundo conjunto
de informagdes sdo os resultados em relagdo a factibilidade bindria da varidvel y,;;, a0s desvios n4;;
€ Paij € ao tempo de resolugdo (em segundos). Para esse conjunto de instancias usamos M = 106.

Para as quatro instancias geradas de forma aleatéria, podemos ver na Tabela 2 como o
tempo de solucdo (em segundos) cresce exponencialmente em fungdo da dimensdo do problema.
Para a instancia de 8 vértices temos quatro vezes mais distancias que para a instancia de 4 vértices,
contudo o tempo computacional € 50 vezes maior. Quando comparada a instincia de 6 vértices, que
possui quase metade das distancias, o tempo computacionais € ainda mais que o dobro. Isso porque,
para essas instancias o conjunto de restricdes quadraticas cresce com a dimensdo do problema uma
vez que ndo ha multiplicidade no conjunto de distancias. Contudo, a qualidade da solucdo medida
pelos desvios e a factibilidade bindria ndo mostram ter relacdo com a dimensado da instancia.

S. Discussao e Conclusoes

Este trabalho desenvolveu um modelo de otimiza¢do nao-linear ndo-convexo inteiro misto
para o problema de geometria de distancias sem designacdo. Para tornar o modelo trativel do
ponto de vista computacional, foi desenvolvida uma reformulacdo do problema original como um
problema de programacdo nao-linear ndo-convexo, utilizando uma técnica de relaxag@o para as
varidveis bindrias.

O desempenho da abordagem proposta foi avaliado em testes computacionais envolvendo
cinco instancias. Os testes procuraram avaliar tanto a relacdo das dimensdes das instancias com os
tempos de solucdo, como identificar a forma como os parametros da relaxacio das varidveis bindrias
influenciam a solug¢do do problema.

O modelo se mostrou sensivel ao ponto inicial, uma vez que a versdo do solver utilizado
ndo garante a obtencao de solugdes 6timas globais quando o modelo é nao-convexo. Em trabalhos
futuros esse aspecto deve ser melhor explorado, com o uso de multiplos pontos iniciais gerados por
heuristicas e com a avaliac@o de técnicas de suavizacdo progressiva da funcio.

O recurso de relagdo das varidveis bindrias permitiu a abordagem do modelo com um
solver comercial. Contudo, a qualidade da solucdo foi sensivel ao valor da penalizagdo M adotada.
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Estratégias que escolham o valor de M de forma adaptativa devem ser avaliadas para melhorar esse
comportamento.

A exploracgdo realizada no trabalho sugere que o uso de modelos de programacdo nao-
linear pode ser uma estratégia atraente para abordar o unassigned geometry distance problem (WDGP).
A aplicacdo das ideias apresentadas, combinadas aos avangos em solvers comerciais, pode tornar o
modelo proposto uma alternativa para solucdo de instancias de maior porte e para atingir solu¢des
6timas globais para o problema.

Agradecimento. Os autores agradecem o apoio do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cien-
tifico e Tecnolégico (CNPq).
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