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Introdugdo

Objetivos

@ Apresentar e discutir modelos matematicos de problemas da
Engenharia de Produgdo, particularmente referentes a decisdes
de dimensionamento de producdo e estoques de itens.

@ Expor um campo de aplicagdo de PO pouco divulgado no
Brasil.

@ Proporcionar uma experiéncia na modelagem matemadtica de
realidades que envolvem aspectos fisicos e econdmicos nas
inddstrias.

PLANEJANENTO DE EST

= = . racaacliag ciloncalalQ
Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUGAO A MODELLS DE



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Introdugdo

Sobre elaboracdo de modelos

@ A inclusdo de aspectos da realidade que n3o sio relevantes
para a tomada de decisdo pode obscurecer aspectos essenciais
e tornar o modelo menos (til para seu propdsito.

@ A exclusdo de aspectos fundamentais pode tornar o modelo
inatil.

@ Portanto, um bom modelo deve incluir apenas tudo que é
relevante para seu propdsito.
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Introdugdo

Sobre problemas quantitativos de geréncia da producio

o E esperado que suas solugdes sejam obtidas por otimizacio de
seus modelos de custo.

@ Mais importante do que obter solugdes étimas é explorar os
problemas por meio de andlises “que tal se” através de seus
modelos.

@ Aqui, introduziremos problemas classicos e seus modelos
bésicos serdo construidos passo a passo.

@ Ainda, problemas praticos de natureza diversa s3o vistos como
extensoes de modelos basicos.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Problema do tamanho do lote de reposicao

Aborda modelos de producdo de um item isolado com demanda
deterministica e constante.

@ Modelo bdsico - Modelo EOQ
@ Modelo com desconto por quantidade

@ Modelo com aumento de preco iminente
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo basico

@ Problema: suponha uma situagdo do comércio varejista em
que o gerente do supermercado deseja saber em que
quantidade e quando o item sal de cozinha deve ser
encomendado, de modo a minimizar o custo total e satisfazer
integralmente a demanda.

@ Sabemos que o sal de cozinha tem:

o Custo estavel ao longo do tempo,
e Demanda em quantidade praticamente constante e fluxo
continuo.

@ Problema classico conhecido como determinacdo do tamanho
do lote econémico de compra (economic order quantity -

EOQ)
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Custos relevantes
@ custo de encomendar: custo de fazer uma encomenda
independente do seu tamanho

@ custo de manter estoque: custo de oportunidade do dinheiro
empatado no estoque mais os custos de seguro contra roubo e
incéndio, de armazenagem e de movimentacdo no depdsito

@ custo de aquisicdo da encomenda
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Consideracdes iniciais
@ A taxa de demanda anual pelo item é constante e deterministica.

@ A quantidade encomendada do item pode ser um nimero qualquer
e ndo ha restricoes quanto a quantidade.

© Naio pode haver falta do item.

@ O valor ou prego unitirio de aquisicdo do item é constante e
independe da quantidade encomendada.

@ Os custos de encomendar, adquirir a encomenda e manter estoques
sdo constantes, conhecidos e invariantes no tempo, e compdem o
custo total.

N3o se considera a existéncia de outros itens.
O tempo de reposicdo é constante e conhecido.

O lote encomendado chega integralmente num mesmo instante.

©0 00

O horizonte de planejamento é longo (virtualmente infinito) e os
pardmetros n3o variam.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Notacdo

@ @ quantidade fixa a ser encomendada do item por periodo
(unidades do item)

T tempo do ciclo ou periodo (ano)

@ N ndmero de encomendas (i.e. de ciclos) num ano

r taxa de manter o estoque ($/$/ano)

@ v valor ou prego unitario do item ($)

A custo de encomendar ou fazer uma encomenda ($)

D taxa de demanda (unidades do item/ano)

H custo unitdrio de manter o item em estoque (H = rv) ($/ano)

I nivel de estoque (unidades do item)

CTA custo total anual do item ($/ano)
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Parametros e varidveis do modelo basico
@ Parametros: r, v, A, D e H.

@ Observamos as seguintes relagdes fixas:

D Q 1
Q D N

@ Portanto, podemos escolher a varidvel de decisdo: @, N ou T
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Variacdo do estoque ao longo do tempo
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo do custo total anual

@ Custo anual de encomendar
Ce=AN=AD/Q, Q>0.

@ Custo anual de manter estoque

_Q, @
CM—EH—EVI’

@ Custo anual de aquisicdo do item
Ca = Dv

@ Portanto, o custo total anual é dado por

CTA(Q) = AD + 9vr+ Dv.

Q 2
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Proposicdo 1. CTA é uma funcdo estritamente convexa em @ > 0
que tem seu minimo em

EOQ — 2AD‘

vr

De fato, a primeira derivada da funcio é

dCTA AD vr
o V=@t
Igualando-a a zero e resolvendo para @ > 0, temos
dCTA, _, «  [2AD
ao (@)=0 e @=y
Da segunda derivada da func¢do, temos para @ > 0 que
d’CTA 2AD

TQZ(Q):? > 0.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Funcdo do custo relevante total anual

AD Q

CRT —_ 4 =

(Q) =%+ 5
Custo relevante total étimo
2AD

AD AD
CRT(EOQ) = \/ ‘”\/ " V2ADvr.
2AD

Observe que o custo de encomendar 6timo é igual ao custo de
manter estoque Stimo.

Tempo de ciclo 6timo

Teog = EOQ/D.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Exemplo numérico 1
Determine o tamanho do lote econémico de um item, usando
os seguintes dados com suas unidades padrao:

D A v r
100 10,00 200,00 0,2

Solucao
Substituindo os valores dos parametros na férmula de EOQ),

obtemos:
[2A 0)(100)
EO =71
@= 200 0,2) ’

CRT(EOQ) = v2ADvr = 1/2(10)(100)(200)(0, 2) = 282, 8.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Exemplo numérico 1 - Solugdo grafica

1200 1
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CRT, Cg, Cp em fungdo das quantidades do item
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Sensibilidade aos parametros

Das férmulas de EOQ, CRT(EOQ) e Tgoq, vé-se que os valores
étimos do lote a ser encomendado, do custo relevante total e da
duracdo do ciclo sdo funcdo da raiz quadrada dos parametros.
Isso resulta em:

@ os valores 6timos sdo pouco sensiveis a variacoes dos
pardmetros; o custo 6timo aumenta sublinearmente com a
demanda e com outros pardmetros.

@ o custo total relevante 6timo é pouco sensivel a escolha de um
tamanho do lote préximo a EOQ.

Esse comportamento pode ser observado no grifico de CRT em
funcdo de Q.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Modelo com desconto por quantidade

E comum obter descontos no valor unitdrio do item v, quando
se encomenda lotes grandes.

@ O fornecedor decide o lote de referéncia a partir do qual o
desconto serd concedido.

@ Podemos ter desconto incremental: as primeiras q; unidades
de uma encomenda @ vao custar vi, as seguintes g» — g1
unidades v3o custar v» (< vq) e assim por diante até chegar a
Q.

@ Ou obter desconto em todas as unidades: se gy for a maior
quantidade limite menor do que @, ent3o serd cobrado o valor
Vi para todas as unidades da encomenda Q.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Vamos estudar o caso de desconto em todas as unidades em que
a estrutura do preco unitdrio do item dada pelo fornecedor é

V:{Vo, 0<QR<Q (1)
i=w(l-d), Q<Q

onde

7

@ gy € o preco unitdrio basico,
@ v; é o preco unitdrio com desconto quando @ > @,

e d é a fragdo decimal do desconto (0 < d < 1),
o Q é o lote de referéncia.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Modelo de custo com desconto

Devemos incluir a parcela Dv na expressdo do custo relevante total:

CRTo(Q) =42 + $wr+Dw, 0<Q<Q,
CRT(Q) = ; )
CRT1(Q) =42 + $ur+Dvi, Q<Q.

Como v; < vp, segue imediatamente que

@ CRT é uma funcdo descontinua em Q,
@ CRTy < CRTy para todo Q,

) EOQQ < EOQl.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo com aumento de preco iminente

Devemos analisar trés situacdes possiveis para determinar Q*

e Se FOQ; > Q, entio Q* = EOQ,, pois, para @ > Q,

CRT(Q) = CRT1(Q) e CRT1(EOQy) < CRT1(Q).

@ Sendo, se EOQ; < Q, entdo precisamos comparar
CRTo(EOQp) e CRT1(Q) no intervalo 0 < Q < Q:

e se CRTo(EOQp) < CRT1(Q), entdo o tamanho do lote Stimo
a ser encomendad_o serd EOQ;

@ sen3o, se C/i’Tl(Q) < CRTy(EOQy), entdo o tamanho do lote
6étimo serd Q.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Algoritmo

Inicio
Calcule EO@y
Se EOQ; > Q, entdo Q* = EOQy;
Sendo
Calcule CRTo(EOQp) e CRT1(Q);
Faca Q" = argmin{CRTo(EOQo), CRT1(Q@)}

Fim

Fim
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Exemplo numérico 2

Um fornecedor oferece 5% de desconto para lotes com 100 ou
mais unidades de 3 itens de varejo, cujos dados em unidades usuais
estao na tabela a seguir:

[tem D Vo A r
1 104 3,10 1,50 0,24
2 416 1420 150 0,24
3 4160 2,40 1,50 0,24

Solucdo
Se d = 0,05, entdo v; = vp(1 —0,05) = 0,95y, ¢ aplicado no
desconto por quantidade para os 3 itens.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo com aumento de preco iminente

Solucdo ltem 1
Verifica-se que vp = 3,10, v = 2,95 ¢

2(1,50)(104)

EO@ = 2,95(0, 24)

= 20,99 < Q = 100.

Calculando
CRT(EOQy) = \/2(1, 50)(104)(3,10)(0,24)+104(3,10) = 337,64,
s 1,50(104) 100

CRT(Q) = =3 5~ + —(2,95)(0, 24) + 104(2, 95) = 343,76,

temos que

CRT(EOQo) < CRT(Q).

Ent3o, é melhor abrir m3o do desconto e encomendar o lote com
tamanho
2(1,50)(104)

EOQo = 3,10(0, 24)

= 20,48.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Figura: Item 1: desconto por quantidade
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo com aumento de preco iminente

Solugdo Item 2
Verifica-se que vg = 14,20, v = 13,49 e

2(1,50)(416)

EOQ1 =1/ 73,49(0, 24

= 19,14 < Q = 100.

Calculando

CRT(EOQy) = /2(1,50)(416)(14,20)(0, 24)+416(14,20) = 5.972, 42,

1,50(416) 100
’1(()0)+2(13,49)(0, 24)+416(13,49) = 5.779, 96,

tem-se que CRT(Q) < CRT(EOQy), entdo é melhor encomendar
o tamanho do lote de referéncia @ = 100, garantindo o desconto.

CRT(Q) =
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

100

Figura: Item 2: desconto por quantidade
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Solucdo Item 3
Verifica-se que vy = 2,40, v = 2,28 e

2(1,50)(4160)
2,28(0,24)

EOQ; = = 151,02 > @ = 100.

Ao encomendar a quantidade igual a EOQ1, o desconto fica
imediatamente garantindo.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

100 149

Figura: Item 3: desconto por quantidade
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo com aumento de preco iminente

Modelo com aumento de preco iminente

@ Quando se sabe com antecedéncia que o preco de um produto
vai aumentar, pode ser interessante fazer uma encomenda
maior que a usual, de forma a obter uma vantagem no preco.

@ Deseja-se determinar a quantidade étima do item Q* que
deve ser encomendada antes do incremento do prego, baseada
na abordagem proposta por Naddor(1966).

o A ideia central é considerar que a mudanca do preco fard com
que o lote econdmico fique em outro patamar.

o Considera-se ainda que a decisdo de encomendar e o
recebimento da nova encomenda ocorrem no exato instante em
que o estoque se esgota e que 0 novo preco unitario seja
conhecido.

= - 0 aodina ciloncalalQ
Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUGAO A MODELLS DE

PLANEJANENTO DE EST


https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Modelo com aumento de preco iminente

Sejam
@ v preco unitadrio do item vigente, com tamanho de lote EOQ},
@ v» novo preco, com tamanho do lote EOQ>.

Custo relevante total com v, é dado por
CRT(EOQ,) = \/2ADvyr + Dvs.
Ganho em encomendar @ com vy no periodo T é modelado por
G(Q) = T(CRT(EO®))— T(CRT(Q))

AD
— %(\/ZAszr + Dvp) — % <Q + gvlr + Dv1>

2
= %(\/2ADVQr+ Dv,) — <A+ Qvi + @ v1r> .

2D
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Proposicdo 2. G é uma funcdo estritamente céncava em @ > O.

De fato, da primeira derivada, tem-se que
dG
d@

permitindo verificar a existéncia de um (nico ponto critico

(Q) = %(\/2ADv2r + Dvp) — vq — Qgrj

_ CRT(EO®,) — Dv;

vir

Q*
Do célculo da segunda derivada, tem-se que

d’G
TQ2(Q) = —% < 0.
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Tamanho do lote 6timo de maximo ganho com aumento de preco

iminente é:
B CRT(EOQ®y) — Dwy

vir

Q*
ou, equivalentemente,

V Vo — V-
Q"= ZEOQ; + = —D.
1

vir
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo
Modelo com aumento de preco iminente

Transicdo entre ciclos de estoques com proveito do aumento de
preco

Q

EOQq

EOQ

PLANEJANENTO DE EST
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Modelo basico
Modelo com desconto por quantidade
Modelo com aumento de preco iminente

Problema do tamanho do lote de reposicdo

Exemplo numérico 3

Calcule o tamanho do lote a ser encomendado, sabendo que
existe previsdo de aumento de pre¢o no item desejado.
Os valores dos pardmetros em suas unidades usuais s3o:

e r=020,2,
e v; = 15,
e v» = 20,
e A=3,

e D =100.
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Modelo basico

Modelo com desconto por quantidade

Problema do tamanho do lote de reposicdo ..
Modelo com aumento de preco iminente

Solucao
Calcula-se primeiramente

2(3)(100)
EOQ, = /| 22R2"2) 15 9
0@, 20(0, 2) e
20 20 — 15
= 100 100 = 182
Q 15,+(02)oo 82,0.

O tempo de ciclo 6timo é
T =Q"/D =182,9/100 = 1,83 ano.

Porém, note que o tempo de ciclo anterior tem sido menos de 2
meses:

EOQ: =

72(3)(100) EOQu =0, 141 ano
D ’ ’

=14,1= T1 =
15(0, 2) ’ !

Serd que o item mantera a sua funcionalidade por um periodo tio
longo de estocagem?

Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC)

INTRODUQ_A() A MODELUb DE PLANEJAMENTO DE EST!


https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

INTRODUCAO A MODELOS DE
PLANEJAMENTO DE ESTOQUES E DE
PRODUCAO

Leonardo Lustosa (PUC-Rio)
Fernanda Raupp (IMPA/LNCC)

Minicurso SBPO

8-9 de agosto de 2018

Lttt [l o oo oo o aloncao /o /00N noi—nt b
Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUCAO A MODELOS DE PLANEJANENTO DE EST



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo para o caso discreto
Modelo para o caso continuo

Problema do jornaleiro

Vamos abordar agora problemas cuja principal dificuldade é
incerteza na demanda. Exemplos:
@ Quantos casacos uma loja deve encomendar no verdo para
vender no outono/inverno?
@ Quantos bolos uma padaria deve assar para vender no final de
semana?

@ Quantos crachds um evento deve encomendar para distribuir
entre os participantes?

Todos esses problemas tém estrutura analoga, muitas vezes
resolvidos de forma intuitiva. Vamos aqui trata-los com auxilio da
estatistica.
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Modelo para o caso discreto
Modelo para o caso continuo

Problema do jornaleiro

Problema do jornaleiro

Quantas unidades de um jornal o jornaleiro deve encomendar
para vender em certo dia sem saber exatamente a sua demanda?
Se comprar menos que a demanda, sua margem de lucro fica
prejudicada. Se comprar a mais, terd que devolver as unidades que
sobraram a um preco inferior ao pago inicialmente, o que também
prejudica sua margem de lucro.

@ Também é conhecido como Problema da Arvore de Natal.

@ Tem aplicacdo direta em andlise quantitativa de contratos e
gestdo de rendimentos em companhias de transporte aéreo e
hotéis, por exemplo.

@ Na maioria dos casos da pratica, esse problema é resolvido de
forma intuitiva, superestimando a demanda.

@ Aqui, o resolveremos através de um modelo probabilistico.
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Modelo para o caso discreto
Modelo para o caso continuo

Problema do jornaleiro

@ Problema: Queremos determinar a quantidade a ser
encomendada de um item para um periodo particular com
demanda incerta, de modo a minimizar o custo total.

@ Aqui, a demanda incerta é expressa por uma variavel aleatéria
com distribuicdo de probabilidade conhecida.

@ E sabido que o item perde parte do seu valor apds o periodo
de interesse.

@ Por hipétese, vamos supor que os custos de faltar e de sobrar
sdo fixos e conhecidos, e que o custo de falta é maior que o
custo de sobra.

@ Primeiramente, vamos considerar que a demanda pelo item
seja uma variavel aleatéria discreta.
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Modelo para o caso discreto
Modelo para o caso continuo

Problema do jornaleiro

Notacdo

@ ¢r custo por cada unidade do item que vier a faltar ($)
@ ¢, custo por cada unidade do item que vier a sobrar ($)

@ @ quantidade do item a ser encomendada para o periodo
particular (unidades)

@ X demanda pelo item durante o periodo particular, variavel
aleatéria ndo negativa (unidades do item)

@ p(x) probabilidade da demanda assumir o valor x,
p(x)=0Vx<0

e F(x) fungdo de distribuicdo de probabilidade acumulada da
demanda.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

X como varidvel aleatdria discreta

@ Seu espaco amostral Q pode ser finito ou infinito.

@ A funcio de distribui¢ao de probabilidade acumulada de X é
definida para x; € Q2 por

F(x) =Y p(xi).

X <x

© Seu valor esperado é dado por E[X] = > xip(x;), onde
x; € Q.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Modelo deterministico de custo total

. CS(Q _X), x < Q
A=\ ¢(x-Q), x>Q
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Modelo deterministico de custo total

. %(Q"X% x<Q
(@)= { r(x—Q), x>Q

Modelo do custo total esperado

E[C(Q)] = &Y (Q—x)p(x)+cr Y (x = Q)p(x).

x<Q x>Q

@ Pode-se provar que E[C(Q)] é uma fung3o convexa e
unimodal, apesar de os limites dos somatérios depederem de
Q.

@ Supondo que @* é o ponto de minimo custo, segue que
E[C(Q")] < E[C(Q)] para todo Q > 0.

0OS DE PLANEJANENTO DE EST

Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUGCAO A MODEL



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Fazendo a andlise marginal do custo total esperado, temos que

AE[C(Q)]
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E[C(Q +1)] — E[C(Q)]
& 3 (Q@+1-x)p() ter Y (x—Q—1)p(x)

x<Q+1 x>Q+1
6 37(Q - p0) — o 3 (x — Q)p(x)
x<Q x>Q
& 3(Q+1-x)p(x) — & 3°(Q - x)p(x)
x<Q x<Q
o 3 - Qe e Y (- Q= 1)p(x)
x>Q+1 x>Q+1
Y p(x)=c Y p(x)
x<Q x>Q+1

¢sF(Q) — cr(1 - F(Q)).
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Da condigdo de otimalidade de E[C(Q)] em Q*, temos que Q* é o
menor valor de @ tal que

AE[C(Q")] = E[C(Q* + 1)] — E[C(Q")] > 0.

Ou seja,
Cf

F(Q")—cr(1-F(QR")>0 < F(QF)> e

Portanto, tem-se que encontrar o menor valor de F(Q*) tal que a
condicdo imediatamente acima seja satisfeita.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Exemplo numérico 4
(Aplicagdo em organizagdo de evento temporario)

Um organizador de um evento cientifico deve decidir quantos
CDs com trabalhos dos palestrantes devem ser encomendados.

N3o se sabe quantas pessoas irdo se inscrever no evento.
Custo de cada CD é R$1,00.

Se encomendar menos CDs do que o necessdrio, terd que fazer
e enviar novos CDs, pagando R$1,50 a mais por cada unidade.

@ Se encomendar mais CDs que o necessario, as unidades que
sobrarem serdo descartadas.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

@ De sua experiéncia, o organizador tem estimativas para as
possiveis demandas e suas probabilidades de ocorréncia,
conforme a tabela a seguir.

dem prob prob acum
100 0,15 0,15
150 0,20 0,35
200 0,30 0,65
250 0,20 0,85
300 0,15 1,00

Quantas unidades do CD devem ser encomendadas a fim de obter
o custo total esperado minimo?
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Solugdo
Temos que:

@ @ representa as unidades do CD encomendadas,
@ o custo de sobra é Cs = R$1, 00,
@ o custo de falta é Cr = R$2,25.

Queremos encontrar o menor valor de @ de modo a satisfazer
F(Q) > cr/(cs + ¢r) = 2,25/(1,00 + 2,25) = 0, 69.

Da tabela de estimativas de probabilidades acumuladas do
organizador, verifica-se que o menor valor de F(Q*) que satisfaz
F(Q) > 0,69 é F(Q*) =0,85, ou seja, @* = 250.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Solucdo

Nesse caso, o custo total esperado minimo é dado por:

E[C(QI] = & Y (@ =x)p(x)+er Y (x—Q)p(x)

x<Q* x>Q*
= 1,00 ) (250 — x)p(x) +2,25 Y (x — 250)p(x)
x<250 x>250

= 1,00(250 — 100)p(100) + 1,00(250 — 150)p(150)

1,00(250 — 200)p(200) + 2,25 > (300 — 250)p(300)
x>250
150(0, 15) + 100(0, 20) + 50(0, 30) + 2, 25(50)(0, 15)
— 22,5420+ 15 + 16,875 = 74, 375.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro )
Modelo para o caso continuo

Exemplo numérico 5
(Aplicagdo em gestdo de rendimentos (revenue management))

Um voo de uma companhia aérea tem 10 assentos disponiveis.
A tarifa plena de R$500,00 é cobrada para cada assento. O custo
marginal por ocupar um assento é R$100,00, ou seja, por cada
assento ocupado, a companhia gasta adicionalmente R$100,00.

A maioria dos clientes sao executivos, insensiveis a desconto na
tarifa. Ent3o, para vender todos os seus assentos, a companhia
bloqueia assentos para uma agéncia de turismo.

A agéncia de turismo compra qualquer quantidade de assentos com
antecedé@ncia de uma semana, com desconto de R$150,00 sobre a
tarifa plena.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

A companhia tem os seguintes dados histéricos da demanda
referente a tarifa plena.

demanda prob prob acum demanda prob prob acum
0 0,06 0,06 6 0,10 0,85
1 0,09 0,15 7 0,06 0,91
2 0,10 0,25 8 0,05 0,9
3 0,15 0,40 9 0,03 0,99
4 0,20 0,60 10 0,01 1,00
5 0,15 0,75

A menos de uma semana de um voo, quantos assentos devem ser
reservados a executivos com tarifa plena?
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro 3
Modelo para o caso continuo

Solucao

@ Custo de sobrar assentos a tarifa plena
¢s = 500 — 150 — 100 = 250.
o Custo de faltar assentos a tarifa plena
cr = 500 — 100 = 400.

o F(Q) > cr/(cr + ¢cs) = 400/650 = 0,61

e Consultando a tabela, observamos que F(Q*) = 0,75 é o
menor valor de F(Q) que satisfaz a desigualdade. Portanto,
Q* = b assentos devem ser reservados aos executivos e os 5
restantes ser vendidos a agencia de turismo.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Modelo para o caso continuo

Uma formulacdo continua para o problema do jornaleiro pode ser
desejavel quando o item considerado tem medida continua ou
quando uma aproximagdo continua é conveniente, uma vez que é
mais facil manipular distribuicdes de probabilidade continuas do
que as suas correspondentes discretas.

Problema: Queremos determinar a quantidade a ser encomendada
de um item para um periodo particular com demanda incerta, de
modo a minimizar o custo total, considerando que a demanda pelo
item é representada por uma varidvel aleatéria continua.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

X como varidvel continua

@ Seu espaco amostral € é infinito.

@ A funcgio de distribuicao de probabilidade acumulada de X é
definida para x € Q por

F(x) = / T F(x)d,

—0o
onde f(-) é a fun¢do densidade de probabilidade de X, com
valores nulos para valores negativos de x.

© Seu valor esperado é dado por

E[X] = /er xf(x)dx = /+OO xf(x)dx.

—00
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Para montar o modelo de custo total esperado voltamos ao modelo
deterministico do custo total, dado por

_ CS(Q_X)7
c@= { cr(x — @), x

Ent3o, o modelo de custo total esperado no caso continuo é dado
por

Q
Q -

I\/ I/\

Q +o0
E[C(Q)] = /_ cs(Q — X)f(X)dX+/Q cr(x — Q)f (x)dx.
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Desenvolvendo o custo total esperado, obtemos:

Q +o0
E[C(Q)] = /_ CS(QX)f(X)dx+/ cr(x — Q)f(x)dx

oo Q

= ¢ /Q (Q — x)f(x)dx + cr /QJFOO(X— Q)f (x)dx
= CSQ/ dx—cs/o xf(x)dx +

Cf/Q xf(x )dx—c,cQj+oo f(x)dx
= CSQF(Q)—CS/in(X)dX

s /;OO xF(x)dx — crQ(1 — F(Q)).
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Logo, para obter a quantidade étima a ser encomendada do item,
podemos derivar o custo total esperado.

Para isso, lembre que
o F(x)= fjoo f(x)dx = F'(x) = f(x),

o F(x) = [it) f(x)dx = F/(x) = W(x)f(h(x)) — &'(x)f(g(x)).
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

= oF(Q)+cQf(Q) — ¢ Qf(Q)

—crQf(Q) — cr(1 = F(Q)) + cr QF(Q)
= F(Q)—cr(1- F(Q))
= (cs+cr)F(Q) — cr.

Portanto, o valor 6timo Q* deve satisfazer:

dE[C(Q)]
dQ

Pode-se verificar facilmente que a segunda derivada de E[C(Q)] é
positiva para todo @ > 0.

Cr
Cs + Cf‘

—0& F(Q) =

Lttt [l o oo oo o aloncao /o /00N noi—nt b
Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUCi\O A MODELOS DE PLANEJANENTO DE EST!



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Exemplo numérico 6

Uma empresa quer fazer um contrato de servico de manutencdo
do tipo take-or-pay, ou seja, ela paga antecipadamente por Q
horas de servico a um preco unitdrio v.

@ Se ela usa menos que @ horas, n3o terd reembolso;
@ porém, se usar mais que @ horas, precisard pagar um preco
unitario v > v.
A demanda pelo servico tem distribuicao normal com média i e

desvio-padrio o.
Qual o niimero de horas contratadas que minimiza o custo?
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Modelo para o caso discreto

Problema do jornaleiro ’
Modelo para o caso continuo

Solucdo

Suponha que @ horas sejam contratadas a custo unitario v.
Para cada hora de servico que sobra o custo é ¢; = v.

Para cada hora de servico que falta o custo é ¢f = v.

A condicdo de otimalidade para a funcdo distribuicdo normal
padronizada é

F(z) = ® <Q;’“‘> = cr/(cs + cr) = /(v + 7).

Isto é, precisamos encontrar z* = (Q* — p)/o na tabela da
distribuicao normal padronizada que corresponde a
F(z*)=v/(v+ V).

o Portanto, o valor de Q* serd determinado a partir de z*.
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Modelo multi-item em tnico periodo

Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-perit

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacida
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Problema de planejamento da producdo

Pense na produ¢do de algum bem ou servico. Seu planejamento
deve considerar os seguintes aspectos bdsicos:

@ produto em si,

@ escala de producao,
@ tipo de processo,

@ mercado alvo.

Sobretudo, o planejamento da producdo é guiado pelo tipo de
demanda:

@ se existe demanda, a producdo é "sob pedido”,
@ se a demanda é criada, a producdo é " para estoque”.
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Modelo multi-item em tnico periodo

Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-perit
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Aqui, iremos estudar o planejamento da producao para estoque, ou
seja, vamos tratar das decisGes de encomendar (para produzir ou
comprar) e de estocar itens numa fabrica.

Pense, por exemplo, no planejamento da produc3o de telefones
celulares inteligentes ou geladeiras.

Vamos supor por hipdtese que

@ a capacidade de produgdo é fixa e conhecida (competéncias e
recursos de producdo ja foram providenciados com
antecedéncia e estdo prontos para uso),

@ a demanda prevista para o horizonte de planejamento é
conhecida (a previsdo da demanda j3 foi realizada).
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As técnicas ou métodos usados para encontrar um plano de
producdo podem ser intuitivos ou cientificos.

o Largamente utilizadas, as técnicas intuitivas contam com a
ajuda da experiéncia dos planejadores e de ferramentas, tal
como, planilhas eletronicas, tabelas e graficos. S3o capazes de
gerar planos de producdo viaveis, quando bem sucedidos.

@ J3 as técnicas cientificas fazem uso de resultados tedricos da
Programacdo Matemdtica ou Otimiza¢do para gerar um plano
de produgdo 6timo sob algum ponto de vista, quando possivel.
Sua grande vantagem é explorar o problema de planejamento
da producdo por meio de andlises " que tal se”, através de seu
modelo.
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Neste curso, iremos focar principalmente em modelos bésicos de
problemas de planejamento de sistemas produtivos.

A construcdo de um modelo de planejamento deve anteceder, em
geral, a aplicacdo de um método de solugcdo. Na ordem crescente
de complexidade, iremos ver:

@ Modelo multi-item em tnico periodo

@ Modelo de um item sem limitacdo de capacidade de producdo
e multi-periodo

@ Modelo de um item com capacidade limitada de producdo e
multi-periodo

@ Modelo multi-item multi-periodo sem limitacdo de capacidade
de produgao

@ Modelo multi-item multi-periodo com limitac3o de capacidade
de producdo
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Modelo multi-item em (nico periodo

Problema: Determinar a quantidade a produzir de cada item num
tinico periodo.

Esse problema é conhecido como “determinacdo do mix de
producdo”

Para chegar ao modelo geral vamos comegar apresentando um
exemplo simples e especifico.
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Exemplo numérico 7
Uma marcenaria produz mesas e cadeiras.
Preco unitario de venda

@ mesa: R$1000,

@ cadeira: R$400.
Dois recursos de producdo principais

@ mesa: 4h de m3o-de-obra e 6unid de madeira,

@ cadeira: 7h de m3o-de-obra e 3unid de madeira.
Disponibilidade dos recursos

@ 42h m3o-de-obra,

@ 50unid madeira.

Sabe-se que tudo que é produzido é vendido. Deseja-se encontrar
um plano de producdo que maximize a receita da marcenaria.
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Modelagem do problema de planejamento da producao da
marcenaria

Conjuntos e indices

e /, i € | conjunto de itens (mesa e cadeira) a serem
produzidos, |/| =n=2

e J, j € J conjunto de recursos de producdo (m&o-de-obra e
madeira), |J| = m = 2.
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Parametros

@ c¢; = 1000 prego unitdrio da mesa
¢» = 400 preco unitario da cadeira
a1 = 4 h de m3o-de-obra necessarias para produzir 1 mesa
ai» = 7 h de mao-de-obra necessdrias para produzir 1 cadeira
a>1 = 6 unid de madeira necessdrias para produzir 1 mesa
a>> = 3 unid de madeira necessarias para produzir 1 cadeira

by = 42 disponibilidade de m3o-de-obra em horas

b, = 50 disponibilidade de madeira em unidades.
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Variaveis de decisdo
@ x; quantidade a ser produzida de mesas

@ x> quantidade a ser produzida de cadeiras

Restricoes

@ As disponibilidades dos recursos devem ser consideradas como
limitantes no uso desses recursos.

@ As quantidades de mesas e cadeiras a serem produzidas nao
podem ser negativas: x3 > 0 e x» > 0.

Objetivo

@ Maximizar a receita: z(xi, x2) = 1000x; + 400xp.
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Modelo matematico resultante

maximizar z = 1000x; + 400x>
sujeito a Idx1 + Txp < 42
6x1 + 3x0 <50
x1 > 0,x > 0.

Como esse problema apresenta somente 2 varidveis de decisdo,
podemos usar o método grafico para resolvé-lo e verificar que a sua
solu¢do ndo é adequada para a marcenaria, ou seja, verificar que o
seu modelo n3o estd adequado.
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Vamos comecar pela determina¢do do conjunto das solu¢des
vidveis do problema, chamado de regido vidvel:

R = {(x1,%) € R? : 4x1+Tx, < 42,6x14+3x2 < 50,x > 0, > 0}.

Verificamos que
e cada restricio de desigualdade define um semi-espaco no R?,

@ o conjunto vidvel satisfaz simultaneamente todas as
desigualdades,

@ um ponto 6timo é um ponto da regido vidvel R que da o
maior valor a funcdo objetivo, no caso de maximizac3o.
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Conjunto de solugdes viadveis de producdo de mesas e cadeiras da
marcenaria

16,>

6x, +3x,= 50

o/

AX, +7x, = 42

Leonardo
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Determinacdo de uma solucdo étima

Precisamos primeiramente definir a direcio de mixima subida da
funcdo objetivo

z(x1, x2) = 1000x; + 400x>.
Para isso, determinamos o seu gradiente

V(. %) = (Oz(g)l(ixz)’ 82(;)1(;2)) — (1000, 400).

Note que o gradiente é constante para qualquer ponto do dominio
de uma fungdo afim linear, em particular z.
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Ajustando a escala, posicionamos um vetor proporcioanal ao vetor
gradiente e introduzimos as curvas de nivel da funcdo objetivo z
(retas paralelas e ortogonais ao gradiente).

AX,
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Seguindo a direcio de maxima subida de z, encontramos o ponto
de maximo na fronteira da regido vidvel R: (8.3,0), ou seja, o
plano étimo correspondente ao modelo construido para marcenaria
¢ dado com a producdo de 8.3 mesas e 0 cadeiras.

Porém, tal solucao n3o estd boa para a marcenaria, pois
costumeiramente vende-se uma mesa com quatro cadeiras!

Introduzindo a nova condigdo a nova formulagcao do problema,
obtemos:

maximizar z = 1000x; + 400x»
sujeito a dx1 + Txp < 42
6x1 + 3x2 < 50
4x1 —xo =0

Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC,
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Com isso, tem-se uma nova regido vidvel, dada por segmento de
reta R.

16,>

4x,-x,=0

6x, +3x, = 50

s> o0/

Ax, +7x, =42

1 8,3\ 10,5 X,
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Como z e suas curvas de nivel ndo foram alterados, usamos o
mesmo procedimento para encontrar a nova solucdo étima na
fronteira de R, dada pelo ponto (1.3,5.2).

AX,

\ 4

A solucdo 6tima é real! L B -
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Um problema de programacao linear, como o exemplo de problema
de planejamento da producdo que vimos, pode ser escrito no
formato padrao como

minimizar C1X1 + Cxo + ... + CnXp
sujeito a  aji1xy + axe + ...+ aipxp = by

a1X1 + axnxa + ...+ amxp = bo

amix1 + am2x2 + ...+ amnXp = by
Xlzov X2207"‘7 XHZO
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ou resumidamente na forma matricial como

minimizar cTx

sujeitoa Ax=0b
x >0,

em que s3o conhecidos A, b e c.
o Cada coeficiente da matriz A representa a quantidade de um
recurso necessaria a producdo de uma unidade de um item,
@ os coeficientes do vetor b representam as quantidades
disponiveis dos recursos de producao,
@ os coeficientes do vetor ¢ representam os custos unitdrios dos
itens.
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Problemas de programacio linear

@ com variaveis reais sdo faceis de serem resolvidos. A exigéncia
de varidveis inteiras pode dificultar bastante a resolucdo do
modelo. Nem pense em arredondar solucdes reais em solucGes
inteiras, pois na maioria dos casos isso ndo da certo.

@ Podem ser resolvidos, quando possivel, pelo método simplex
ou por um método de pontos interiores.

@ Revelam importantes aspectos de problemas de planejamento
da producao, entre eles o " preco sombra”.
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Modelo de um item sem limitacdo de capacidade e multi-periodo

Queremos determinar quando e quanto produzir e estocar de
um item ao longo de um horizonte de planejamento, dado por um
nimero finito de periodos futuros, de modo a satisfazer a demanda
prevista e minimizar custos.

Considera-se ainda que
@ existe preparacdo para producdo de novos lotes de producio;

@ a capacidade de produgao é suficientemente grande para
atender qualquer quantidade que se decida produzir;

@ por simplicidade, os estoques s3o nulos no inicio e no fim do
horizonte de planejamento;

@ a demanda nao pode ser negativa.
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Modelagem

Conjunto e indice

e T ={1,2,....n}, t € T, o horizonte de planejamento T é
composto por n periodos de tempo

@ Um periodo em T é denotado por t
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Pardmetros
@ p; custo unitdrio de produc¢io associado ao periodo t ($)
@ g; custo fixo de preparacdo para producdo associado ao
periodo t ($)
@ h; custo de manter estoque por unidade do item associado ao
periodo t (%)
@ d; demanda prevista pelo item para o periodo t (unidades)
@ M; nimero inteiro positivo suficientemente grande
Variaveis de decisdo
@ x; quantidade do item a ser produzida no periodo t (unidades)

@ y; indica se existe produ¢do do item no periodo t (y; = 1) ou
ndo (y: = 0)

@ s; quantidade do item a ser estocada ao final do periodo t
(unidades.)
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Restricoes
@ A demanda prevista a cada periodo deve ser satisfeita

@ Estoques no inicio e no fim do horizonte de planejamento s3o
nulos

@ As quantidades produzidas e estocadas devem ser nao
negativas

Objetivo
@ minimizar custos de produzir, preparar para producdo e
manter estoque
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Modelo matematico resultante

minimizar Y 7_; PexXe + Geye + hese
sujeito a  s;_1+xt =di + 5Vt
so=s,=0
xt < Meyy Vt
x>0, 5>0 Vt
yve € {0,1} Vt.

M; pode ser defindo simplesmente como ), d;, pois s, = 0.

Esse modelo se refere a de um problema de programac3o linear
inteira mista.
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Exemplo numérico 8

Considere o problema de dimensionamento de lotes de um item
sem limitac3o da capacidade de producdo. Uma instancia do
problema é caracterizada por:

@ horizonte de planejamento: 3 periodos mensais,
@ demanda pelo item em unidades: (90,110,100),
@ custo unitdrio de producdo por periodo: 59,

@ custo de preparacdo: (30%, 20$, 10$),

@ custo unitdrio de estocar por periodo: 2$.

Monte o modelo matematico da instancia e avalie o nimero de
varidveis de decis3o e restricdes funcionais.
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Solucdo
Tomando M; = Zi:t dk, temos que
minimizar 5x3 + 5x2 + 5x3 + 30y; + 20ys + 10y3 + 251 + 255 + 253
sujeito a so+x1 =904 51
s1+x =110+ s
s+ x3 =100 + s3
so=0, s3=0
x1 < 300y,
xp < 210y»
x3 < 100y3
x1,x2,x3 > 0, s1,5,53 >0
y1,¥2,y3 € {0,1}.

O problema tem 9 varidveis de decisdo e 8 restricdes funcionais.
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Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo

Queremos resolver o problema de dimensionamento de lotes de
producdo de um item ao longo de um horizonte de planejamento,
considerando ainda que

@ a capacidade de producio seja limitada por periodo.

@ quando num periodo existir preparacao para producdo, existe
impossibilidade de produzir, além do custo associado da
preparacao.

PLANEJANENTO DE EST

anclino ciloncalalQ
INTRODUGCAO A MODELVS DE

Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC,



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da producéo Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade

Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelagem
Conjunto e indice

e T={1,2,...n}, teT

Parametros
@ p; custo unitdrio de produgdo associado ao periodo t ($)
o

g custo fixo de preparacdo para producdo associado ao
periodo t (9)

h: custo de manter estoque por unidade do item associado ao
periodo t ($)

dr demanda prevista pelo item para o periodo t (unidades)
M} ndmero inteiro positivo suficientemente grande

«a tempo necessdrio para produzir uma unidade do item no
periodo t

B¢ tempo de preparacdo para a producdo no periodo t

C; capacidade de produgao associada ao periodo t em termos
do tempo em que os recursos de producdo estdo disponiveis
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Modelo multi-item em tnico periodo

Modelo de um item sem limitacdo de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgao

Modelo de um item com capacidade lii
Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacida
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Variaveis
@ x; quantidade do item a ser produzida no periodo t (unidades)
@ y; indica se existe produgdo do item no periodo t (y: = 1) ou
ndo (y: = 0)
@ s; quantidade do item a ser estocada ao final do periodo t
Restricoes
@ A demanda prevista deve ser satisfeita a cada periodo

@ Estoques s3o nulos no inicio e fim do horizonte de
planejamento

@ Existe capacidade de producdo limitada a cada periodo
@ Quantidades produzidas e estocadas ndo podem ser negativas
Objetivo

@ Minimizar custos de producdo, preparacdo e de estocar.
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Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da producéo Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelo matematico resultante

minimizar Y p_; PeXe + Geye + hese
sujeito a s;_1+xr =di +5s Vit
so=s,=0
xt < My Vit
arxe + PBryr < GVt
x>0 5 >0 Vt
vee{0,1} vt
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Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo
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Modelo multi-item multi-periodo sem limitacdo de capacidade

Queremos determinar um plano de producdo para um sistema de
producdo de varios itens de forma n3o simultdnea ao longo de um
horizonte de planejamento. Considera-se

@ estoques nulos no inicio e no fim do horizonte de
planejamento,

@ capacidade de producdo ilimitada para todos os itens em
todos os periodos.

Numa fabrica, é comum o compartilhamento de recursos de
producdo por uma familia de itens.
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Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
da e multi-periodo

Problema de planejamento da producéo Modelo de um item com capacidade limi

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelagem

Conjuntos e indices
o T ={1,2,....n}, t € T, conjunto de periodos do horizonte
de planejamento
e | ={1,2,....m}, i €1, conjunto de itens (distintos) a serem

produzidos
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Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Parametros

@ p;: custo unitdrio de producdo do item / associado ao periodo
t ()

@ gj; custo de preparacdo para a producdo do item j associado
ao periodo t ($)

@ hj; custo de manter estoque por unidade do item / associado
ao periodo t (3$)

@ d;; demanda pelo item /i prevista para o periodo t (unidades)

@ M;; namero inteiro positivo suficientemente grande para ndo
limitar a producdo do item /i no periodo t
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Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Varidveis de decisdo
@ Xx;; unidades do item j a serem produzidas no periodo t,
@ y;: indica se existe produgdo do item i no periodo t (y;: = 1)
ou ndo (y; = 0),
@ s;; unidades do item i a serem estocadas ao final do periodo t.
Restricoes
@ A cada periodo a demanda prevista deve ser satisfeita.

@ Estoques sdo nulos no inicio e no fim do horizonte de
planejamento.

@ As quantidades produzidas e estocadas devem ser nao
negativas.
Objetivo
@ Minimizar custos de produzir, preparar produgao e manter
estoque.
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Modelo multi-item em tnico periodo
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Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelo matematico resultante

minimizar Y y_q Y7 Piexic + Gieyie + hieSie
sujeito a  sj ;1 + Xit = dit + 5z Vi, Vt
Sio=5Sn,=0 Vi
Xit < Miryie Vi, Vt
xig >0, s >0 Vi, Vt
yir € {0,1} Vi, Vt.

Observe que este problema tem um Unico objetivo, 3mn variaveis
de decisdo e 2m(n + 1) restrigdes funcionais. Mesmo para
instancias de tamanho pequeno, esse problema deve ser resolvido
com auxilio de computador.
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Modelo multi-item em tnico periodo

Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-perit

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Modelo multi-item multi-periodo com limita¢do de capacidade

Queremos determinar as quantidades a serem produzidas de
itens acabados, de modo a

@ satisfazer a demanda prevista ao longo de um horizonte de
planejamento,

@ minimizar os custos de produzir e manter estoque,

sabendo que existe limitac3o de capacidade em termos de tempo
disponivel para produc3o.

Esse problema é conhecido como problema mestre de programacao
de produgdo (master production scheduling problem).
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Modelo multi-item em tnico periodo
Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capa
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Conjuntos e indices
@ / conjunto dos itens acabados a serem produzidos (i € /)

@ T conjunto dos periodos de tempo (t € T)
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Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-perit

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Pardmetros

@ d;; demanda pelo item acabado i no periodo t (unidades do
item)

@ hj custo unitdrio de estocar o item i por periodo ($)

@ p; custo unitdrio de produgdo do item 7 ($)

@ g, custo fixo de produgdo do item i (custo de preparacdo para
producio) (%)

@ «; tempo necessario para produzir uma unidade do item i
(hora)

e C; tempo de produg¢do disponivel por periodo (hora)

@ M;; nimero inteiro positivo suficientemente grande para n3o
limitar a producao do item /i no periodo t
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Modelo de um item sem limitacao de capacidade e multi-periodo
Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-perit

Modelo multi-item multi-periodo sem limitacao de capacidade
Modelo multi-item multi-periodo com limitacao de capacidade

Varidveis de decisdo
@ Xx;; quantidade do item / a ser produzida no periodo t
@ y;: indica se existe produgdo do item i no periodo t (y;: = 1)
ou ndo (yi = 1)
@ s; quantidade do item i a ser estocada ao final do periodo t
Restricoes
@ Satisfacdo da demanda a cada periodo
@ Limitacdo de capacidade em termos de tempo disponivel para
a producdo
o Na3o negatividade das quantidades dos itens a serem
produzidos e estocados
Objetivo
@ Minimizar os custos de producdo, prepara¢ao da produgao e
de manter estoque
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Modelo matematico resultante

minimizar Y7, >0 pixie + Giyie + hisit
sujeito a  sj ;1 + Xt = dit + 5z Vi, Vt

Sio=5Sn,=0 Vi
Xit < Miryir Vi, Vt
Sl aixy < GVt
x>0, 5.>0 Vi, Vt
yie € {0,1} Vi, Vt.
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Exemplo numérico 9

Para os valores conhecidos dos parametros e de uma solugdo
vidvel, calcule o valor do custo total relativo.

d; t=1 t=2 t=3 t=4| h; q; o | pi
i=1| 30 25 25 20 | 251900 | 1 |1
2| 10 20 15 20 |10 (80| 1 |1
C; | 100 100 100 100
Xip | t=1 t=2 t=3 t=4 sip | t=1 t=2 t=3 t=4
i=1| 55 0 45 0 i=11| 25 0 20 0
i=2 | 45 0 0 20 i=2| 35 15 0 0

Lembre que o valor de yj; pode ser deduzido a partir do valor de x;;.
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Problema de planejamento da produgio Modelo de um item com capacidade limitada e multi-periodo
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Solucao

O valor do custo total é calculado avaliando

2 4
Cr = Z Z piXit + qiyit + hisit
i—1 t=1
= pixi1 + qiy11 + hisin + pixiz + qiyiz + hisiz +
p2xo1 + Gay21 + hoso1 + +hosoo + paxos + Goyoa
= 55-+900+ 625 + 45 + 900 + 500 + 45 + 850 + 350 + 150

-+20 4 850 = 5290.

Temos que Ct = 5290 é um limitante superior para o custo total

étimo.
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Consideragdes finais

@ Vimos como modelar o planejamento da producio de itens
acabados de sistemas de producdo simples.

@ Existem modelos que consideram todos os niveis do sistema
de producdo abordado, considerando o planejamento de
aquisicao de insumos, producdo de itens semiacabados e
finalmente a montagem de itens acabados.

@ Outros modelos ja tém incorporados a remanufatura de
insumos na producdo de itens.

PLANEJANENTO DE EST

= - 0 aodina ciloncalalQ
Leonardo Lustosa (PUC-Rio) Fernanda Raupp (IMPA/LNCC) INTRODUGAO A MODELLS DE



https://proceedings.science/p/86021?lang=pt-br

Modelo multi-item em tnico periodo
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Consideragdes finais

@ Modelar um problema de planejamento da producdo da pratica
é um desafio que exige idas-e-vindas até que se considere
apenas tudo que é necessario para alcangar o seu propdsito.

@ Na prética, também lidamos com instancias bem grandes que
exigem a introducao de pré-processamentos.

@ Quanto mais préximos a realidade, mais incertezas devem ser
consideradas no problema de planejamento, exigindo a
introduc3do de técnicas de otimizacdo apropriadas.
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