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RESUMO
Neste trabalho, são propostos dois modelos de programação inteira-mista para o pro-

blema de coleta e entrega com janelas de tempo, frota heterogênea e múltiplos produtos. Os mode-
los são obtidos a partir da extensão dos modelos de dois- e três-ı́ndices propostos na literatura para
a variante clássica do problema de coleta e entrega. Além disso, propõe-se uma meta-heurı́stica
adaptativa baseada em large neighborhood search. Os resultados de experimentos computacionais
usando instâncias da literatura indicam que o modelo de dois-ı́ndices é superior ao de três-ı́ndices,
sendo adequado para obtenção de soluções ótimas de instâncias de pequeno porte, por meio de soft-
ware de otimização de propósito geral. A meta-heurı́stica proposta se mostrou eficaz na resolução
das instâncias conseguindo boas soluções em tempos aceitáveis.

PALAVRAS CHAVE. Roteamento de veı́culos; coleta e entrega; janelas de tempo; frota he-
terogênea; múltiplos produtos.
Área Principal: Logı́stica e Transportes

ABSTRACT
In this paper, we propose two mixed-integer programming models to the pickup and

delivery problem with time windows, heterogeneous fleet and multiple products. The models are
obtained from the extension of the two- and three-index models proposed in the literature for classic
variants of the pickup and delivery problem. In addition, we propose an adaptive meta-heuristic
based on large neighborhood search. The results of computational experiments based on instances
from literature, indicate that the two-index model is superior to three-index, being suitable for
obtaining optimal solutions of small instances, through general purpose optimization software. The
proposed meta-heuristic proved to be effective in solving the instances, obtaining good solutions in
acceptable times.

KEYWORDS. Vehicle routing, pickup and delivery; time windows; heterogeneous fleet; mul-
tiple products.
Main Area: Logistics and Transports
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1. Introdução

Problemas de roteamento de veı́culos envolvendo a coleta e/ou entrega aparecem em
várias aplicações práticas do cotidiano das empresas. Especificamente o problema de coleta e en-
trega com janelas de tempo (PCEJT), surge quando deseja-se coletar pessoas ou produtos em um
cliente e posteriormente entregá-los a outro, cabendo ao veı́culo respeitar essa sequência de visitas
e garantir que ambos os clientes pertençam a mesma rota. As situações reais envolvendo este tipo
de problema são encontradas no transporte de passageiros envolvendo ônibus escolares, serviços
de táxis e de pessoas idosas ou com deficiências a centros recreacionais e ambulatoriais; transporte
de mercadorias; transporte marı́timo de petróleo; transporte de animais vivos; entre outros [Furtado
et al., 2015; Battarra et al., 2014; Cordeau e Laporte, 2007; Sigurd et al., 2004; Qu e Bard, 2013].

Há várias formulações bem como métodos de solução abordados na literatura para o
PCEJT clássico que considera frota homogênea e único produto [Battarra et al., 2014; Parragh
et al., 2008; Furtado et al., 2017]. Dentre as abordagens exatas podemos observar métodos do tipo
branch-and-cut [Lu e Dessouky, 2004; Ropke et al., 2007], que se baseiam em modelos com número
de restrições exponencial em relação ao número de requisições de coleta e entrega. Também exis-
tem abordagens do tipo branch-and-price [Ropke e Cordeau, 2009; Baldacci et al., 2011; Bettinelli
et al., 2014], que usam modelos de particionamento de conjuntos com variáveis (colunas) geradas de
forma iterativa pela técnica de geração de colunas. Dentre os métodos exatos, os mais efetivos são
os propostos por Ropke e Cordeau [2009] e Baldacci et al. [2011], embora, para grandes instâncias,
os tempos computacionais sejam elevados. Dessa forma, métodos heurı́sticos vêm sendo propostos
por sua capacidade de prover soluções de qualidade em tempos aceitáveis [Li e Lim, 2001; Lu e
Dessouky, 2006; Bent e Hentenryck, 2006; Ropke e Pisinger, 2006]. Até o momento, os métodos
sugeridos por Bent e Hentenryck [2006] e Ropke e Pisinger [2006] são os mais eficientes para o
PCEJT clássico, sendo que o último se mostrou superior ao primeiro. Exceto o trabalho de Bettinelli
et al. [2014], que considera frota heterogênea, todos os outros citados abordam frota homogênea e
um único tipo de produto.

Em relação a abordagens heurı́sticas para o PCEJT contendo frota heterogênea e múltiplos
produtos, podemos citar os trabalhos de Qu e Bard [2013] e Rı́os-Mercado et al. [2013] que abordam
aplicações práticas especı́ficas do problema, motivadas pela interação com a indústria. Ambos os
artigos utilizam a meta-heurı́stica GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [Feo e
Resende, 1995]. O primeiro trabalho difere do segundo por ter desenvolvido um algoritmo em duas
fases com a segunda fase de melhoria baseada na meta-heurı́stica proposta por Ropke e Pisinger
[2006]. Qu e Bard [2013] obtiveram soluções de 30 a 40% melhores que as da empresa enquanto
Rı́os-Mercado et al. [2013] conseguiram redução de 6% nos custo da empresa comparado a atual
abordagem da mesma.

O presente trabalho tem por objetivo propor abordagens de solução para PCEJT com frota
heterogênea e múltiplos produtos. Para isso, são propostos dois modelos de programação inteira-
mista, por meio da extensão de modelos conhecidos para a variante clássica do PCEJT com frota
homogênea e único produto [Furtado et al., 2017; Ropke e Cordeau, 2009; Battarra et al., 2014]. Os
modelos propostos são compactos, isto é, possuem número de variáveis e restrições que dependem
polinomialmente do número de requisições de coleta e entrega e, portanto, podem ser resolvidos de
forma direta por meio de softwares de otimização de propósito geral. As abordagens apresentadas
foram testadas usando instâncias propostas por Ropke et al. [2007], modificadas para incluir frota
heterogênea e múltiplos produtos.

O restante deste artigo está dividido em: definição do problema (Seção 2), proposta dos
modelos de programação inteira-mista (Seção 3), descrição da meta-heurı́stica ALNS (Adptative
Large Neighborhood Search) proposta (Seção 4), apresentação dos testes computacionais (Seção 5)
e conclusão (Seção 6).
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2. Definição do problema

Seja n o número de requisições de coleta e entrega dos clientes. O PCEJT pode ser
descrito por meio de um grafo completo G = (N,A), definido pelo conjunto de nós N e arcos A
do problema, sendo N = {0, 1, . . . , 2n + 1}. Os nós do depósito inicial e final são representados
por 0 e 2n + 1, respectivamente. Embora haja um único depósito, essa diferenciação de ı́ndices é
conveniente para a modelagem do problema. Os nós de coleta e entrega são representados pelos
sub-conjuntos P = {1, . . . , n} ⊂ N e D = {n + 1, . . . , 2n} ⊂ N nessa ordem. Considera-se
também o conjunto L = {1, . . . , l} de todos os produtos e o conjunto K = {1, . . . ,m} de todos os
veı́culos disponı́veis com diferentes capacidades qk. Todo nó i ∈ N tem uma demanda dil ∀l ∈ L
e um tempo de serviço si, onde d0l = d2n+1,l = 0 ∀l ∈ L e s0 = s2n+1 = 0. Cada requisição de
coleta i ∈ P está associada com um nó de entrega n + i ∈ D, de tal forma dn+i,l = −dil ∀l ∈ L.
A cada produto l ∈ L existe um parâmetro associado ul que é o fator multiplicador para conversão
da unidade de medida do produto para a capacidade dos veı́culos. Por exemplo, se uma unidade
do produto l pesa 1kg e a capacidade dos veı́culos da frota é dada em toneladas, então o parâmetro
ul tem valor 1

1000 = 0, 001. Existe para cada nó i ∈ N uma janela de tempo [wai , w
b
i ], tal que wai

e wbi representam o inı́cio mais cedo e mais tarde que um serviço pode ocorrer. Por fim tem-se a
cada arco (i, j) ∈ A o custo de roteamento cij e o tempo de deslocamento tij . Assume-se que a
desigualdade triangular é válida para os custos de roteamento e tempos de deslocamento. Note que
cada nó de coleta é pareado com um único de entrega (e vice-versa) e tudo que é coletado em um,
deve ser entregue no outro, pelo mesmo veı́culo, não necessariamente de forma imediata (isto é, o
veı́culo pode visitar outros nós entre uma coleta e sua respectiva entrega).

3. Modelos de programação inteira-mista

Na formulação de três-ı́ndices do PCEJT clássico [Battarra et al., 2014; Ropke e Cordeau,
2009] existe a variável binária xijk definida para cada arco (i, j) ∈ A e para cada veı́culo k ∈
K, de forma que xijk = 1 se e somente se o veı́culo k visita o nó i e vai diretamente para j.
É possı́vel utilizar essa formulação considerando frota heterogênea e estendê-la para incorporar
múltiplos produtos. Para isso, define-se: uma variável inteira positiva yikl que indica a carga do
produto l no veı́culo k após deixar o nó i, para todo i ∈ N , para cada k ∈ K e para cada l ∈ L;
e uma variável contı́nua wik que indica o tempo de começo do serviço no nó i para cada i ∈ N e
k ∈ K. A seguir, a formulação de três-ı́ndices para o PCEJT com frota heterogênea e múltiplos
produtos é apresentada.

min
∑
k∈K

∑
i∈N

∑
j∈N

cijxijk (1a)

s.a
∑
k∈K

∑
j∈N

xijk = 1 ∀i ∈ P, (1b)

∑
j∈N

xijk −
∑
j∈N

xn+i,j,k = 0 ∀k ∈ K; i ∈ P, (1c)

∑
j∈N

x0jk ≤ 1 k ∈ K, (1d)

∑
j∈N

x0jk −
∑
i∈N

xi,2n+1,k = 0 ∀k ∈ K, (1e)

∑
j∈N

xjik −
∑
j∈N

xijk = 0 ∀k ∈ K; i ∈ P ∪D, (1f)

wjk ≥ wik + (si + tij)xijk −M(1− xijk) ∀k ∈ K; i, j ∈ N, (1g)
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wik + si + ti,n+i ≤ wn+i,k ∀k ∈ K; i ∈ P ∪D, (1h)

wai ≤ wik ≤ wbi ∀k ∈ K; i ∈ P ∪D, (1i)

yjkl ≥ yikl + djl −M(1− xijk) ∀k ∈ K; i ∈ N ; j ∈ N ; l ∈ L, (1j)∑
l∈L

yikl.ul ≤ qk ∀k ∈ K; i ∈ N ; l ∈ L, (1k)

xijk ∈ {0, 1} ∀k ∈ K; i, j ∈ N. (1l)

A função objetivo representada por (1a) consiste em minimizar os custos de roteamento.
As restrições (1b) garantem que os nós de coleta e entrega sejam visitados uma única vez. A
paridade das visitas entre os nós de coleta e entrega é assegurada pelas restrições (1c). As restrições
(1d) e (1e) restringem a saı́da dos veı́culos do depósito inicial e asseguram que todo veı́culo que
deixa o mesmo deve voltar para o depósito final. O fluxo entre os nós do problema é dado pelas
restrições (1f). As restrições (1g) garantem a progressividade dos tempos de visita enquanto as
restrições (1h) asseguram a precedência entre as visitas. A satisfação as janelas de tempo é garantida
pelas restrições (1i) e juntamente com (1g) previnem a geração de sub-rotas. O fluxo da carga dentro
dos veı́culos após as visitas é dado pelas restrições (1j), a observação ao limite de capacidade dos
veı́culos é feito pelas restrições (1k). A integralidade das variáveis de decisão é imposta pelas
restrições (1l).

Uma formulação de dois-ı́ndices também pode ser utilizada para modelar o PCEJT com
frota heterogênea e múltiplos produtos. Para isso, estende-se a formulação de Furtado et al. [2017],
originalmente proposta para o PCEJT clássico. A formulação proposta pelos autores permite ga-
rantir a paridade e precedência entre as visitas aos pares de coleta e entrega por meio da inserção de
novas variáveis continuas vi para todo nó i ∈ P ∪D. O papel dessas variáveis é armazenar o ı́ndice
do primeiro nó de uma rota r e, por meio de restrições adicionais, garantir a propagação desse ı́ndice
para as demais variáveis vj tal que j ∈ r. A escolha desta formulação foi motivada pelo seu de-
sempenho superior frente ao modelo clássico de literatura [Battarra et al., 2014; Ropke e Cordeau,
2009] e do apresentado por Lu e Dessouky [2004] para o PCJET clássico. Para mais informações
sobre essa nova estratégia de formulação remete-se ao trabalho de Furtado et al. [2017].

Na formulação de dois-ı́ndices, as variáveis xij , yil e wi desempenham papel semelhante
ao das variáveis xijk, yikl e wik da formulação (1) apresentada. A única diferença é ausência do
ı́ndice k que corresponde ao veı́culo.

Como não há um ı́ndice representando os veı́culos, a construção da frota heterogênea dá-
se pela inserção de nós artificiais de coleta e entrega [Ropke et al., 2007]. Seja m = |K|, onde
cada veı́culo da frota tenha capacidade q1, . . . , qm e seja q = max1≤i≤m{qi}. São criados dois
conjuntos, Pa e Da, contendo m requisições artificiais de coleta e de entrega, respectivamente.
Com isso, os conjuntos de nós de coleta e entrega originais são redefinidos, de modo que Pa ⊂ P e
Da ⊂ D. Contudo, ainda é necessário inserir um produto artificial la que tenha a mesma unidade de
medida da capacidade q, e com o parâmetro ula = 1. Assim é possı́vel impor para cada requisição
i artificial uma demanda associada ao produto la, tal que di,la = q − qi e dn+i,la = −di,la . A
demanda para todos os produtos reais dos respectivos nós artificiais deve ser 0, assim como para
todos os nós reais a demanda pelo produto artificial também deve ser 0.

É necessário garantir que todos os arcos que deixam o depósito inicial e vão para os nós
de coleta artificiais tenham custos e tempos de viagem iguais a zero. O mesmo deve ser feito para
os custos e tempos de viagem para todos os arcos que ligam os nós de entrega artificiais ao depósito
final. Arcos entre os nós artificiais, também devem ter custos e tempos de viagem iguais a zero.
Os arcos entre os nós de coleta artificiais e os reais j devem ter custos c0j e tempos de viagem t0j .
Enquanto os custos e tempos de viagem dos nós de entrega reais n+ j para os de entrega artificiais
devem corresponder a cn+j,2n+1 e tn+j,2n+1 [Ropke et al., 2007]. A Figura 1 demonstra com mais
clareza as imposições mencionadas anteriormente. Nesta figura, k e n+ k são os nós artificiais de
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coleta e entrega, enquanto os demais são nós reais. A formulação de dois-ı́ndices para o PCEJT
com frota heterogênea e múltiplos produtos é apresentada a seguir:

min
∑
i∈N

∑
j∈N

cijxij (2a)

s.a
∑
i∈N

xij = 1 ∀j ∈ P ∪D, (2b)∑
j∈N

xij = 1 ∀i ∈ P ∪D, (2c)

wj ≥ wi + tij −M(1− xij) ∀i ∈ N ; j ∈ N, (2d)

wai ≤ wi ≤ wbi ∀i ∈ N, (2e)

yjl ≥ yil + djl −M(1− xij) ∀i ∈ N ; j ∈ N ; l ∈ L, (2f)∑
l∈L

yil.ul ≤ q ∀i ∈ N, (2g)

wn+i ≥ wi + sij + ti,i+n ∀i ∈ P, (2h)

vn+i = vi ∀i ∈ P, (2i)

vj ≥ j.x0j ∀j ∈ P ∪D, (2j)

vj ≤ j.x0j − n(x0j − 1) ∀j ∈ P ∪D, (2k)

vj ≥ vi + n(xij − 1) ∀i, j ∈ P ∪D, (2l)

vj ≤ vi + n(1− xij) ∀i, j ∈ P ∪D, (2m)

x0i = 0 ∀i ∈ N \ Pa, (2n)

xij = 0 ∀i ∈ Pa; j ∈ N \ P ∪Da, (2o)

xij = 0 ∀i ∈ N \D ∪ Pa; j ∈ Da, (2p)

xi,2n+1 = 0 ∀i ∈ N \Da. (2q)

xij ∈ {0, 1} ∀i ∈ N ; j ∈ N (2r)

A função objetivo (2a) consiste em minimizar os custos de roteamento. As restrições (2b)
e (2c) asseguram que cada cliente deve ser visitado uma única vez. As restrições (2d) garante a
progressão dos tempos de visita e, juntamente com as restrições (2e) asseguram que não haja sub-
rotas. O fluxo da carga dos veı́culos após a visita aos clientes é garantida pelas restrições (2f). A não
violação da capacidade dos veı́culos é imposta pelas restrições (2g). A paridade e precedência das
visitas são asseguradas pelas restrições de (2h) à (2m). As restrições (2n) garantem que o depósito
inicial só tenha ligações com os nós artificiais de coleta. As restrições (2o) determinam que os nós
de coleta artificiais somente tenha ligações com os nós reais de coleta e com os artificiais de entrega.
Restrições (2p) garantem que os nós artificiais de entrega só possam ser alcançados por meio dos
nós de entrega reais e dos de coleta artificiais. Restrições do tipo (2q) garantem que o depósito
final só tenha ligações com os nós de entrega artificiais. Por fim, as restrições (2r) determinam a
integralidade das variáveis de decisão.

4. Meta-heurı́stica ALNS

A meta-heurı́stica ALNS proposta é baseada no trabalho de Ropke e Pisinger [2006] que,
por sua vez, inspiraram-se em Shaw [1998] Bent e Hentenryck [2006]. A implementação realizada
por Ropke e Pisinger [2006] usa um algoritmo de dois estágios. O primeiro estágio busca redu-
zir a frota homogênea de veı́culos enquanto o segundo estágio fica encarregado de minimizar as
distâncias percorridas. Por vezes o segundo estágio é capaz de reduzir veı́culos também [Bent e
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0

k

i

j

n+ k

n+ i

n+ j

2n+ 1

c0k = t0k = 0

ck,n+k = t0,n+k = 0

ckj = c0j

tkj = t0j

...

. . .

. . .

. . .

..
.

cn+j,n+k = cn+j,2n+1

tn+j,n+k = tn+j,2n+1

cn+k,2n+1 = tn+k,2n+1 = 0

Figura 1: Nova estrutura do grafo contendo nós artificiais

Hentenryck, 2006]. Ambos os estágios utilizam a ALNS, ou seja, uma única meta-heurı́stica. No
trabalho de Bent e Hentenryck [2006] existem duas meta-heurı́sticas: a primeira uma simulated
annealing (SA), é usada para minimizar a frota; a segunda é uma large neighborhood search (LNS)
para minimizar as distâncias percorridas na segunda fase. Note que ambos os trabalhos consideram
frota homogênea e um único tipo de produto.

A implementação proposta neste trabalho não considera dois estágios. Ropke e Pisinger
[2006] mencionam que o algoritmo com duas fases é incapaz de lidar com frota heterogênea. Diante
desse fato, optou-se por uma implementação contendo uma única fase, mas com uma heurı́stica
especı́fica para redução de veı́culos baseada em Qu e Bard [2012, 2013] com frota heterogênea e
múltiplos produtos.

Seja S uma solução para o PCEJT. Considere também o conjunto R de rotas factı́veis r
da solução S, e a variável Ir que assume valor 0 caso a rota seja vazia (a rota não contém nenhum
nó de coleta e entrega) e valor 1 caso contrário. Seja U o conjunto de todas as requisições i ainda
não roteadas e Ui a variável que recebe valor 1 se a requisição i não se encontra na solução S, ou
0 caso contrário. Aqui assumi-se que tij é equivalente à distância entre os nós i e j. Dessa forma,
pode-se expressar a função objetivo usada na ALNS por:

c(s) = w1

∑
r∈R

∑
(i,j)∈r

tij + w2

∑
r∈R

Ir + w3

∑
i∈U

Ui (3)

Considera-se a ordem dos pesos (w1 � w2 � w3), fazendo com que a função objetivo
minimize primeiramente a quantidade de requisições não roteadas, depois o número de veı́culos e
por fim as distâncias viajadas.

A cada iteração, a meta-heurı́stica ALNS remove µ requisições de S reinserindo-as nova-
mente na expectativa de gerar uma outra solução S∗ com menor custo. O algoritmo é executado por
um número finito de iterações ou até que o tempo limite seja atingido. O Algoritmo 1 demonstra
o processo da ALNS. Para a construção da solução inicial, utiliza-se uma heurı́stica de inserção
que seleciona requisições ao acaso e as insere na melhor posição possı́vel dentre todas as rotas. Os
veı́culos alocados às rotas são ordenados em uma lista decrescente de capacidade e selecionados
nesta ordem.
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Algoritmo 1: ALNS
Entrada: S, µ ∈ N, maxIterations ∈ N, timeToSpend ∈ N;
Saı́da: Sbest;
countIt = 0, Sbest = S;
repita

S∗ = S;
se countIt = 100 então

atualize os pesos das heurı́sticas;
countIt = 0;

fim
selecione uma heurı́stica de remoção hr e inserção hi ;
remova µ requisições de S∗ utilizando hr;
insira µ requisições em S∗ utilizando hi;
se S∗ ≤ Sbest então

Sbest = S∗;
fim
se aceito(S∗, S) então

S = S∗;
fim
countIt = countIt+ 1;

até maxIteratons ≥ 0 E timeToSpend > 0;

O critério de aceite é o da meta-heurı́stica SA, dado por e−
S∗−S

T , sendo T a tempera-
tura inicial obtida como em Ropke e Pisinger [2006]. Esse critério é usado para tentar escapar de
ótimos locais, juntamente com a adição de um ruı́do, noise, na função objetivo. O noise não é
implementado em todas as heurı́stica de inserção. Dessa forma ele é selecionado de acordo com
o critério adaptativo da ALNS explicado à frente. O noise é selecionado aleatoriamente, dentro
de um intervalo [−maxR,maxR] posteriormente utilizado para calcular a nova função objetivo
c
′
= max{0, c + noise}. Os parâmetros T e maxR são calculados conforme o proposto por

Ropke e Pisinger [2006].
O termo adptative vem do processo de coleta de informações de desempenho das heurı́sticas

de inserção e remoção em iterações anteriores. Assumindo que temos k heurı́sticas de inserção e
remoção, cada uma tem um peso Wi, i ∈ {1, 2, . . . , k}, uma heurı́stica j é selecionada com proba-
bilidade:

Wj∑k
i=1Wi

. (4)

Primeiramente, um segmento é um número pré-estabelecido de iterações. Assim como em Ropke
e Pisinger [2006], neste trabalho um segmento é definido por 100 iterações. A busca é dividida
em segmentos e os pesos das heurı́sticas atualizados a cada um. Denotando por Wij o peso da
heurı́stica i no segmento j, tem-se que o novo peso é calculado por:

Wi,j+1 = (1− r)Wij + r
πi
θi
, (5)

sendo πi a pontuação calculada no último segmento para uma heurı́stica i; θi é o número de vezes
que a heurı́stica i foi usada no último segmento; r é um fator de reação: se r = 0, então somente
os pesos iniciais são usados para a seleção das heurı́sticas, enquanto para r = 1 passa-se a dar
importância somente à pontuação para a decisão de qual heurı́stica selecionar. A cada segmento
somente duas heurı́sticas são pontuadas e usadas, uma de remoção outra de inserção. As heurı́sticas
são pontuadas por σ1, caso encontrem uma solução melhor que a global; σ2 caso encontrem uma
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solução melhor que a atual; e σ3 caso encontrem uma solução pior do que a atual. Os dois últimos
casos só são pontuados caso as soluções passem no critério de aceite da SA. Somente soluções
ainda não encontradas são pontuadas.

4.1. Heurı́stica de remoção

Nossa implementação considera oito heurı́sticas de remoção baseadas em Ropke e Pi-
singer [2006]; Qu e Bard [2012]; Ghilas et al. [2016]. Todas removem µ requisições, sendo µ
selecionado aleatoriamente dentro do intervalo de [0,1n; 0,4n].

Primeiramente, tem-se a Shaw removal que remove requisições parecidas entre elas. Um
fator de semelhança Rij é calculado por:

Rij = ϕ(tij + tn+i,n+j) + χ(|wi − wj |+ |wn+i − wn+j |) + ψ|di − dj |. (6)

As requisições são colocadas em uma lista ordenadaOL, de forma ascendente porRij . Um número
p ∈ (0,1) é selecionado aleatoriamente e usando um parâmetro α ≥ 1 seleciona-se uma requisição
OL[pα.|OL|] para ser removida.

As heurı́stica de remoção Time related removal, Distance related removal e Demand re-
lated removal são todas casos especiais da Shaw removal com pesos χ = 1, ϕ = 1 e ψ = 1,
respectivamente, enquanto os outros pesos são 0.

Utiliza-se também a Random route removal, que remove a cada iteração todas as requisições
de uma rota deixando-a vazia. Ao se fazer isso aumenta-se a chance de encontrar soluções com um
número de veı́culos menor. Caso não tenha atingido o número de requisições µ a serem removidas, a
heurı́stica Shaw removal é usada para completá-lo. A Random route removal remove aleatoriamente
µ requisições da solução. Worst removal remove a requisição que mais piora a função objetivo. Por
fim, tem-se a Late removal que remove a requisição que tenha a maior diferença entre o tempo de
inı́cio de serviço e a abertura da janela de tempo nos nós de coleta e entrega.

4.2. Heurı́stica de inserção

Neste trabalho, utilizam-se 10 heurı́sticas de inserção, todas baseadas em Ropke e Pisin-
ger [2006], ou seja, são regret-heuristics (heurı́stica de arrependimento). Esse tipo de heurı́stica
considera a diferença entre inserir uma requisição i na sua melhor posição ci1 e na sua k-ésima
melhor posição, cik. O regret associado para cada requisição i é dado por:

maxi∈U {
k∑
j=1

(cij − ci1)}. (7)

Escolhe-se a cada iteração da heurı́stica de inserção a requisição que tenha o maior regret. Dessa
forma, tem-se uma famı́lia de cinco regret-heuristics variando-se k em {1, 2, 3, 4,m}. Outras cinco
implementações incluem a adição de noise na função objetivo como descrito anteriormente. Para
mais detalhes sobre as implementações, remete-se aos trabalhos de Ropke e Pisinger [2006] e Shaw
[1997].

5. Resultados

Nesta seção são apresentados os resultados de testes computacionais com os modelos e
a meta-heurı́stica. Os testes foram realizados em um computador com processador Intel Core i7-
7500U, 2.70GHz, contendo 16GB de memória RAM. O solver utilizado foi o IBM Cplex 12.7.0. A
codificação dos modelos e da meta-heurı́stica foi feita em C++. A saı́da dos veı́culos do depósito
são penalizadas em 104, sendo este também o valor do parâmetro w2 da ALNS. O valor dos outros
parâmetros são w1 = 1 e w3 = 106.
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As classes de instâncias utilizadas (AA, BB, CC, DD) foram as propostas por Ropke et al.
[2007], contendo novas instâncias criadas para cada classe de acordo com Furtado et al. [2017]. A
frota heterogênea foi incluı́da gerando-se aleatoriamente o parâmetro qk entre a maior demanda da
classe, definida comomaxD, e 20% maior do quemaxD, ou seja, qk = [maxD; 1,2.maxD]. Uma
frota foi criada para as classes AA e CC contendo 7 veı́culos com capacidades {15, 18, 17, 15, 15, 17,
16} e outra para as classes BB e DD contendo 9 veı́culos com capacidade {23, 22, 21, 20, 24, 24, 20,
21, 22}.

Foram gerados três produtos para os testes, todos com os parâmetros ul = 1 ∀l ∈ L. Para
geração dos produtos, a demanda de cada requisição di é dividida pelo número de produtos, neste
caso por 3. Caso a divisão di/3 tenha resto positivo esse valor é adicionado a um dos produtos.
Assim

∑
l∈L dil = di ∀i ∈ N .

5.1. Resultados para os modelos

A Tabela 1 apresenta os resultados dos modelos para as instâncias utilizadas. A primeira
coluna, apresenta o nome da instância e as demais colunas apresentam, para cada modelo, o valor
da função objetivo (UB) para a melhor solução encontrada, gap relativo (Gap) correspondente e o
tempo computacional em segundos (Tempo). São reportados apenas os resultados que tiveram o
Gap disponı́vel pelo Cplex, para pelo menos um dos modelos. O Gap, é calculado pela diferença
entre o valor da função objetivo e um limitante inferior, dividindo-se essa diferença pelo valor da
função objetivo. Para todas as outras instâncias não foram encontradas soluções dentro do limite
estabelecido de uma hora. Caso os tempos das soluções obtidas tenha atingido o máximo permitido,
reporta-se apenas como TL. É possı́vel observar que o modelo de dois-ı́ndices é superior ao de
três-ı́ndices, encontrando soluções para mais instâncias, para todas as classes de problemas. Esses
resultados corroboram com os reportados por Furtado et al. [2017] sobre a eficiência obtida com o
uso desta formulação frente a outras da literatura.

Instâncias Modelo três-ı́ndices Modelo dois-ı́ndices
UB Gap Tempo (s) UB Gap Tempo (s)

AA5 10184,8 0,00 0,17 10184,8 0,00 0,08
AA10 10383,6 0,00 2,70 10383,6 0,00 0,41
AA15 20542,4 0,00 TL 20542,4 0,00 11,72
AA20 20762,9 0,01 TL 20757,9 0,00 TL
AA25 - - - 30976,2 0,33 TL
BB5 10339,7 0,00 0,13 10339,7 0,00 0,08
BB10 20512,5 0,00 25,47 20512,5 0,00 0,92
BB15 20667,6 0,00 TL 20667,6 0,00 15,86
BB20 - - - 20786 0,00 106,52
BB25 - - - 20946,1 0,01 TL
CC5 10212,5 0,00 5,61 10212,5 0,00 0,22
CC10 10394,3 0,01 TL 10394,3 0,00 6,49
CC15 - - - 20557,8 0,49 TL
CC20 - - - 20748,9 0,49 TL
DD5 10324,8 0,00 0,28 10324,8 0,00 0,09

DD10 20567,8 0,49 TL 20567,8 0,00 41,49
DD15 - - - 20616,4 0,49 TL
DD20 - - - 20679,2 0,49 TL

Tabela 1: Resultados para os modelos de três- e dois-ı́ndices

5.2. Resultados para a meta-heurı́stica

Cada instância foi executada cinco vezes na ALNS, com um limite de tempo de 10 minu-
tos e 25000 iterações. Os valores para os parâmetros σ1, σ2, σ3, ϕ, χ, ψ, α, e r, são respectivamente,
27; 30; 22; 0,3; 0, 4; 0,3; 6 e 0,1. Todos os parâmetros foram calibrados de forma semelhante como
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apresentado por Ropke e Pisinger [2006]. O peso para todas as heurı́sticas foi estabelecido inicial-
mente como um.

De acordo com a Tabela 2 é possı́vel identificar que a ALNS obteve melhores resultados
em tempos iguais ou menores que os dois modelos propostos, como esperado. Para o cálculo
dos desvios padrões das soluções, utilizou-se os cinco resultados obtidos durante os testes para
cada instância. Estes resultados indicam a estabilidade da ALNS para as soluções obtidas a cada
execução. Há casos, como nas instâncias DD75 e BB75 em que os desvios assumiram grandes
valores devido a soluções com menor número de veı́culos no cálculo da média.

6. Conclusão

O presente trabalho propôs dois modelos para o PCEJT com frota heterogênea e múltiplos
produtos, baseados nas formulações de dois- e três-ı́ndices. Os modelos se mostraram adequados
para resolução de instâncias de pequeno porte, sendo que o modelo com dois-ı́ndices é superior ao
de três. Uma meta-heurı́stica ALNS foi proposta para o mesmo problema e obteve resultados supe-
riores aos encontrados pelos modelos, conseguindo encontrar boas soluções em tempos aceitáveis
para problemas com 150 nós de coleta e entrega. Para os próximos passos pretende-se incorporar
coleta/entrega fracionada ao problema, concebendo uma formulação compacta para o problema, e
uma meta-heurı́stica ALNS capaz de lidar com essas restrições práticas. Para a meta-heurı́stica,
mais testes serão realizados com a intenção de melhorar os desvios padrões da média das soluções
e também tentar paralelizar seu processamento para assim alcançar a redução dos tempos compu-
tacionais. Ao fim, deseja-se obter um método branch-and-cut para problema PCEJT com frota
heterogênea, múltiplos produtos e coleta/entrega fracionada.
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