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RESUMO

Neste trabalho, introduzimos um novo algoritmo para Programacao Nao Linear Inteira
Mista convexa fundamentado em dois algoritmos bem sucedidos da literatura: Plano de
Corte Estendido (PCE) e Branch-And-Bound baseado em Programagéo Linear e Nao
Linear (BB-PL/PNL). Desse modo, a abordagem proposta retine as marcantes caracte-
risticas de ser um método totalmente de primeira ordem, como PCE, com o avangado
esquema de aproximagdo linear usado por BB-PL/PNL. Resultados computacionais
apontaram a efetividade do novo método sobre um conjunto de 343 instancias de teste,
cujo desempenho foi bastante competitivo com os dos algoritmos mencionados.

PALAVRAS CHAVE: Programacao Nao Linear Inteira Mista, Plano de Corte Es-
tendido, Branch-And-Bound.
Area de classificagao principal: Otimizagao Combinatoéria.

ABSTRACT

In this work, we introduce a new algorithm for convex mixed integer nonlinear program-
ming based on two successful algorithms from the literature: Extended Cutting Plane
(ECP) and Linear and Nonlinear Programming based Branch-And-Bound (LP/NLP-
BB). The approach proposed joins the characteristics of being a first-order method, such
as ECP, with the advanced linear approximation scheme used by LP/NLP-BB. Compu-
tational results show the effectiveness of the new method on a set of 343 test instances,
whose performance was competitive with the two other algorithms mentioned.

KEYWORDS: Mixed Integer Nonlinear Programming, Extended Cutting Plane, Branch-
And-Bound.
Main area: Combinatorial Optimization.
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1 Introducao

Neste trabalho, abordamos o seguinte problema de Programacao Nao Linear Inteira Mista
(PNLIM) convexa:

(P) min  f(z,y)
s.a g(x,y) <0, (1)

reX,yeYNZy,

onde X e Y sao subconjuntos poliédricos de R™ e R™, respectivamente, Y ¢é limitado,
f iRt » Reg:R™ — R™ sao fungoes convexas e continuamente diferenciaveis.
Aqui, assumimos que o problema (P) possui solu¢ao 6tima.

Diversas aplicacoes envolvendo modelos baseados em PNLIM tém aparecido na litera-
tura |Leyffer et al., 2009]. A dificuldade envolvida no tratamento do problema (P), bem
como sua grande aplicabilidade em situagoes variadas justificam a pesquisa por algoritmos
eficientes para a sua resolucao. Nesse contexto, diversas abordagens tém sido propostas para
solucionar problemas de PNLIM [Bonami et al., 2008; Borchers and Mitchell, 1994; Duran
and Grossmann, 1986; Fletcher and Leyffer, 1994; Geoffrion, 1972; Kronqvist et al., 2016;
Leyffer, 2001; Melo et al., 2014; Quesada and Grossmann, 1992; Westerlund and Pettersson,
1995]. Dentre essas diferentes abordagens, os algoritmos da classe de aproximagao linear
merecem especial destaque. Esta classe de algoritmos resolve um problema de PNLIM con-
vexo aproximando-o por uma sequéncia de problemas de Programacao Linear Inteira Mista
(PLIM), cujas resolugoes fornecem limitantes inferiores (no caso de minimizagao) para o
problema considerado. Tais aproximagoes sao obtidas por meio de derivadas de primeira
ordem e se baseiam na convexidade das fung¢oes presentes em (P).

Os algoritmos de aproximagao linear possuem a grande vantagem de se valerem dire-
tamente de todo o avanco e maturidade ja alcancados na area de PLIM através do uso de
sofisticados pacotes computacionais como, por exemplo, Cplex, Gurobi e Xpress. Todavia,
em muitos casos, como, por exemplo, [Duran and Grossmann, 1986; Fletcher and Leyffer,
1994; Geoffrion, 1972; Kronqvist et al., 2016; Quesada and Grossmann, 1992|, esses algo-
ritmos exigem a resolugao de uma série de problemas de Programacao Nao Linear continua
(PNL), cuja resolu¢ao pode demandar alta carga de esforgos e esté sujeita a toda uma gama
de possiveis dificuldades numéricas. Ademais, os procedimentos computacionais utilizados
para estas resolugoes de problemas de PNL podem falhar em encontrar uma solucao 6tima
(ou mesmo uma solugao viavel, em alguns casos) para o problema abordado, mesmo em
casos onde tal solucdo 6tima exista, além de, possivelmente, requererem o célculo de deri-
vadas de segunda ordem das fung¢des do problema, o que pode ser demasiadamente custoso
em muitas situagoes praticas. Nesse contexto, o algoritmo de Plano de Corte Estendido, ou
PCE, (|[Melo et al., 2017; Westerlund and Pettersson, 1995]) merece destaque por nao resol-
ver nenhum problema de PNL ao longo de sua execucgao, evitando assim todos os possiveis
problemas associados com tal atividade e se constituindo entao em um método totalmente
de primeira ordem. A versao de PCE apresentada por [Melo et al., 2017| apresentou bons
resultados computacionais comparada & versao original de PCE de [Westerlund and Pet-
tersson, 1995] e ao algoritmo Aproximacao Externa (AE) de [Duran and Grossmann, 1986|
e [Fletcher and Leyffer, 1994]. Contudo, no estudo conduzido por [Melo et al., 2018], o al-
goritmo Branch-And-Bound baseado em Programagao Linear e Nao Linear (BB-PL/PNL)
de [Quesada and Grossmann, 1992| apresentou os melhores resultados dentre os diversos
algoritmos considerados pelo estudo no ambiente de testes adotado. Embora BB-PL/PNL
resolva problemas de PNL ao longo de sua execuc¢ao, o mesmo possui um esquema bem
sofisticado para aproximar (P) linearmente em um esquema de BB, o que tem se mostrado
crucial para seu desempenho superior aos dos demais algoritmos em muitos casos.
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Nesse trabalho, apresentamos um novo algoritmo para Programacao Nao Linear Mista
convexa que busca utilizar o sofisticado esquema de aproximagao linear de BB-PL/PNL se
baseando nas estratégias de evolucao de PCE. Desse modo, construimos um algoritmo de
BB baseado apenas em Programagao Linear, que apresenta a principal vantagem de PCE
(ser um método totalmente de primeira ordem) aliada & principal vantagem de BB-PL /PNL
(um esquema rebuscado para a aproximagao linear de (P)). Denominamos nossa abordagem
como Branch-And-Bound baseado em Programacdo Linear, ou, BB-PL.

Este texto esta organizado da seguinte forma. A Secdo 2 apresenta o algoritmo PCE. Em
seguida é apresentado o algoritmo AE na Segao 3, que é a base do algoritmo BB-PL/PNL,
que é apresentado em sequéncia na Secao 4. Nosso algoritmo BB-PL é entao apresentado
na Secao 5. Por fim, resultados computacionais e conclusoes sao apresentados na Secao 6.

2 Plano de Corte Estendido

O algoritmo de Plano de Corte Estendido foi originalmente proposto por [Westerlund and
Pettersson, 1995] e se baseia na aproximagao do problema (P) por um problema de Pro-
gramagao Linear Inteira Mista (PLIM), denominado como problema mestre. Para facilitar
o entendimento do problema mestre, observamos que (P) pode ser reformulado como um
problema com fungao objetivo linear através da introducao de uma varidvel auxiliar a:

(P) miy o

s.a f(r,y) < « 2)
g(z,y) <0
reX,yeY Nz,

<
<

Uma vez que as restri¢oes de (P) sdo convexas, ao linearizarmos as mesmas por meio
da série de Taylor sobre um dado ponto qualquer (z,7) € X X Y, obtemos as seguintes

desigualdades validas para (P):

\itang ( ‘;:y ) +£(2,79) < a (3)
Vg(z,5)" < Z:; ) +9(z,5) < O (4)

Note que o ponto (Z, y) nao precisa necessariamente satisfazer as restri¢oes de (P). Repare
ainda que em (Z, ), as lineariza¢oes aproximam de forma exata as fungdes originais de (P).
De posse destas informagoes, obtemos o problema mestre a partir de um conjunto L =
{(z%y"),..., (2" y*)} com k pontos de linearizacdo que se constitui em uma relaxagao do

problema original (P):

(M L) min «
a,T,Yy

o
y—y
i T
Vg(a?,y) ( I

re X, yeYNZm.

5. a Vf(-%‘j,yj)T< >+f(xj,yj) < o V(@ly)el 6)
5

)+g(ﬂfj,yj) < 0, V(iy)el

Seja (&, #, ) uma das solucdes 6timas de (MT). Apontamos que o valor & é um limite

inferior valido para (P) e (P). Se (&, ,y) for viavel para (P), temos que o valor & também
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sera um limite superior para (P) e (P). Nesse caso, uma vez que (&, &,7) prové o mesmo
valor como limite inferior e superior para (P), esta solucio sera 6tima para (P). Consequen-
temente, (&, ) serd uma solugao 6tima para (P). Por outro lado, se (&, &, ) nao for viavel
para (P), é necessario acrescentar desigualdades validas em (M%) de modo a cortar essa
solucdo de sua regiao viavel, fortalecendo assim a relaxagao fornecida por esse problema.
Para alcangar este objetivo, o algoritmo PCE adota a estratégia de acrescentar a propria
solugao (&, ) ao conjunto L.

Uma nova versao de PCE foi apresentada por |[Melo et al., 2017]. Nessa nova versao,
apresentada como Algoritmo 1, sdo acrescidos ao conjunto L pontos de linearizagao adicio-
nais obtidos através da fixacio das varidveis inteiras do problema (M%) e de novas resolucoes
deste (linhas 13 e 17), que, nesta situacao, se torna um problema de programacao linear,
mantendo assim o método como sendo puramente de primeira ordem.

Entrada: (P): problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y™): solucdo 6tima de (P).

z' = —o0;
z"* = +o0;

Escolha um ponto de linearizagio inicial (2, y°);

L={("y")k

k=1

Seja (M ) o problema mestre construido a partir de (P) sobre os pontos em L;
Seja (M, ) problema obtido ao fixar a variavel y de (M) em §*;

enquanto 2% — 2 > e, faga

Seja (&7, %", ") uma solugio 6tima de (M*);

A= ak

L=LuU&* §%);

se (M ) € vidvel entdo

© 0w N o A~ W N -

e =
W N = O

SeJ (@, z") uma solucio 6tima de (MyLk)7
14 e (zF,9%) € vidvel para (P) e f(z*,4"%)
15 (@) = (@*,5");

16 2= fa*,5");

17 L=1LuU(z* ¢ ;

18 | k=k+1;

< 2" entao

Algoritmo 1: Algoritmo de Plano de Corte Estendido (versao de [Melo et al., 2017]).

Apesar das alteracbes introduzidas no Algoritmo 1, ainda assim, o mesmo manteve
a caracteristica de PCE de néao garantir convergéncia em nimero finito de iteragoes. No
entanto, os resultados em [Melo et al., 2017] apontaram desempenho bastante superior desta
nova versao de PCE em comparagdo com a original no ambiente de testes adotado.

3 Aproximacao Externa

O algoritmo Aproximagao Externa (AE) foi proposto originalmente por [Duran and Gros-
smann, 1986] e posteriormente aperfeigoado por |[Fletcher and Leyffer, 1994]. Assim como
PCE, o fundamento principal de AE consiste em adotar o problema mestre (M%), e, a cada
iteragao, acrescentar um novo ponto de linearizagao em L até que o limite inferior fornecido
por (M') se torne suficientemente préximo do melhor limite superior conhecido para (P).
Seja (&F, 2%, %) uma solucdo 6tima de (M%) na iteracdo k. Uma tentativa de obtencio de
um limite superior para (P) consiste na resolugao do problema (P ), que ¢ o problema de
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PNL obtido a partir de (P) fixando-se y no valor inteiro §*:

(Py) min  f(x.5")
s.a g(z,9%) <0 (6)

Se (Pyx) for viavel, seja (#%,9%) uma de suas solugdes 6timas. Nesse caso, f(z*,¢") é
um limite superior valido para (P) e (P), e o ponto (Z*,7*) é adicionado ao conjunto L.
Observe que (Z*, %) ¢ a melhor solugao para (P) e (P) (ou uma das melhores, caso (Py)
tenha maltiplas solugdes 6timas) tendo §* como valor para 3. Caso (P,) seja inviavel, entao

g
o seguinte problema de viabilidade é resolvido:
(PE) min Y0, u,

s.a g(z,9%) < u (7)
u > 0,
z e X, ueR™

Seja (¥, %) uma solugao 6tima de (P;};) no contexto descrito. Entdo, o ponto (%, §*)
é adicionado ao conjunto L. Apds a atualizacdo de L, com a inclusao de (i’k, Ak) se o
problema (P) for viavel, ou com a inclusdo de (&F, %) caso contrario, o algoritmo inicia
uma nova iteragao, tendo como critério de parada uma tolerancia maxima para a diferenca
entre os melhores limites inferior e superior obtidos. Conforme demonstrado em [Bonami
et al., 2008, assumindo que as condigdes de KKT sdo satisfeitas nas solugdes de (Py) e
(Pé};), essa estratégia de atualizagdo do conjunto L faz com que, a cada iteragao, a solugao
6tima do problema mestre (dk,ﬁck, Qk) seja cortada pelas novas linearizacdes se a mesma
nio for solucdo viavel para (P). Foi demonstrado ainda que essa estratégia garante que
uma determinada solucdo §* para a variavel inteira y nao seja visitada mais que uma vez
pelo algoritmo, exceto se a mesma fizer parte da solugao 6tima de (P) (nesse caso, a solugao
poderia ser visitada no méaximo duas vezes). Como o ntimero de solugoes inteiras é finito
por hipdtese, ja que Y é limitado, o algoritmo garantidamente encontra uma solucao 6tima
de (P) em um numero finito de iteragoes. Assim, em comparagdo com o algoritmo ECP,
AE tende a despender um nimero menor de iteragdes, com o custo de necessitar resolver,
a cada iteragao, um ou dois problemas de PNL. De modo geral, em muitos casos praticos,
AEFE tende a possuir melhor desempenho que PCE devido ao ntmero reduzido de iteragoes.

O Algoritmo 2 traz o algoritmo AE. Na linha 3, um ponto de linearizagéo inicial precisa
ser obtido. Uma boa escolha é utilizar a solugao da relaxagao continua de (P), que é o
problema de PNL obtido a partir de (P) ao se relaxar sua restrigao de integralidade de
y. Note que esta mesma estratégia poderia ser adotada no algoritmo PCE (Algoritmo 1).
Entretanto, se isso for feito, PCE passara a necessitar de uma rotina de PNL e possivelmente
de informagao proveniente de derivada de segunda ordem.

4 Branch-And-Bound baseado em PL e PNL

Em [Quesada and Grossmann, 1992] é apresentado um algoritmo de aproximagao linear
baseado na resolugao de problemas de Programacao Linear (PL) e Programacao Nao Linear
(PNL) em um esquema de Branch-and-Bound (Branch-and-Bound baseado em PL/PNL,
ou BB-PL/PNL). A estratégia de atualizagdo do conjunto L é a mesma de AE, isto é, funda-
mentada na resolucao dos problemas (Pyk) e (Pyi) A principal motivagao deste algoritmo

vem da observagdo de que, em geral, o problema mestre (M%) é resolvido sucessivas vezes
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Entrada: (P): problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): solucao 6tima de (P).
1 2= —o0;
2 2" = +o0;
Escolha um ponto de linearizagao inicial (xo, yo), (usualmente a solugao 6tima da relaxagdo continua

w

de (P));
L={="y")}
k=1,

Seja (ML) o problema mestre construido a partir de (P) sobre os pontos em L;
Seja (Pyx) o problema PNL obtido ao fixar a varidvel y de (P) em "
Seja (P;;) o problema PNL de viabilidade obtido a partir de (Pyx);

enquanto z" — 2> e faga

o N o uoA

©

10 Seja (&%, 2%, %) uma solucio Gtima de (ML);
11 2 = @&k,

12 se (Pyr) € vidvel entao

13 Seja z* uma solucéo otima de (Pyr);

14 se f(zF, ") < z* entdo

15 2= fz*,y");

16 (@, y") = (2",y");

17 senao

18 L Seja z* uma solucéo otima de (P;;);

19 L= LU (z" ")
20 k=k+1;

Algoritmo 2: Algoritmo de Aproximagao Externa (AE).

nos algoritmos de aproximacao linear. Essa resolugdao é comumente realizada por meio de
um procedimento caixa-preta especializado, geralmente uma sub-rotina que implementa al-
guma metodologia baseada em Branch-and-Bound (BB). Estas sub-rotinas podem vir de
avancados pacotes de PLIM como Cplex, Gurobi ou Xpress. Quesada e Grossmann propu-
seram entao abrir este procedimento caixa-preta, integrando a resolucao do problema mestre
com a resolugao de (P) através de um esquema unico de BB. Nesse esquema de BB, em
cada particdo Y* explorada, o algoritmo resolve a seguinte relaxacdo continua do problema
mestre:

(M)%k) min «
a7x7y

s.a  Vf(aF g7 <

$—xk
k>+f(w’“,y’“) < o, V(@M yh) el

y—yk (8)
Vg(zk, y")T ziik ) +g(zFyF) < 0, V(FyF) el
re X, yeY"r.

Observamos que o problema mestre é dinamicamente atualizado através da inclusdo de
novos pontos de linearizagdo em L, que se originam da resolucao dos problemas (Pyk) e
(P;;) quando uma solugao inteira por ventura é encontrada.

O algoritmo Branch-and-Bound baseado em PL/PNL é mostrado como Algoritmo 3.
Note que apenas podas por inviabilidade e limite sao realizadas. Quando uma solugéo inteira
é obtida na resolugao de (M)%k) (linha 13), o algoritmo entra em um lago de atualizacao e
resolugao do problema mestre até que uma solugao nao inteira seja obtida (linhas 14-24).
Apontamos que a atualizagdo do problema mestre nao segue a ideia de particionamento do
espago do algoritmo BB, isto é, quando linearizacoes sao acrescentadas na exploragao de
uma determinada particao do espaco, as novas restricoes passarao a ser impostas a todos
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Entrada: (P): Problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): solugdo 6tima para (P).
1 2% = +o0;
2 Escolha um ponto de linearizagio inicial (z°,%°), (usualmente a solugdo 6tima de (P) (relaxacio
continua de (P)));

s L={("y")}

4 Y=Y,

5 Seja N = {0} a lista inicial de nés em aberto da enumeragao de BB;

6 Seja I} o limitante inferior do né i

7 19 = —o0;

8 1=0;

9 enquanto N # () faga

10 Selecione um né k de N;

11 N = N\{k};

12 se (Mék) € vidvel entao

13 Seja (&F, %", 4%) uma solucéo 6tima de (Mék)7

14 enquanto §* possui valor inteiro e 6* < z* — ¢. faga

15 se (Pyr) € vidvel entdo

16 Seja #* uma solugdo 6tima de (Pyx);

17 se f(#",9") < 2" entdo

18 2= f(@",9");

19 (x*vy*) = (‘%kv:gk)§

20 N=N\{j:l>2"—e} // Poda por limite

21 senao

22 L Seja (", #") uma solugo 6tima de (P;Z);

23 L=LuU{&" ¢}

24 Seja (&%, 2%, %) uma solucio Gtima de (M{;k),

25 se &F < 2% — ¢, entao
// Ramificag&o

26 Selecione uma variavel y; com valor ndo inteiro 3};“;

27 Yt =vrn{y e R™ 1y, < |95}

28 YiF2=yrhafy e R™ :y; > 357}

29 L =112 = ak

30 N=NuU{i+1,i+2};

31 i1=14+ 2

Algoritmo 3: Branch-and-Bound baseado em PL/PNL.

os subproblemas (M)%k) resolvidos daquela iteragao em diante, independentemente do ramo
em que estejam na arvore de BB.

A primeira vista, pode parecer dificil conseguir implementar o Algoritmo 3 de forma
tao eficiente quanto AE, pois, ao abrir o procedimento de resolu¢do do problema mestre,
o algoritmo BB-PL/PNL perde, em principio, a habilidade de utilizar as engenhosas estra-
tégias que avancados solvers de PLIM empregam para ampliar sua eficiéncia. No entanto,
estes mesmos solvers fornecem um meio préatico de implementar algoritmos como este atra-
vés do uso de lazy constraints juntamente com funcoes callback que permitem modificar o
comportamento padrao de seu procedimento de BB. Adicionando as novas linearizagoes do
problema mestre como lazy constraints, é possivel implementar o Algoritmo 3 facilmente
utilizando pacotes como Cplex ou Gurobi, continuando assim a se valer de todos os recursos
disponiveis nesses softwares. Desse modo, uma vez que considera um tnico procedimento
de BB, o branch-and-bound para PLIM nao precisa ser reiniciado a cada iteragao, conforme
ocorre em AE. Assim, espera-se que o Algoritmo 3 apresente uma carga de computagao
reduzida em comparagao com este altimo. De fato, resultados apresentados em [Melo et al.,
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2018] apontaram melhor desempenho deste algoritmo em rela¢ao aos demais algoritmos de
PNLIM em geral nas insténcias de teste consideradas.

5 Nosso algoritmo de Branch-And-Bound baseado em PL

Nesta se¢ao, apresentamos um novo algoritmo para PNLIM convexa que integra o avancado
esquema de aproximagao linear de BB-PL/PNL (Algoritmo 3) com a estratégia de atuali-
zacao do conjunto de pontos de linearizagdo de PCE (Algoritmo 1). Dessa forma, obtemos
um método totalmente de primeira ordem, fundamentado em um branch-and-bound base-
ado em aproximagao linear e que nao requer a resolucao de problemas de PNL, evitando
assim possiveis dificuldades atreladas ao tratamento deste tipo de problema. Denominamos
nossa abordagem como Branch-and-Bound baseado em PL, ou BB-PL, e a descrevemos em
detalhes no Algoritmo 4.

Entrada: (P): Problema de PNLIM, e.: tolerancia de convergéncia.
Saida: (z*,y"): solugdo 6tima para (P).

Z" = 400;

Escolha um ponto de linearizagio inicial (2, y°);

L={(z"y")};

Yo=Y,

Seja N = {0} a lista inicial de nés em aberto da enumeragdo de BB;
Seja I{ o limitante inferior do no i;

19 = —o0;

1= 0;

enquanto N # () faga

Selecione um né k de N;

N = N\{k};

se (1\7[1%) € vidvel entao

© 0 N O s W@ N

e =
Ww N = O

Seja (&%, &%, 4*) uma solucdo 6tima de (]\;[{;k),

14 enquanto (Mék) ¢ vidvel e % possui valor inteiro e 6* < z* — €. faga
15 se (2*,9%) ¢ vidvel para (P) e f(2*,3") < 2* entdo
16 2= f(@*, ")
17 (a*,y") = (&",9");
18 N=N\{j:l]>z"—e}; // Poda por limite
19 L=Lu{(E* 9}
20 Seja (&%, 2%, %) uma solucio Gtima de (Mék);
21 se &F < 2% — e. entdo
// Ramificag&o
22 Selecione uma variavel y; com valor nao inteiro g};-“;
23 Y =vYFn{ye R™ :y; < [9F]};
24 Y2 =vPn{ye R™ :y; > [971}
25 lffl = l§+2 = aP;
26 N=NuU{i+1,i+2};
27 =142

Algoritmo 4: Nosso algoritmo Branch-and-Bound baseado em PL (BB-PL).

Como pode ser conferido nos Algoritmos 3 e 4, a principal diferenga entre BB-PL /PNL
e BB-PL ¢é que este ultimo considera a resolu¢ao do préprio problema (M{;k) no lugar dos
problemas (Py:) e (P;;) Pode ser facilmente aferido que, se a solucdo (&*, 2%, j*) obtida
para (M{;k) na linha 20 do Algoritmo 4 for viavel para (P) com ¢* inteiro e &* = f(&*, ¢*),
entdo os cortes gerados em BB-PL pela introdugao de (%, 9%) em L (linha 19) serdo seme-

lhantes aos de BB-PL/PNL, ja que, nesse caso, #¥ também sera solucao 6tima para (Pyk)-
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Desse modo, temos que os cortes gerados por nosso algoritmo BB-PL nao sdo mais fortes
que os gerados por BB-PL/PNL. Todavia, esperamos que essa aparente desvantagem seja
compensada pelo fato de BB-PL nao resolver problemas de PNL, dispensando também as-
sim o possivel calculo de derivadas de segunda ordem. A convergéncia de BB-PL pode ser
verificada de modo intuitivo a partir da propria convergéncia de PCE, e do esquema de
branch-and-bound utilizado, que nao descarta nenhuma particao do espaco indevidamente.
Por fim, pode-se perceber ainda que BB-PL também pode ser implementado por meio de
lazy constraints e callbacks de usuario em pacotes PLIM avancados de forma mais simples
que BB-PL/PNL, ja que problemas de PNL nao sdo resolvidos.

6 Resultados Computacionais e Conclusoes

Foram obtidos resultados computacionais a partir da aplicagao de PCE, AE, BB-PL/PNL
e nossa abordagem BB-PL sobre um conjunto de 343 instancias de teste de problemas de
PNLIM convexa oriundas dos seguintes repositorios [CMU-IBM, 2012; Leyffer, 2013; World,
2014]. A Tabela 1 traz informagoes estatisticas sobre os problemas de teste. E notavel o
alto percentual de restricoes lineares presentes nas instancias de modo geral.

Tabela 1: Estatisticas sobre os problemas teste.

H min max média mediana
variaveis 2 107222 975,34 114
variaveis inteiras (%) || 0,01%  100% 52% 40%
restrigcoes 0 108217 1184.,65 211
restrigoes lineares (%) || 0,00%  100% 89% 95%

Os algoritmos mencionados foram implementados em C++ 2011 e compilados com o
compilador ICPC 16.0.0. Para a resolugdo de problemas de PLIM, adotamos o solver
Cplex 12.6.0. Para a resolucao de problemas de PNL, adotamos o solver Mosek 8.0.0.79.
Os testes rodaram em um computador com processador core i7 4790 (3,6 GHz) e 16 GB
de RAM sobre o sistema operacional Open Suse Linux 13.1. Todos os algoritmos foram
configurados para serem executados por uma Unica thread de processamento, o que implica
que os mesmos foram executados por um tunico processador a cada instante de tempo na
maquina utilizada para os testes. O tempo de processamento (CPU) de cada algoritmo em
cada instancia de teste foi limitado a 4 horas. Foram adotados os valores 1075 ¢ 1073 como
tolerancias de convergéncia absoluta e relativa, respectivamente, para todos os algoritmos.
Como pontos de linearizagao iniciais para os algoritmos PCE e BB-LP, foram tomadas
as origens do sistema cartesiano ((0)"=*"v). Para variaveis com restri¢oes de caixa nos
problemas, foi tomado como solugao inicial seu respectivo limite inferior.

A Figura 1 traz uma comparagao relativa entre os algoritmos com respeito ao tempo
de processamento (CPU) dispendido no conjunto de instancias de teste considerados. Note
que os dados estdao normalizados em relagdo ao melhor resultado obtido dentre todas as
abordagens para cada instancia. No eixo horizontal, a abscissa indica o ntimero de vezes
que o resultado obtido pelo algoritmo foi maior que o melhor resultado dentre os algoritmos
com relacao ao tempo computacional. No eixo vertical, a ordenada indica o percentual
de instancias alcangadas por cada abordagem. Mais especificamente, se a curva de um
determinado algoritmo passa pelo ponto («,7), isto indica que para 7% das instancias, o
resultado obtido pelo algoritmo em questao é menor ou igual a « vezes o melhor tempo
computacional dentre todos os algoritmos.
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Figura 1: Comparagao relativa de tempo de processamento (CPU) para os algoritmos.

Note, por exemplo, que a curva de AE passa pelo ponto (1, 10%). Isto significa que,
para 10% das instancias de teste consideradas, AE conseguiu o melhor resultado com relagao
ao tempo computacional (uma vez maior que o melhor resultado). A seguir, a curva passa
pelo ponto (1,5, 20%), indicando que AE conseguiu resolver 20% das instancias gastando
até 50% a mais de tempo que o melhor algoritmo em cada instancia (1,5 vezes maior que o
melhor resultado). Desta forma, a grosso modo, podemos afirmar que um algoritmo se saiu
melhor que os demais no quesito em questao quanto mais sua curva esté “acima’” das curvas
dos demais algoritmos no grafico.

Através da Figura 1, é possivel notar que nossa abordagem BB-PL foi a mais eficiente
para a maior parte das instancias consideradas, resolvendo 56% das mesmas com o menor
tempo de processamento dentre todas as abordagens. BB-PL/PNL, por sua vez, apresentou
o menor tempo de processamento para 27% das instancias. Com relagao a AE e PCE, esse
ntmero foi de 9% e 3%, respectivamente. E vélido notar que nem todas as instancias de
teste puderam ser totalmente resolvidas por cada abordagem no tempo méximo estipulado.
BB-PL foi capaz de solucionar por completo cerca de 89% das instancias, ficando levemente
atras das demais abordagens. BB-PL/PNL resolveu cerca de 93% das instancias, enquanto
AE e PCE resolveram cerca de 91% e 90% das instancias, respectivamente. E possivel
perceber ainda que BB-PL apresenta o melhor desempenho quando se considera tempo de
processamento até 4 vezes maior que o melhor resultado. A partir dai, ele é superado por
BB-PL/PNL. BB-PL foi também capaz de resolver 78% das instancias de teste gastando
até duas vezes mais que o melhor tempo de processamento, ao passo que BB-PL/PNL, AE e
PCE resolveram, respectivamente, 62%, 32% e 14% dos problemas nessa mesma proporgao
de tempo. Por fim, é valido notar que o desempenho de AE domina o de PCE nesse
conjunto de instancias de teste. A principal explicacdo decorre do fato de que AE gera
cortes mais fortes para o problema mestre com a resolugao de (Pyk) e (ny};) Entretanto,
no contexto dos experimentos aqui descritos, nossa abordagem BB-PL conseguiu obter um
consideravel ganho de desempenho em relagao & PCE ao adotar sua estratégia de cortes no
avangado esquema de aproximagao linear de BB-PL/PNL. Sob certos aspectos, ¢ possivel
afirmar ainda que BB-PL também alcangou ganhos em relacdo a BB-PL/PNL nos testes
aqui realizados.

A seguir, avaliamos os desempenhos no subconjunto de problemas teste com maiores
percentuais de restri¢ées nao lineares. Separamos entao todas as 92 instancias do grupo de
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343 com mais de 20% de restrigdes nao lineares para gerar um novo grafico comparativo
entre as abordagens com relagado ao tempo de processamento, exibido na Figura 2.
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Figura 2: Comparacao relativa de tempo de processamento (CPU) para os algoritmos nos
92 problemas com maior percentual de restrigoes nao lineares.

Observando a Figura 2, pode-se perceber que, no subconjunto de instancias de teste
considerado, BB-PL apresentou menor tempo de processamento para cerca de 79% das ins-
tancias de teste, enquanto que, para BB-PL/PNL, AE e PCE, esse nimero foi de cerca
de 17%, 2% e 1%, respectivamente. Note que a diferenga entre o resultado de BB-PL e
BB-PL/PNL com relagdo a esse nimero é consideravelmente maior nesse subconjunto de
instancias. Uma possivel explicagao para essa diferenca decorre do fato de que problemas
com maior percentual de restricbes nao-lineares podem demandar maior esforco para o cal-
culo de suas fungoes, derivadas e sua resolu¢do como um todo, o que também é corroborado
pelo fato do desempenho de PCE ter se tornado mais competitivo ao de AE. E possivel
perceber ainda que, nesse subconjunto, BB-PL e AE foram capazes de resolver cerca de
99% das instancias, ao passo que PCE e BB-PL/PNL resolveram 100%. O desempenho de
BB-PL ¢é levemente superado pelo de BB-PL/PNL apenas quando se consideram resultados
superiores a 4,5 vezes o melhor tempo de processamento.

De um modo geral, os resultados apresentados pelas Figuras 1 e 2 indicam que BB-PL
¢ uma abordagem bastante promissora ao se valer diretamente dos beneficios combinados
da estratégia de geragao de cortes de PCE, que é totalmente de primeira ordem, com o
esquema avangado de aproximagao linear de BB-PL/PNL, que tem gerado bons resultados
na literatura. O desempenho de BB-PL dominou o de AE e PCE e BB-PL/PNL quando se
considera tempo de processamento até 4 vezes maior que o melhor resultado nas instancias
em geral. Com respeito ao subconjunto de 92 instancias com maior percentual de restri-
¢Oes nao lineares, o desempenho de BB-PL foi ainda mais destacado, dominando as outras
abordagens para tempo de processamento até 4,5 vezes maior que o melhor resultado, além
de ter sido a abordagem mais eficiente em quase 80% das instancias desse subconjunto.
Além de ter se mostrado um método robusto nos experimentos realizados, BB-PL pode ser
facilmente implementado através do uso de lazy constraints e fungoes callback em avangados
pacotes de PLIM como Cplex e Gurobi sem exigir rotinas de PNL e calculo de derivadas de
segunda ordém.
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