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RESUMO

Dado um grafo G = (V, E), um subconjunto S C V(G) é convexo (na convexidade
geodésica) se, para todo u, v € S, os vértices em qualquer u, v-geodésico (u, v-caminho minimo)
também pertencem a S. A envoltdria convexa de S, denotada por [S], é o menor conjunto convexo
que contém S. O subconjunto S é um conjunto de envoltéria se [S] = V(G). O nimero de
envoltdria de G, denotado por hn(G), é o menor k tal que G possui um conjunto de envoltdria de
cardinalidade k.

E conhecido na literatura que determinar o nimero de envoltéria de um grafo dado é um
problema NP-Dificil, mesmo para cubos parciais, que formam uma subclasse de bipartidos. Além
disso, existem algoritmos polinomiais e limitantes para algumas classes de grafos, além de, mais
recentemente, alguns resultados em Complexidade Parametrizada. Neste trabalho, dois modelos
matematicos e uma heuristica para se calcular este pardmetro sdo estudados, implementados e com-
parados.

PALAVRAS CHAVE. Convexidade Geodética, Niumero de Envoltoria, Heuristica.

ABSTRACT
Given a graph G = (V, E), a subset S C V(G) is convex (in the geodetic convexity)
if, for every u,v € .S, the vertices in any u, v-geodesic (shortest u, v-path) also belong to S. The
convex hull of S, denoted by [S], is the minimum convex set containing S. The subset S is a hull
set if [S] = V(G). The hull number of G, denoted by hn(G), is the minimum & such that G has a
hull set of cardinality k.

It is known that determining the hull number of a graph is an NP-hard problem, even for
partial cubes, that form a subclass of bipartite graphs. Furthermore, there are polynomial-time al-
gorithms and bounds for some graph classes, besides, more recently, some results on Parameterized
Complexity. In this work, two mathematical models and a heuristic to compute such parameter are
studied, implemented and compared.
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1. Introducao

Uma classe de problemas combinatdrios que tem recebido bastante atencao recentemente
compreende o que se chama genericamente de problemas de contaminacio ou infec¢io ou convexi-
dade em grafos. H4 vérios tipos de contaminagao consideradas na literatura, que podem ser vistos
como um processo iterativo, onde, a partir de um subconjunto de vértices inicialmente contamina-
dos, passo a passo, outros também o serdo. Por exemplo, podemos considerar que dois vértices
contaminados contaminam, no passo seguinte, todos aqueles que estdo em algum caminho minimo
entre eles [Pelayo, 2013], ou todos aqueles que sdo simultaneamente vizinhos dos dois [Penso et al.,
2015], etc. Também sdo estudadas na literatura variagdes em que vértices contaminados podem se
tornar “sadios”, segundo alguma condicao pré-determinada [Dourado et al., 2012].

Nesse contexto, um dos problemas fundamentais consiste em determinar o menor nimero
de vértices que, inicialmente contaminados, infectam, iterativamente, todo o grafo em algum mo-
mento. Esse menor valor é conhecido como nimero de envoltéria [Everett e Seidman, 1985]. Veja
que tal problema pode modelar na pratica questdes como a determinacdo da menor quantidade de
individuos para disseminar informa¢des em uma rede social, ou a menor quantidade de individuos
para disseminar uma doenca ou epidemia em um local, por exemplo.

Neste trabalho, estudamos o processo de infec¢do em grafos relativo a convexidade geo-
désica. A seguir, formalizamos conceitos relacionados ao tema. Para definicdes sobre grafos, algo-
ritmos e complexidade computacional ndo apresentadas aqui, sugerimos [West, 2000; Cormen et al.,
2009; Garey e Johnson, 1990]. Apenas estudamos grafos simples, conexos e nao direcionados, a
menos que explicitamente dito o contrario.

Dados um grafo G = (V, E) e dois vértices u, v € V(G), dizemos que um u, v-geodésico
¢ um u, v-caminho de menor comprimento possivel. Um subconjunto S C V(G) é convexo, na
convexidade geodésica, se, para todos u,v € S, os vértices em qualquer u, v-geodésico também
pertencem a S. A envoltdria convexa de S, denotada por [S], é o menor conjunto convexo que
contém S. O subconjunto .S é um conjunto de envoltéria se [S| = V(G). O niimero de envoltéria
de G, denotado por hn(G), é o menor k tal que G possui um conjunto de envoltéria de cardinalidade
k.

Note que a envotdria convexa de S pode ser obtida pelo processo de infec¢@o a partir de
S, quando consideramos que dois vértices infectados u e v contaminam todos aqueles de um u, v-
geodésico. Portanto, o nimero de envoltéria é a menor quantidade de vértices a partir dos quais
se infecta todo o grafo. Esse pardmetro foi definido nos anos 80 e tem sido amplamente estudado
desde entdo. Veja, por exemplo, os trabalhos de [Everett e Seidman, 1985; Dourado et al., 2009;
Araujo et al., 2013, 2016; Albenque e Knauer, 2016; Bessy et al., 2017; Marcilon, 2017].

a(é)e 2N

Figura I: G Figura 2: G2

Ilustramos os conceitos acima com os grafos das figuras 1 e 2. Observe que no grafo
(1 ha diversos conjuntos de envoltéria com dois vértices. Por exemplo, {a, e} é um conjunto
de envoltdria (minimo), ja que os vértices b e ¢ serdo infectados em uma primeira iteracdo (pois
pertencem a caminhos mais curtos de a para e) e, entdo, d serd infectado na segunda iteracdo, por
pertencer a um b, c-geodésico. Ja na Figura 2, vemos o exemplo de uma arvore. Note que, para
G2, bem como para qualquer arvore, o conjunto de envoltéria minimo € dnico e consiste do seu
conjunto de folhas. Assim hn(G;) =2 e hn(Gs) = 3.
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O problema de determinar o nimero de envoltéria de um grafo é NP-dificil, mesmo para
grafos cubos parciais [Albenque e Knauer, 2016] e grafos cordais [Bessy et al., 2017]. Um cubo
parcial € um subgrafo isométrico do hipercubo e, portanto, o problema é NP-dificil para grafos bi-
partidos. Uma demonstracdo independente desse fato pode ser encontrada em [Araujo et al., 2013].
Ha4 na literatura diversos limitantes superiores, algoritmos polinomiais e algoritmos parametrizados
para diversas classes de grafos, além de demonstracdes que tais algoritmos paramétricos nao exis-
tem, sob a hipétese de que FPT#W][1] (veja alguns exemplos em [Dourado et al., 2009; Araujo
et al., 2013, 2016; Marcilon, 2017]).

Porém, que conhecamos, ndo ha formulacido de programacao linear-inteira com um nu-
mero polinomial de restri¢des proposta na literatura, nem estudos que proponham e avaliem o com-
portamento de heuristicas polinomiais para obtencdo de um conjunto de envoltéria. H4 entretanto
a implementagdo de um algoritmo exponencial para obtencdo do nimero de envoltéria no Sage-
Math [Sag] que sugere uma formula¢do de programagdo inteira com um niimero exponencial de
restricdes. Vale ressaltar que, embora a formulagao seja facilmente obtida a partir da implementagao
no SageMath, acreditamos que a mesma ndo foi explicitamente proposta na literatura.

Neste trabalho, estudamos a formulacdo correspondente ao método implementado no
SageMath e propomos uma formulagdo de programacdo inteira com uma quantidade polinomial
de varidveis e restricdes, bem como uma heuristica polinomial para determinar o niimero de en-
voltdria de um dado grafo. Em seguida, apresentamos os resultados de testes computacionais sobre
instancias correspondentes a grafos bipartidos e grafos arbitrarios, tomados aleatoriamente. Compa-
ramos entdo as solugdes 6timas obtidas pela implementacdo, no CPLEX, das formula¢do propostas
com as solugdes obtidas pela heuristica. Vale ressaltar que uma das formulagdes € resolvida por
um algoritmo de planos-de-corte que corresponde ao método exponencial encontrado em [Sag].
Finalmente, na tltima se¢do, exibimos caminhos para o desenvolvimento da pesquisa sobre esse
parametro nesta linha.

2. Algoritmo de Contaminacao

Em nossa heuristica e em um dos modelos, precisamos calcular a envoltéria convexa
de um dado conjunto S, para, por exemplo, verificar se 0 mesmo é um conjunto de envoltdria.
Em [Dourado et al., 2009], é mencionado um algoritmo polinomial para calcular tal envoltéria.
A partir dessa sugestdo, foi implementado um algoritmo de contaminacdo, onde se recebe como
entrada um subconjunto S com pelos menos 2 vértices, correspondendo aqueles ja contaminados,
e se retorna todo o conjunto resultante na contaminacdo geodésica aplicada a S. A seguir temos o
pseudo-cédigo:

Algorithm 1
1: function CONTAMINACAO GEODESICA(S)
22 5« 8§
3 U<+ 0
4: while U # S’ do
5: U « vértices de todos os i, j-caminhos minimos, V {i,j} € 5’
6
7
8
9

S+ S'UU
endwhile
return S’

: end function

Para a descoberta dos caminhos minimos (passo 5 do Algoritmo 1), adaptamos o classico
algoritmo de [Floyd, 1962; Warshall, 1962], que calcula o valor de todos os caminhos minimos
entre todos os pares de vértices de um grafo. Para a entrada do algoritmo, tem-se uma matriz
Dy xn, n = |V(G)|, onde a posi¢do D;; representa o custo da aresta ij, caso exista, e infinito caso
contrario.
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O algoritmo original atualiza apenas os valores de distincias, ndo salvando a sequéncia
de vértices e arestas que pertencem a um caminho minimo entre dois vértices e desconsiderando
casos em que temos mais de um caminho de mesmo custo. Como estamos interessados nos vértices
internos de quaisquer caminhos minimos, adicionamos uma matriz ao algoritmo, H,, x,, onde cada
posicao H,, armazenara os vértices que estio internos a um u, v-caminho minimo, para cada par
u,v € V(G). Para tanto, usamos o seguinte algoritmo:

Algorithm 2
1: function FLOYD-WARSHALL-MODIFICADO(D,, x1)

2. for i= 1lton

33 for j= 1ton

4: for k= 1ton

5: if Dij > D + ij then

6: Dij = D + Dy;

7: Hij +— H;. U ij U {k‘}

8: else if D;; = D;;, + Dy; then
9: Hij — Hij U H U ij U {k‘}
10: endif

11 endfor

12: endfor

13:  endfor

14: return D, H
15: end function

3. Formulacgoes

Propomos dois modelos de programag@o linear inteira para determinar o nimero de envol-
téria de um grafo. O primeiro é compacto (possui um nimero polinomial de varidveis e restri¢des);
o segundo possui um ndmero linear de varidveis, porém exponencial de restri¢cdes, em termos do
nimero n = |V(G)| de vértices do grafo.

Modelo 1: Passo de Contaminagdo.

Este modelo foi baseado no tempo para contaminagdo, ou seja, nimero de passos ne-
cessdrios para a infec¢do de todo o grafo. Observe que, se o grafo possuir pelo menos trés vértices
e ndo for o grafo completo, entdo hn(G) < n — 1 e, em no maximo n — 2 iteragdes, os demais
vértices serdo infectados. Defina:

o P =n—2,emque P éotempo midximo para contaminar todo o grafo;
e Varidveis:

1, sei € V estd contaminado no passo p=0, 1, ..., P;

D _
- T =
(2 s .
0, caso contrério.
S = 1, sei,j € V estdo contaminados no passo p=0,1, ..., P;
i

0, caso contrdrio.

Como 0 nosso objetivo é o menor nimero de vértices que, inicialmente contaminados,
infectam iterativamente todo o grafo, entdo queremos que as varidveis 29 somem o minimo possivel.
Portanto, temos a seguinte fungdo objetivo, que queremos minimizar:

Ziev m?.
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Para modelar a contaminagao de um vértice £ em determinado instante p + 1, temos duas
possibilidades: ou ele estd contaminado desde o inicio; ou no instante p dois vértices ¢ e j estdo
contaminados e k estd em algum ¢, j-caminho minimo. Logo, temos a seguinte restricao:

+1
oy < Y gyem Yot VEEV,p=0,1,.., P~ 1,

onde Hj, é o conjunto contendo todos os pares de vértices {4, j}, tais que k estd em algum 4, j-
caminho minimo. Tais conjuntos podem ser determinados a partir da saida do Algoritmo 2.

A garantia de que o conjunto contaminado inicialmente é de envoltéria equivale a pedir
que o processo de infec¢do definido acima resulte em todos os vértices contaminados no dltimo
instante. Em outros termos, devemos ter:

P =1vieV.
~ ., . . . D p_p . .. ,
A relagdo entre as varidveis = e y € definida por y;; = x;x;, ou seja, o par {i,j} estd
contaminado em um certo instante se, ¢ somente se, ambos ¢ e j estdo. Dada a fungdo objetivo, tal

relacdo € assegurada no 6timo pelas restri¢des:
vl <ab b <ab Vi jeV.p=0,1,..,P.

Resumindo, temos o seguinte modelo:

min E Y

eV
szl =1, VieV.
yfjgxf,yfj§$§, Vi,jeV,p=0,1,.., P.
< Tyl +al, VkeV,p=0,1,..,P —1.
{i,j}EH
o € 10,1}, VieV,p=01,.. P
o7 € {0,1}, Vi,jeV.p=01,.. P

Note que o modelo apresentado tem um nimero cibico, com relacio ao niimero de
vértices do grafo dado como entrada, de varidveis e de restrigdes. Os valores das variaveis a;?
indicardo ao final da resolu¢cdo do modelo se o vértice 7 participa de um conjunto de envoltéria
minimo do grafo, e o niimero de envoltdria serd a soma de todas essas variaveis.

A implementacdo desse modelo € simples, dados os métodos mostrados anteriormente.
Todos os componentes do modelo (fungio objetivo, restri¢des e varidveis) sao de ordem polinomial,

de modo que podemos gerd-lo em tempo polinomial.

Modelo 2: Co-convexo.

Dado um grafo G, um conjunto S C V(G) é co-convexo se V(G) \ S é convexo. Conse-
quentemente, observe que pelo menos um vértice de um co-convexo S precisa estar infectado ini-
cialmente; do contrario, como a envoltéria de V(G) \ S é o préprio conjunto, nenhum dos vértices
de S se tornaria contaminado.

Consequentemente, pode-se deduzir que S’ é um conjunto de envoltéria se, e somente
se, para todo conjunto co-convexo .S, temos que S’ NS # () [Dourado et al., 2009]. Ou seja, um
conjunto de envoltdria pode ser visto como um transversal da familia de co-convexos do grafo dado.
Esse é o elemento chave da formulacio a seguir, onde usamos as seguintes variaveis:

1, sei € V(G) é selecionado para o conjunto de envoltdria;
Ty = .
0, caso contrério.

A funcdo objetivo, que queremos minimizar, € trivialmente dada por:
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D iev Ti-
Para a descrig@o das restri¢des, defina CC(G) como a familia de conjuntos co-convexos
de G. Pela observagdo supramencionada, temos:

Yiesmi > 1, VS € CO(G).

Logo, o modelo completo é:

min Zmz (D

%

sar » x> 1 VS € CC(G) 2)
€S
z; € {0,1} Vie V(G) 3)

Vale mencionar que o método implementado em [Sag] resolve implicitamente esse mo-
delo. Em outras palavras, ele pode ser visto como a aplicacdo do método de planos-de-corte a
formulacdo acima.

Pode-se diferenciar o modelo co-convexo do anterior tanto em niimero de varidveis como
em nimero de restri¢cdes. Este apresenta uma vantagem quanto ao nimero de varidveis, que € linear
no numero de vértices, enquanto no anterior tal quantidade era cubica. Entretanto, o modelo co-
convexo apresenta uma desvantagem, um ndmero exponencial de restricdes, que ndo podem ser
fornecidas diretamente ao solver.

Para a implementacdo do modelo (1)-(3), usamos a seguinte estratégia. Geramos inicial-
mente apenas uma pequena parte das restricdes, ou simplesmente a restricio ) ;- x; > 1. Entdo,
usamos o CPLEX para resolucido do modelo relaxado (com tal subconjunto de restrigdes junto com
a integralidade das varidveis) e verificamos se a solu¢cdo produzida é um conjunto de envoltéria.
Para tal, utilizamos o algoritmo de contaminac¢io proposto anteriormente. Caso afirmativo, temos
uma solugdo 6tima. Do contrdrio, o subconjunto de vértices ndo contaminados € co-convexo e leva a
uma restri¢do violada. Esta é acrescentada ao modelo relaxado corrente e o processo, repetido. Note
que a integralidade ndo € relaxada em nenhum momento. Um pseudocddigo desse procedimento é
apresentado no Algoritmo 3.

Algorithm 3
1: function RESOLUCAO CO-CONVEXO
22 C <10
3. repeat
4:  Adicione ao modelo a restrigdo (2) relativaa V(G) \ C;
5. Resolva o Modelo;
6: S < Vértices indicados pela solugao;
7
8
9

C <+ Contaminacgio Geodésica(5);
. until C =V (G)
: return S
10: end function

4. Heuristica

Como os modelos matematicos podem demorar muito para serem solucionados, muitas
vezes sdo propostos métodos heuristicos, que, apesar de ndo garantirem encontrar a melhor solugdo
possivel, retornam uma solucio rapidamente.

A heuristica que serd proposta para esse problema utiliza uma estratégia gulosa, onde
busca-se sempre contaminar a maior quantidade de vértices ao adicionar um novo vértice ao con-
junto S* que, apds algumas iteracdes, serd de envoltoria. Para inicializar o processo, adicionamos a
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esse conjunto S* um par de vértices que sdo distantes entre si 0 maximo possivel no grafo. Entdo,
aplicamos o algoritmo de contaminag@o nesse conjunto e, posteriormente, observamos se algum
vértice ndo estd infectado. Em caso afirmativo, adicionamos a S* um vértice ainda nao contami-
nado que possui o maior dos caminhos minimos no grafo para algum dos vértices contaminados.
Repetimos esse processo até que S* seja um conjunto de envoltéria. A seguir temos um pseudo-
cddigo para este procedimento:

Algorithm 4
1: function HEURISTICA(G)
Encontre {7, j} € V(G), tal que dists(i,j) é maximaem G
S* «{i,j}
C + Contaminag¢do Geodésica(S™)
while C' # V(G)
Encontre k € V(G) — C, | € C, tal que distg(k,l) é maxima
S* « S*U{k}
C < Contaminagdo Geodésica(S™)
endwhile
return |S™|
11: end function

D A A

—_
e

E interessante notar que esse método pode ser implementado em O(n?), o que mantém a
complexidade do algoritmo de Floyd-Warshall que € utilizado no cédlculo de distancias e ja possui
tal complexidade.

5. Resultados Computacionais
5.1. Instancias estudadas

Para os testes computacionais foram utilizados grafos gerados aleatoriamente, arbitrarios
ou bipartidos. Note que o estudo nessa classe € relevante, uma vez que mesmo em bipartidos a
determinagdo do nimero de envoltéria € NP-dificil.

Para gerar cada instancia, necessitamos de dois pardmetros de entrada: a quantidade de
vértices n € N*; e uma de probabilidade 0 < p < 1 relativa a ocorréncia de aresta. Para gerar
grafos bipartidos, separamos o conjunto de vértices em dois subconjuntos, A com [n /2] vértices e
B com os |n/2] restantes; em seguida, criamos uma drvore geradora qualquer com esse conjunto
de vértices (mantendo a propriedade de ser bipartido), de modo a garantir a conexidade do grafo.
Posteriormente, para todo par de vértices i, j € V(G), taisque i € Ae j € B, se a aresta ij ndo
for uma das que formaram a drvore inicialmente, gera-se um ndmero aleatdrio entre 0 e 1. Caso
esse nimero seja menor que o fator de probabilidade p, entdo adicionamos a aresta ¢j. Note que,
quanto maior esse fator p, maior serd a quantidade de arestas do grafo, o que reflete diretamente na
densidade do mesmo. Para gerarmos grafos aleatérios quaisquer, segue-se 0 mesmo procedimento
anterior, sendo que formamos uma arvore geradora qualquer com os n vértices e, depois, geramos
as arestas para quaisquer pares i, j € V(G) no grafo.

5.2. Comparacao das Formulacoes e Heuristica

Os modelos foram resolvidos com uso do CPLEX (IBM, Versao 12.61). A implementacio
dos métodos descritos acima foi toda feita na linguagem de programagao C++, por meio do compi-
lador QT-Creator, versdo 3.0.1. Comparamos os desempenhos dos dois modelos matemadticos e da
heuristica.

As instancias foram solucionadas e os resultados, tabelados. Nas tabelas 1 e 2, as colunas
representam, em ordem, o nimero de vértices do grafo n, o fator de probabilidade p de geracao
das arestas, o tempo de resolu¢do de cada modelo (em segundos), a solucdo 6tima, a solugdo da
heuristica, e desvio dessa em relagdo a solugdo 6tima. O sinal ”-” significa que a resolucdo da
instincia com aquele método demorou mais que 1000 segundos.
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Inicialmente foram testadas instancias de grafos bipartidos, cujos resultados sdo mostra-

dos na tabela a seguir:

vV P Co-convexo Passo Solugdo Sol. H desvio
1 10 0,9 0,0059 04278 2 2 0
2 10 0,5 0,0040 09753 2 2 0
3 10 0,2 6,0538 0,0120 8 8 0
4 20 09 0,0302 28,9300 2 2 0
5 20 0,5 0,0175 24,5068 2 2 0
6 20 0,2 12705 50,6619 6 6 0
7 40 09 0,1840 - 2 2 0
8§ 40 05 01161 - 2 2 0
9 40 0,2 0,0723 - 2 3 0,5
10 80 0,9 1,7256 - 2 2 0
11 80 0,5 0,9923 - 2 2 0
12 80 0,2 0,5095 - 2 2 0

média 0,0417

Tabela 1: Resultados para grafos bipartidos aleatorios.

O modelo co-convexo foi mais rdpido na maior parte das instdncias que o passo de
contaminag¢do, perdendo em apenas um dos testes. Também foi observado que a heuristica proposta
encontrou a solucdo 6tima em quase todas as instancias errando em apenas uma. Uma observacgio
com respeito a essa instancia é que o grafo possui densidade baixa, indicando uma possivel condi¢ao
desvafordvel para a heuristica. Por dltimo, o modelo passo de contamina¢do demora mais que o li-
mite de tempo de 1000 segundos para resolugdo com grafos a partir de 40 vértices.

Também foram feitos testes em grafos aleatdérios (ndo necessariamente bipartidos). O

resultado esta a seguir:

vV P Co-convexo Passo Solugdo Sol. H desvio

1 10 0,9 10,0101 0,3823 3 3 0
2 10 0,5 0,1542 09743 2 2 0
3 10 0,2 54213 0,3281 4 4 0
4 20 09 0,0921 17,2908 2 2 0
5 20 0,5 0,0482 24,4920 2 2 0
6 20 0,2 22705 38,9281 5 5 0
7 40 09 0,0192 - 2 2 0
8 40 0,5 0,0821, - 2 2 0
9 40 0,2 10,2918 - 7 7 0
10 80 09 12414 - 2 2 0
11 80 0,5 25721 - 2 2 0
12 80 0,2 12,7126 - 2 2 0

média 0

Tabela 2: Resultados para grafos gerais aleatorios.

Para grafos aleatérios quaisquer, houve algumas mudancas significativas com relagdo ao
tempo. O modelo passo de contaminacdo teve diminuicdo no tempo em quase todas as instancias
com as mesmas caracteristicas dos grafos bipartidos, entretanto continuou a passar do limite de
tempo para grafos que possuem a partir de 40 vértices. Nota-se uma demora maior nesses grafos
com baixa densidade para o modelo co-convexo. Em todos os grafos com p = 0,2 as instincias
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demoraram mais no modelo co-convexo, quando comparado ap = 0,5 e p = 0, 9. A heuristica en-
controu a solugdo 6tima em todas as instancias, mostrando uma melhora para grafos que nao sao bi-
partidos. No final o modelo co-convexo continuou sendo mais rdpido que o passo de contaminagdo,
na maior parte das instancias testes.

6. Consideracoes Finais

A partir dos métodos mostrados, observa-se que o modelo co-convexo foi mais rdpido
em quase todas as instdncias que o passo de contaminacdo, perdendo em apenas um dos testes,
em cada classe de grafos. Isto sugere o modelo co-convexo como o mais adequado para encontrar
o conjunto de envoltéria na convexidade geodésica, pois além de encontrar solucdes, em média,
mais rdpido que o passo de contaminacdo, ndo ultrapassou o limite de tempo proposto nos testes.
Para problemas reais, onde a quantidade de vértices e arestas do grafo é da ordem de centenas ou
milhares, esse modelo pode ser utilizado.

Também foi observado que a heuristica proposta encontrou a solu¢do 6tima em quase
todas as instancias, errando em apenas uma, onde a resposta diferiu do 6timo em uma unidade.
Sendo assim, ela se apresenta como uma boa alternativa aos modelos.

Como trabalhos futuros, ha pelo menos duas grandes avenidas para pesquisa. A primeira
compreende um estudo aprofundado das formulacdes apresentadas neste trabalho, em busca de se
aplicar métodos de programacdo inteira mais robustos para resolucao de instancias maiores. Em par-
ticular, pode-se explorar a estrutura do grafo. Estudos preliminares indicam que se a densidade do
grafo dado como entrada for muito baixa, entdo o modelo co-convexo torna-se consideravelmente
mais lento. Uma segunda linha de pesquisa consiste em considerar os inimeros outros parametros
de convexidade (nimero de intervalo, niimero de Carathéodory, nimero de Radon, nimero de Helly,
posto, etc.), nas diversas convexidades conhecidas na literatura (P3, P3, monofonica, de caminhos
triangulados, etc.), com a devida modelagem em programacio matemética e a consequente andlise
de resultados nas mais diversas instincias.
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