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RESUMO

Chudnovsky e Seymour, em 2006, publicaram um algoritmo que resolve, em tempo po-
linomial, o problema denominado THREE-IN-A-TREE: dados um grafo simples e trés vértices ar-
bitrarios pertencentes a este grafo, verificar se existe uma subdrvore induzida que contenha os trés
vértices dados. Neste trabalho iremos lidar com uma generalizacdo natural deste problema, de-
nominada k-IN-A-TREE. O problema, portanto, consiste em testar, dado um grafo, se existe uma
subarvore induzida que contenha k vértices determinados. Quando o nimero de vértices fixos k
¢ parte da entrada, o problema € conhecidamente NP-Completo. Quando, ao invés de um k£ como
parte da entrada, temos um k fixo, a complexidade estd aberta para k > 4 para o caso geral. Para
casos restritos existem algoritmos eficiente, como nos grafos livres de garras, grafos de cintura
maior igual a k e grafos cordais. Neste trabalho apresentamos formulagdes de Programacgédo Linear
Inteira para este problema e verificamos experimentalmente que € possivel resolver de forma exata
instancias de tamanho moderado a grande.
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ABSTRACT

Chudnovsky and Seymour proposed the three-in-a-tree algorithm which solves the fol-
lowing problem in polynomial time: given a three fixed vertices in a finite simple Graph, check
if an induced tree containing these vertices exists. In this paper we deal with a generalization of
this problem, referred as k-IN-A-TREE problem. The k-IN-A-TREE problem, therefore, is to test
whether a graph contains an induced tree spanning k given vertices. When k is part of the input, the
problem is known to be NP-complete. For fixed &, the complexity of this problem is open for & > 4,
although there are better time algorithms for restricted cases, such as claw-free graphs, graphs with
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girth at least k, and chordal graphs. In this paper we will propose an optimization approach to solve
the problem.

KEYWORDS. k-in-a-tree, three-in-a-tree, induced subgraphs, MTZ.
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1. Introducao

Em 2006 Chudnovsky e Seymour publicaram [Chudnovsky e Seymour, 2010] o algoritmo
three-in-a-tree que resolve, em tempo polinomial, o seguinte problema: Dado um grafo G = (V, E)
e trés vértices u, v, w € V como entrada, encontrar um grafo 7’ tal que 7" seja a0 mesmo tempo um
subgrafo induzido de G, uma arvore e contenha u, v e w. Caso ndo exista T que conforme com as
condicdes, reportar a impossibilidade.

O trabalho se tornou muito dtil na comunidade como uma ferramenta para testes de
existéncia de certas classes de subgrafos induzidos, especialmente no reconhecimento de classes de
grafos definidas pela proibicao de certos subgrafos induzidos [Vuskovic, 2013]. Um outro exemplo
da utilidade do algoritmo foi a utilizacdo deste para o reconhecimento de grafos livres de buracos
impares [Chang e Lu, 2015].

Neste trabalho sera tratada a generalizacdo natural do problema citado, denominada k-IN-
A-TREE. E ficil de perceber que para k = 1 e k = 2 o problema ¢ trivial, para k = 3 o problema
foi resolvido pelo algoritmo three-in-a-tree [Chudnovsky e Seymour, 2010] e para k fixo tal que
k > 4 a ordem de complexidade do problema ainda estd em aberto. Quando, ao invés de um k
fixo, temos este elemento como parte da entrada o problema se torna conhecidamente NP-dificil
[Derhy e Picouleau, 2009]. Para o caso de k fixo sdo conhecidos algoritmos eficientes para grafos
com caracteristicas especificas, como grafos livres de garras [Fiala et al., 2012], grafos de cintura
maior igual a k£ [Liu e Trotignon, 2010] e grafos cordais [dos Santos et al.]. Por fim, mesmo com
a complexidade aberta para k > 4, problemas de natureza similar sdo conhecidamente NP-dificeis,
como testar a existéncia de um ciclo induzido contendo k vértices [Bienstock, 1991] e encontrar
um caminho induzido contento k vértices (para k > 3) [Haas e Hoffmann, 2006].

As principais contribui¢des deste trabalho incluem:

e Apresentar a primeira formulacfo linear inteira para o problema k-IN-A-TREE;

e Verificacdo experimental da capacidade do modelo de resolver instincias de tamanho relati-
vamente grande em pouco tempo;

e Estudo preliminar sobre os pardmetros ou caracteristicas das instncias que podem influenciar
os tempos de execucao quando aplicado o modelo.

2. Notacoes e Terminologia

Considere que, ao longo deste trabalho, todos os grafos devem ser considerado finitos,
conexos, ndo direcionados e simples, a ndo ser que o contrério seja explicitamente comunicado.
Dizemos que H é um subgrafo induzido de um grafo G se ambas forem atendidas:

1. V(H) CV(G)
2. E(H)=A{w € E(G) |u,v e V(H)}.

Apresentamos, agora, a definicao formal do problema a ser tratado neste trabalho.

K-IN-A-TREE
INSTANCIA: Um grafo G = (V, E') e um conjunto K C V(G).
PERGUNTA: Existe subgrafo induzido 7" de G, com K C V(T') tal que T" seja uma arvore?

Podemos assumir que GG € conexo pois, caso contrario, podemos trivialmente reduzir G a
um grafo conexo: 1) caso G ndo seja conexo e existam u, v € K que facam parte de componentes
conexas diferentes € 6bvio que ndo existe solu¢do para o problema; 2) caso GG ndo seja conexo e K
esteja completamente contido em uma tnica componente conexa, podemos eliminar todas as outras
componentes conexas da entrada.
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3. Modelagem

A abordagem proposta neste trabalho para o K-IN-A-TREE € a utilizacdo de otimizacgdo
linear inteira, assegurando aciclicidade através de restricdes e maximizando a fung¢do objetivo
\V(T)| — |E(T)|. O principio basico da formulagdo que sera apresentada parte da defini¢do de
arvore como um grafo aciclico e conexo. Além disso toda drvore T satisfaz |V (T)| — |E(T)| = 1.

Com a garantia de aciclicidade pelas restri¢des, € trivial deduzir que o menor valor possivel
para a fungdo objetivo |V (T")| — |E(T")| serd 1. Caso este valor seja alcangado, podemos afirmar
que 7" € uma arvore. Sera assegurado que 7" € um subgrafo induzido de G, aciclicoe que K C T
através de restricdes. Desta forma, o problema original possuird solug¢do se e somente se a fungéo
objetivo alcangar o valor 1.

Para garantir a aciclicidade do grafo, a formulagdo MTZ [Miller et al., 1960] serd usada
de forma modificada. Ela foi originalmente desenvolvida para o problema do caixeiro viajante e
¢ amplamente utilizada para a eliminacdo de ciclos indesejados [Pataki, 2000]. Apds a explicagdo
da formulacdo MTZ e como modificd-la para atender as necessidades do problema em questdo, a
secdo seguinte ird explicar as demais restrigoes.

3.1. Formulacio MTZ

Para explicar a formulag@o, primeiramente, deve-se formular o problema do caixeiro vi-
ajante, que pode ser modelado por grafo direcionado D = (NN, A) onde busca-se o four (um ciclo
direcionado que contenha todos os elementos) de menor caminho. Denota-se custo das arestas por
cij, € aexisténcia das arestas por x; j, que representam se a aresta 7j estd na solu¢do ou ndo. A aresta
17 € aquela que conecta o vértice 7 ao vértice j. As solucdes factiveis do problema de programagio
inteira

min E Cij T
]

subject to inj =1 WV

i (1
Z:Uij =1 W
J
Tij € B
vao geralmente conter ciclos direcionados, denominados subtours. Para excluir os subtours da
solugd@o pode-se utilizar varidveis adicionais u;(i = 1,...,n), na forma
uy =1
2<u; <n Vi#£ 1 2)

ui—uj—&—lgn(l—mij) Vi#£ 1,V #1

A ultima restricdo em (2) é conhecida, em inglés, como arc-constraint para (i,j), e
quando unidas as formulacdes (1) e (2) temos a formulacdo de Miller-Tucker-Zemlin, ou MTZ. De
fato podemos observar que as restricdes apresentadas eliminam subtours pois: 1) as arc-constraints
para (i, j) forcam u; > ;41 quando z; ; = 1; 2) Se a solugao factivel de (1) e (2) contiver mais de
um subtour, pelo menos um destes subtours iria conter o né 1, e ao longo deste subtour os valores
de u; tenderiam a aumentar infinitamente (implicando que o unico valor factivel para u; é a posi¢ao
do né ¢ no tour, uma forma de ordenagdo) [Desrochers e Laporte, 1991].

Apesar de extremamente interessante, esta formulacdo, conforme apresentado anterior-
mente, permite um e apenas um ciclo como esperado do problema do caixeiro viajante. Portanto a
formulacdo serd utilizada de forma modificada, visando inibir todo e qualquer ciclo, conforme ne-
cessario em uma arvore. Altera¢des similares sdo comuns em formulagdes no problema da arvore
de Steiner: dado um grafo nao direcionado com pesos ndo negativos nas arestas e um subconjunto
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de vértices denominados terminais, o problema consiste em encontrar uma arvore de peso minimo
que contenha todos os terminais. Este problema, em grafos, pode ser visto como uma generalizagio
de dois outros problemas combinatdrios famosos: o problema de menor caminho, e a arvore ge-
radora minima [Chlebik e Chlebikovd, 2008]. Se por um lado com dois terminais o problema é
simplificado para o problema do menor caminho, quando todos os vértices sdo terminais o pro-
blema se torna o da drvore geradora minima. A maior parte das varicdes do problema da drvore
de Steiner é NP-dificil [Klein e Ravi, 1995], apesar disso, muitas delas podem ser resolvidas de
maneira eficiente na pritica, mesmo para problemas reais de larga escala [Bern e Graham, 1989].
Este problema, por ser muito estudado, possui formulagdes eficientes, muitas vezes baseadas na
MTZ, para a remocao de ciclos e de subtours em busca de uma 4rvore, assim como o problema em
questdo.
3.1.1. Modificacoes do MTZ

Na formulagdo, y; indica se o vértice ¢ estd na solu¢do ou ndo. As varidveis x; ; indicam
se existe uma aresta conectando i e j na solugdo. E importante ressaltar que a matriz x nio é
simétrica, apesar de estarmos lidando com grafos ndo direcionados, e caso exista uma aresta entre
i e j ela serd representada por x;; ou x;; € nunca ambos. Apesar desta notacdo se assemelhar a
de grafos direcionados, este ndo é o caso: esta peculiaridade se deve a forma de funcionamento da
formulagdo MTZ. Outro ponto peculiar que merce destaque € que devido ao fato de todos os grafos
serem simples, conforme colocado na Secdo 2, podemos afirmar também que z;; = 0 para todo .

O conjunto de restri¢des que garante aciclicidade que serd usado pode ser obtido através
de algumas modificacdes na formulacio MTZ. Seguindo a légica previamente mencionada desta
formulacdo, escolhe-se um vértice como raiz que nao ird receber nenhuma aresta, apenas enviar.
Na formulacdo original este vértice poderia ser escolhido arbitrariamente pois todos os vértices
fariam parte da solug@o final. Nesta variacdo, o vértice deverd pertencer a K, pois estes sao 0s
unicos vértices que necessariamente serdo parte da solugdo. Isso é garantido pela Equacgdo (3).

=1

Em seguida para cada vértice j uma restricdo é necessdria para forgar j a ter exatamente
uma aresta chegando, caso j esteja na solug@o, ou nenhuma caso contrério. Esta etapa ¢ mais uma
adaptacdo da formulacdo MTZ, uma vez que nem todos os vértices necessariamente estardo na
solugdo final. A modelagem estd na Equacdo (4).

Z%‘ =Yj Vji#1 (4)
=1

Um conjunto adicional de varidveis de decisdo u; serd necessdrio para indexar os vértices.
Para a formulagdo ser efetiva o né raiz (escolhido conforme mencionado nos paragrafos anteriores)
devera ter o menor valor u de todos, por simplicidade né raiz sera denotado como né 1 e seu valor u
sera u; = 1. Além disso todo valor u; deve estar entre 2 e Z?Zl ;. Desta forma € possivel, porém
ndo necessario, que cada u seja tinico. Estas propriedades sdo representadas pelas Equagdes (5) e

(6).

u1:1 (5)
2<u; <n Vi # 1. (6)

Por fim um novo conjunto de restri¢des serd introduzido para impor uma estrutura adici-
onal na varidvel u;. Esta estrutura, junto com as anteriores, ird proporcionar a eliminacao de ciclos.
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Um vértice ¢ poderd enviar arestas para um vértice j se e apenas se u; for maior que u;. Isso
define uma ordenacdo parcial dos vértices contidos na solucdo através dos valores u; atribuidos
a cada vértice 7. A formulagado original do MTZ continha uma excecdo feita ao primeiro vértice
(definido como raiz previamente) fazendo a dltima restricdo se aplicar para todo ¢ # 1 and j # 1,
gerando um unico ciclo contendo todos os vértices. Como isto € interessante apenas no problema
do caixeiro viajante e ndo para k-in-a-tree, a restricdo foi alterada para ser valida para todo ¢, j. Em
resumo, a versdo modificada, aqui apresentada, ird garantir que apenas vértices de um dado valor u
poderdo enviar arestas para vértices de um valor w maior, e s6 poderdo receber arestas de vértices
com um valor u menor. Como cada vértice pode receber uma e apenas uma aresta nenhum ciclo
poderd existir sem violar uma dessas restricdes. A Equacdo (7) ird produzir o efeito de ordenagdo
desejado.

U; — U5 + 1< n(l — :L‘Z'j) Vi, @)
A restricdo € mais simples de se entender quando separada em duas situacdes:

e Se a aresta x;; ndo estd na solugdo (e portanto tem valor 0) a restri¢do pode ser simplificada
para u; — u; + 1 < n, o que € sempre verdade (conforme Equacio (6)).

e Se a aresta x;; estd presente a restricdo pode ser lida como u; + 1 < wu;. Implicando em
Ui < Uj.

A combinacio das restrigdes (5), (6) e (7) é conhecida, na formulagdo MTZ, como restricdes
de eliminacdo de subtour (modificadas para se adequarem ao problema).

3.2. Subgrafos induzidos e K

As restrigdes relativas a K C V/(T') e a restri¢ao que garante 7" ser um subgrafo induzido
de G serdo explicadas nesta secéo.

Conforme explicado anteriormente, y; indica se o vértice ¢ estd na solucdo ou néo - e
portanto » ;" ; y; é o nimero de vértices na solugdo. As varidveis z; ; indicam se existe uma aresta
conectando i e j nasolugdo, e > ;L | > ", x;; € o nimero de arestas na solugdo. Note que > " | ;5
indica o ndmero de arestas chegando no vértice j e da mesma forma 2?21 x;; indica o nimero de
arestas saindo do vértice . Por fim z € a matriz de adjacé€ncia (simétrica) de entrada que indica se o
vértice ¢ se conecta ao vértice j no grafo GG de entrada, enquanto k£ € um vetor de n posi¢des, uma
para cada vértice que existe em GG. Especificamente, k; = 1,se ¢ € K, e k; = 0, caso contrario.

i < Y Vi, j ®)
Tij < Y Vi, j )]
Tij < Zij Vi, j (10)
Tij +xj; <1 Vi, j (11
Tij + x>y +yj+ oz — 2 Vi, j (12)
yi = ki Vi (13)
n € N* (14)
x,y €B (15)

As restrigdes (8) e (9) garantem que uma aresta ndo serd selecionada caso ambos os
vértices também nao estejam selecionados. A restricdo (10) garante que uma aresta sé pode fa-
zer parte da solugdo caso ela exista em G, (11) garante que uma aresta ndo € escolhida duas vezes
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e (12) garante que caso a aresta exista em G e tanto y; quanto y; estejam na solugdo, a aresta ne-
cessariamente também esterd na solugdo. Estas cinco restrigdes asseguram que solugdes factiveis
sempre sdo subgrafos induzidos de G.

As trés proximas restricdes - Equagdes (13), (14) e (15) - garantem que K pertence a
solucdo e os dominios das varidveis de decisdo.

Por fim, a fungdo objetivo |V (G)|—|E(G)

, dada que a aciclicidade esta garantida, podera

atingir um valor minimo de 1. E fécil perceber que este valor somente serd atingido se e somente
se o grafo seja composto de uma Unica componente conexa. A fungdo objetivo estd formalmente

escrita na Equacao (16).

n n n
min g Yi — E E Tij
i=1

i=1 j=1

(16)

Ao combinar restrigdes de (4) até (15) com a fungdo objetivo (16) obtemos uma formulagdo
inteira na qual o menor valor possivel (de funcdo objetivo) € 1, que ocorrerd se e somente se, para
o problema original, existir uma subdrvore induzida (grafo conexo e aciclico) que contém todos os
vértices K, i.e., (G, K) é uma instincia positiva.

O problema final (com a adicdo de algumas desigualdades vélidas) pode ser visto na

Equacao (17).

4. Resultados

n n n
minimize g Yi — g g Tij

i=1 i=1 j=1

subjectto  x;; < y;

Tij < Yj
Tij < Zij
Tij + xj; < 1
Tij + T 2> Yi +yYj+ Zij —
yi = ki

n
S0
i=1

n
> T =Y
i=1
up =1
2<u; <n

Vi, j
Vi, j
Vi, j
Vi, j
Vi, j

Vi

(17)
Vi #1
Vi 1
Vi, j

Vi1
Vi1

O problema de otimizac¢do detalhado na secdo anterior foi implementado na linguagem
C++, utilizando a biblioteca de otimizagdo IBM CPLEX V12.7.1, as configuragdes da biblioteca
foram deixadas nos valores default. Os c6digos foram executados em uma méaquina com processa-
dor 17-4700k, 32 GB de memoéria RAM, rodando o sistema operacional Ubuntu versao 16.04.
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O cédigo implementado foi testado em dois tipos de instincias de grafos: instancias de
benchmark disponiveis publicamente para outros problemas e grafos gerados aleatoriamente. To-
dos os resultados positivos (existéncia de uma solugdo) foram validados. Os resultados negativos
(inexisténcia de solucdo) ndo foram verificados. Isso se deve ao fato que a verificacio da validade
de uma possivel solucio para o problema € trivial, enquanto detectar a inexisténcia de uma solugéo
ndo é, uma vez que ndo existe um certificado simples para tal.

Quando usado para resolver instincias publicas de testes para outros tipos de problema,
como problemas de coloracio [Col], e arvores de Steiner [Koch et al., 2000], o algoritmo resolveu a
grande maioria em tempos inferiores a um segundo, tornando os resultados eficientes porém pouco
interessantes. Esse fato pode ser atribuido ao fato de instancias destas classes especificas possuirem
construcdes que dificultam a resolu¢do de seus respectivos problemas, porém ndo afetam ou até
mesmo facilitam o problema em questao.

Desta forma optou-se pela geragc@o de instancias completamente aleatdrias. Para a geragdo
das instancias define-se o nimero de vértices, a probabilidade de existéncia de uma aresta e também
o nimero de vértices obrigatérios. Manipulando-se a probabilidade de existéncia de arestas é
possivel conseguir instdncias de densidade especificas. Porém, como a geracdo € aleatéria nao
se pode garantir um nimero exato de arestas nas instancias.

Para os testes foram gerados 5 tipos de instincias de grafos aleatérios com densidades de
arestas diferentes. Para cada tipo foram gerados 30 instincias diferentes para cada um de 4 valores
de n distintos, sendo eles: 50, 500, 5.000 e 50.000. O nimero de vértices obrigatérios (|K|) foi
fixado em 5, 10 e 20. No total 1.800 instancias diferentes foram geradas.

e Tipo 1: Densidade de aproximadamente 2n - Resultados apresentados na tabela 1;

e Tipo 2: Densidade de aproximadamente 5n - Resultados apresentados na tabela 2;

Tipo 3: Densidade de aproximadamente n log n - Resultados apresentados na tabela 3;

e Tipo 4: Densidade de aproximadamente n /n - Resultados apresentados na tabela 4;

Tipo 5: Densidade de aproximadamente (g) /2 - Resultados apresentados na tabela 5;

Nas tabelas que seguem os resultados para n = 50.000 s@o mostrados como percentual
de instancias resolvidas dentro do limite de tempo de 2 horas. Todos os outros resultados sdao
mostrados em segundos de execugdo do algoritmo.

n K| =5 K| =10 |K| = 20
50 0.01 (¢ = 0) 0.01 (¢ = 0) 0.01 (¢ = 0)
500 0.01 (¢ = 0) 132 (o = 1.01) 5.32 (0 = 2.35)
5000 50.73 (o =55.42) 120.77 (o = 86.89) 210.10 (¢ = 180.65)
50.000 83% 77% 77%

Tabela 1: Resultado para instancias de tipo 1.

n K| =5 K| =10 K| = 20
50 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0)
500  0.17 (o = 2.56) 3.53 (o = 2.11) 5.06 (o = 2.45)
5000 40.87 (o =22.76) 128.36 (o = 167.98) 240.23 (o = 434.76)
50.000 77% 77% 63%

Tabela 2: Resultado para instancias de tipo 2.
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n K| =5 K| =10 K| = 20

50 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0)

500 0.01 (¢ = 0) 1.32 (o = 7.87) 5.32 (o = 3.54)
5000 80.73 (o = 67.33) 165.77 (o = 190.87) 268.68 (o = 356.56)
50.000 50% 57% 43%

Tabela 3: Resultado para instancias de tipo 3.

n K| =5 K| =10 K| =20
50 0.01 (0 = 0) 0.01 (o = 0) 0.01 (0 = 0)
500  0.84 (o = 1.45) 2.65 (0 = 6.56) 2.88 (0 = 6.99)
5000 80.50 (o = 101.41) 223.43 (o = 345.89) 855.00 (o = 1112.76)
50.000 43% 53% 37%

Tabela 4: Resultado para instancias de tipo 4.

n K| =5 K| =10 K| =20
50 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0) 0.01 (o = 0)
500  0.32 (o = 3.65) 121 (o = 2.77) 1.27 (o = 1.43)
5000 7523 (0 =95.43) 387.63 (¢ = 567.54) 485.01 (o = 789.08)
50.000 57% 57% 43%

Tabela 5: Resultado para instancias de tipo 5.

Os resultados dos experimentos sugerem um crescimento nao polinomial do tempo em
relacdo a dimensdo de entrada. Além disso, ficou claro que, em grafos com densidades de arestas
muito alta ou muito baixa, a facilidade em se encontrar solucdes é maior. Este fato pode estar
relacionado a maior probabilidade de infactibilidade em grafos desta natureza, ou a um ndmero
muito grande de solucdes vidveis, respectivamente, o que levaria o algoritmo a ndo perder tempo
em busca de solucdes. Em contrapartida, grafos com densidades intermedidrias possuem um espacgo
de busca de solucdes candidatas muito maior, o que pode prejudicar o tempo de execucdo. Esta
hipétese é corroborada pelos altos desvios padrdao encontrados, em solugdes infactiveis os tempos
tendem a ser muito menores do que em solugdes factiveis, levando a uma grande diferenca de tempo
de execucdo entra as amostras que gera um desvio padréo alto.

Por fim, hd indicios de que o tamanho de K exerce influéncia relevante no tempo de
execucdo do algoritmo, independente da densidade do grafo. Este resultado parece natural sabendo
existe algoritmo polinomial para o caso |K| = 3 e NP-dificil no caso geral. Os dados corroboram
esta conclusdo simplista. O tamanho de K em fun¢do de n também parece ser relevante do ponto
de vista tedrico uma vez que quando |K| = n o problema pode ser simplificado em verificar se
G é uma darvore, e para |[K| = n — ¢, para alguma constante ¢, o problema é igualmente simples
de se verificar em tempo polinomial O(n¢). Infelizmente os tempos computacionais para estes
estudos ainda sdo proibitivos em instancias grandes. Estudos mais aprofundados sdo necessarios
para validar estas hipdteses e ja se encontram em andamento.

5. Conclusao

A modelagem e resolug¢do do problema foi efetiva e os resultados atuais sdo promissores.
Através da modelagem proposta € vidvel resolver problemas de dimensdo de entrada relativamente
grande, por vezes superior a 50.000 vértices, em tempo habil. Mesmo com estes resultados ainda
existe muito espago para melhorias tanto no modelo quanto na sua implementacdo. Também existe
a necessidade de uma andlise mais profunda e estatisticamente mais relevante dos resultados, além
da comparacdo dos resultados em outros tipos de instancias de grafos.

As principais melhorias e trabalhos futuros podem ser encontradas na implementagao e
utilizacdo dos métodos de programacdo inteira: identificar e implementar técnicas de diminui¢do
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do espago de solugdes factiveis e desigualdades validas relevantes, estudar seu impacto no tempo
de execucdo, além de melhorar o gerenciamento de memoria quando trabalhando com grafos de
densidade de arestas elevados.

Instancias com caracteristicas especificas também podem ser consideradas. Como exem-
plo, intuitivamente € possivel que a posicao relativa dos elementos de K dentro do grafo desempe-
nhe um papel importante na eficiéncia da solucio.

Outras direc¢des de investigacdo ja em andamento incluem desigualdades alternativas para
garantia de aciclicidade e também novas formulagdes com garantia de conectividade através da
formulacdo, com a aciclicidade garantida na otimalidade.
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