ANALISE DE MODELOS MATEM ATICOS PARA O PROBLEMA DA
MULTIPLA PARTIC AO DE NUMEROS

Alexandre Frias Faria
Centro Federal de Educacao Tecnolbgica de Minas G&&BET-MG)
Av. Amazonas 7675, 30510-000 — Nova Gameleira — Belo HotizerMG — Brasil
al exandrefriasl@otnmail.com

Sérgio Ricardo de Souza
Centro Federal de Educacgao Tecnolbgica de Minas G&E&BEET-MG)
Av. Amazonas 7675, 30510-000 — Nova Gameleira — Belo Hot&zerMG — Brasil
ser gi o@lppg. cef et ng. br

Carlos Alexandre Silva
Instituto Federal de Minas Gerais (IFMG)
Av. Serra da Piedade 299, 34515-640 — Morada da Serra —&5alb4G — Brasil
carl os.silva@fng. edu. br

Elisangela Martins de &
Centro Federal de Educacgao Tecnolbgica de Minas G&&BEET-MG)
Av. Amazonas 7675, 30510-000 — Nova Gameleira — Belo HotezerMG — Brasil
elisangela. marti nss@nai |l . com

RESUMO

Este artigo apresenta quatro variantes de modelos mates\@iara o Problema da
Mdltipla Particao de Numeros. Este problema consist@istribuir os elementos de uma sequéncia
dada emk subconjuntos disjuntos. O objetivo & minimizar o inteovglie contém os pesos de to-
dos os subconjuntos. Os resultados descritivos mostranalguenas variantes de formulacdes
matematicas sao capazes de encontrar solucdes @mésmpo limitado sem esgotar a memaoria
computacional. Os testes estatisticos realizados déraondiferencas significativas entre os mo-
delos matematicos. O fator que mais influencia a qualidadeotlicao & a reducao do nimero de
variaveis referentes deésimo subconjunto.

PALAVRAS CHAVE. Otimiza¢c ao Combinatoria. Problema da Particio de Numeros. Pro-
gramacao Inteira.

ABSTRACT
This paper presents four variants of mathematical modgkeato Multi-way Number

Partitioning Problem. This problem consists in distribgtthe elements of a given sequence into
k disjoint subsets. Its goal is to minimize the range contgjrthe weights of all subsets. The
descriptive results show that some variants of mathemdtoaulations are able to find optimal
solutions in a limited time without running out of computatal memory. The statistical tests
performed show significant differences between mathealatiodels. The most influential factor
for solution quality is the reduction of the number of vatébreferring to the:*” subset.

KEYWORDS. Combinatorial Optimization. Number Partitioni ng Problem. Integer Pro-
gramming.
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1. Introducao

Uma particdo de um conjuntd & uma cole¢ao de subconjuntos mutuamente disjuntos
cuja unidao formaX. Umak-particao & uma particao tendo exatamengeibconjuntos nao vazios.
Nesse texto, os subconjuntos pertencentes a partigichsimados de partes, o conjufitoindica
nimeros inteiros estritamente positivos e usa-se afwfac= {x € Z : 1 < z < n}, denotando
0 conjunto de todos os inteiros enfre n, inclusive.

O Problema da Particao de NUmerdw6-way Number Partitioning ProblemTWNPP)
consiste em encontrar umgparticao para os indices de uma sequéncia dada. Qvobjit pro-
blema & minimizar a diferenca entre as somas dos elememtpartes distintas. Uma generalizacao
do TWNPP & o Problema da Mdltipla Particao de NUmehdslij-way Number Partitioning Pro-
blem- MWNPP). Neste problema, fixa-se 0 nUmero de partes nas gaalementos da sequéncia
V' devem ser distribuidos com um inteiro positko Seja o0 pes@(A;) dado pela soma dos ele-
mentos cujos indices estao contidos na parfe Dada uma sequéncia numeérita o objetivo
& encontrar uma-particao para seus indices, de modo que o conjunto s pe&A;) ?:1 fique
contido no menor intervalo possivel. Isto se resumemer{ g(A; )} tao proximo denin{g(A4;)}
quanto possivel.

Existe uma ampla literatura sobre o TWNPP e suas variagélesfoi listado de modo
formal em Karp [1972] como um dos problemas NP-completascb& em que uma série de
equivaléncias entre o TWNPP e outros problemas NP-coompk#io demonstradas. O MWNPP
aparece explicitamente em um artigo sobre uma heuristioatrtitiva denominad®ifferencing
Method mais conhecida como Heuristica de Karmarkar-Karp (KKHdposta por Karmarkar e
Karp [1982], na qual os autores também demonstram resgltadricos e praticos sobre a eficiéncia
da heuristica proposta e sobre a dificuldade das instadoiproblema. Michiels et al. [2003] de-
monstra uma razao de aproximag“gie ﬁ para KKH. Este resultado impde um intervalo de
erro limitado aos valores obtidos com KKH quando aplicaddeablema de Escalonamento em
Maquinas IdénticadMultiprocessor Scheduling ProblenMSP), sendo similar a razao encontrada
no algoritmolLongest Processing Tin{ePT), proposto em Graham [1966, 1969], que & o primeiro
algoritmo de aproximacgao conhecido.

Gent e Walsh [1998] mostra que o MWNPP & um problema muifoildife ser solucio-
nado por meta-heuristicas de uso geral, como Algoritmae{ims,Simulated Annealing outros.
Em muitos casos, esses métodos perdem em tempo e deserppemlodKKH e até mesmo para o
LPT, quando adaptados para a solu¢ao do MWNPP. Korf [19€#j0s a construcao de algoritmos
exatos, fazendo um procedimerBacktrackem heuristicas construtivas, como LPT e KKH, cha-
madas deComplete Greedy Algorithra Complete Karmarkar-Karp Algorithprespectivamente.
A primeira melhoria desses trabalhos acontece com o alygmfRecursive Number Partitioning
proposto por Korf [2009]. A segunda melhoria & a contriboide Pedroso e Kubo [2010], em que
€ proposta uma nova estrutura de dados aplicada ao trat@lorf [2009], agilizando a busca na
arvore de Karmarkar-Karp. Por meio de sucessivas comeeidd MWNPP de um@ — 1)-particao
para uma-particao, Moffitt [2013] propdem um algoritmo baseadoresolucao de subproblemas
menores.

Atualmente, o estado da arte para o MWNPP €& o algor@aguential Number Partiti-
oning apresentado em Korf et al. [2013], e o algorit@ached Iterative Weakeningpresentado
em Schreiber e Korf [2014]. Uma analise completa e de gramdeesse sobre esses algoritmos
encontra-se em Schreiber [2014].

A discussao sobre a funcao objetivo do MWNPP apresergad&orf [2010] mostra as
diferencas dos objetivos de seus artigos e do trabalhonaéae Narendra Karmarkar e Richard
M. Karp em 1982 Karmarkar e Karp [1982]. Muitos artigos apréam o modelo matematico do
MSP como uma formulagdao matematica do MWNPP. De fato, tNP® & equivalente ao MSP
com duas maquinas, mas, quando o nUmero de maguinasoe gqoai2, nao é possivel estender
esta equivaléncia ao MWNPP. Encontram-se contraexendglgsie esta extrapolacao é errada em
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Korf [2010].

Dado um modelo matematico inicial para 0 MWNPP, podem-ae tégnicas de reducao
de variaveis e inclusao de restricdes baseadas nociomrgo da relacao entre as solugdes factiveis
do modelo matematico e do conjunto de todas-particdes. Geralmente, tal relacdo € sobrejetiva
na grande maioria dos problemas de otimizacao combinatdrincipalmente quando envolvem
particdes, o que & condi¢ao suficiente para que o madetematico resolva o problema correta-
mente, mas nao necessaria.

Este artigo apresenta um estudo de modelos matemati¢oadigd ao MWNPP. Partindo
de um modelo matematico mais simples, proposto em Faria[@045], variantes melhoradas do
mesmo, como Faria et al. [2017], e mais outras duas ideigpamtientes de melhoria do modelo
matematico sao discutidas. A analise principal focaimiteé superior e inferior encontrado por
cada modelo matematico ao resolver um conjunto de insinsando o resolvedor comercial
CPLEX. O tempo computacional gasto & similar dosiodelos matematicos e, portanto, nao &
analisado. Testes estatisticos mostram o efeito das waghfs aplicadas e destacam as mais e
menos efetivas.

O artigo esta organizado da seguinte maneira: a Secamegeampa 0 enunciado do pro-
blema e a codificacao classica; a Secao 3 mostra os owdatematicos estudados e melho-
rias propostas; a Secao 4 apresenta um delineamentosties tealizados para a comparacao das
modificacOes aplicadas; e a Secao 5 critica os resuwtabitidos com base no escopo do trabalho e
propde uma continuacao da pesquisa.

2. Descri@o do Problema
O MWNPP é a versao abordada, originalmente, em Karmatkar@[1982]. Sua entrada
€ uma sequéncil e a saida & ume-particao dos indices dé.

Definicdo 2.1. SejaV = {vj,v9,...,v,} uma seqgéncia de inteiros positivos & um rimero
inteiro positivo. O Problema d&-Particido de Nimeros consiste em encontrar ui@articao dos
indices d&/, na forma{ A, A,, ..., Ax}, que minimize a furéip f(-) definida por:

f({Al,Ag,...,Ak}):mﬁx Zvi —mjin Zvi (1)

iEAj/ I€A;
O Exemplo 2.1 a seguir mostra algumas situacdes desskeimab
Exemplo 2.1. A seqénciaV = {11, 25, 13, 34, 89, 65, 43,96, 56,87} pode ser particionado das

seguintes maneiras para os valores {3,4,5,6}:

Tabela 1: Solu¢des

factivel otimo
k=3 {96, 43, 34}, {89, 56,25}, {87,65,13,11} {89, 87}, {25, 13, 34,43,56}, {11,65,96}
N——
173 170 176 176 171 172
k=4 {96, 25,13}, {89, 34}, {87, 43}, {65, 56,11} {25, 13,89}, {43,87}, {34,96}, {11,65,56}
—————— —— ——— —,—— ————— N—— N—————

134 123 130 132 127 130 130 132

k=5 {11,89,13}, {25,87}, {96}, {34,65}, {43,56}

113 112 96 99 99

k=6 {96}, {80}, {87}, {11,13,65}, {56,25}, {43,34) {96}, {89}, {87}, {11,25,43}, {13,65}, {34,56}
M e e e e e M e e e e S~ —

96 89 87 89 81 7 96 89 87 79 78 90

Destaca-se que as parte@aprecisam ter a mesma cardinalidade.
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Tabela 2: Fungao Objetivo
factivel otima
176-170=6 176-171=5
134-123 =11 132-127=5
113-96=17 112-99=13
96-77=19 96-78=18

e
Il
o Gl W

A codificacao classica usada parparticdes € um vetor de tamanhpcujas entradas sao
numeros dd aték. Mais precisamente, um vetsttal ques; = j sev; € A;. Nesta codificagao, &
impossivel terj > 1 + max;<;<; s; para evitar multiplicidades de soluc¢des iguais. Resdmise
s; =j,entdodl < i : s; = j — 1. Asregras ou propriedades da codificagcao sao:

() Oindicel dewv; deve estar sempre na paite

(i) Uma partej sempre tera pelo menos um indi€enenor que qualquer indice contido na parte
j + 1. Isto vale para todg € Ij_;.

Estas condi¢des encontram-se descritas em Nijenhuislfd2014], que apresenta as
codificagcdes mais eficientes conhecidas para fazer eagies de estruturas combinatorias. Também
existe uma demonstracao da bijecao entre o conjunté-gesticOes e a codificacao apresentada
em Orlov [2002].

Exemplo 2.2. Considere as seguintes codifiéss de uma-particao:
[1,1,1,3,2] [1,1,1,2,3]

Observe que o primeiro veto#n satisfaz propriedade (ii), enquanto o segundo vetor satisfaz. Isto
acontece porquél, 3,1,2,3] = [1, 2,1, 3,2], representando &-particdo {vy,vs}, {ve,vs}, {v4}.

Pela condicao (ii) o elemento lider g@ao pode ser maior que um elemento lider de uma
parte;’ > j, porque, assim, uma Gnica solucao teria varias codibies.

3. Formulagbes Matenaticas

Dentre os problemas de Otimizacgao Inteira mais conheadditeratura, os mais proximos
ao MWNPP sao o Problema do EmpacotameBin Packing Problema BPP) e o MSP. Um modelo
matematico para o MWNPP herda caracteristicas dos model@timizacao inteira para MSP e
BPP, encontrados em Crescenzi et al. [1997] e Ausiello €@03].

3.1. Formulaggao Baseada em Vadveis Limitadoras
Esta formulacao, proposta em Faria et al. [2015], usaia akerepresentar os limites do
intervalo contendo todos os pesdsi;) = >_,c 4, vi COMo variaveis inteiras estritamente positivas.

min tQ — tl (Za)
sua 1< Z’inji <to, VjeEl (2b)
i=1
k

Y wu=1, Viel, (2¢)

j=1
t1,to € Zy (2d)
Tj; € {O, 1}, V(],Z) el x1I, (26)
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A expressao (2a) & o tamanho do intervalo que contém tosléspesos das partes e o
objetivo de minimizagao. As inequacgdes (2b) mostram @modelo garante que cada parte & nao
vazia, poist; > 0, e também que todos os pesos das partes estao contiddemalm|ty, t5], por
efeito de (2d). As equag0des indicadas pela expressiigdPantem gque as partes sao disjuntas e que
todos os elementos dé estao alocados em alguma parte. A relacdo (2d) inforreaguimitantes
da maior e menor soma dos elementos das particdes sacespositivos. A relacao de pertinéncia
(2e) indica quer;; = 1, se o elemento de indigedo conjuntoV’ pertence a parte de indigee
xj; = 0, caso contrario.

O modelo 2 contémk + 2 variaveis ek + n restricoes.

3.2. Eliminacao de Variaveis no Triangulo Inferior a Esquerda

Como efeito da propriedade i, fixa-se a variawvgl = 1 como constante excluindo uma
variavel e uma restricao. A propriedade ii torna todagaai@veis do triangulo inferior a esquerda
sem utilidade para o modelo, na formg = 0 Vj > 4, porque todas ak-particbes podem ser
representadas sem elas. Esta formulacao encontra-sarenetal. [2017].

Exemplo 3.1. Sejak = 3, n = 5 e {v1, v, v3,v4,v5}. Para qualquer valor que se queira atribuir
aoswv;, as matrizes a seguird® solu@es faciveis para o0 modelo mateitico 2 e representam a
mesma soluo:

10100 01 001 01 001
01 01 0 010 1 1 00
0 010 1 01 0 0 0 10
10100 00010 00010
0 10 010 1 1 01 0
010 1 10100 01 01

Esta reformulagao produz o modelo matematico 3:

min to — t1 (3a)
su.a t < Zvixﬁ <ty, VjeI, (3b)
i=j
min{s,k}
Y mui=1, Viel, (3c)
j=1
t1,te € Z+ (3d)

sem as variaveis em excesso citadas.

A expressao (3a) & o objetivo a ser minimizado e represetdmanho do intervalo que
contém todos o0& pesos das partes. Asnequacdes (3b) mostram que o modelo garante que cada
parte & nao vazia, pots > 0 e que estdo todas contidas no intenjajot,]. Como no modelo 2,
asn equacOes indicadas pela expressao (3c) garantem quetas pao disjuntas e que todos os
elementos d& estao alocados em alguma parte. A relagcao (3d) inforrmaguimitantes da maior
e menor soma dos elementos das partes & sempre positiviimParrelacao de pertinéncia (3e)
indica quex;; = 1 se o elemento de indigedo conjuntoV’ pertence a parte de indigee z;; = 0,
caso contrario. Somente pafgsi) tais quej < i devem ser definidos, pois a ordem das partes nao
altera a solucao. Assim, o elementos6 pode estar nas partes entre / para qualquer solugao
factivel do problema.

O modelo 3 temk — 1 — =1

5— variaveis €k + n — 1 restrigdes.
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3.3. Solu@es Factveis na Forma Escada

Esta variante visa adicionar restricdes que produzemaarraspondéncia bijetiva entre
0 conjunto das solugdes factiveis e o conjunto idaarticdes. Pode-se permitir apenas matrizes
cujas atribuicOes;; = 1 respeitem as regras i e ii da Segao 2.

Exemplo 3.2. As duas matrizes abaix@s solu@es factveis para o modelo mateatico 3, mas
ambas representam a mesgiaarticdo de um conjuntduy, ve,vs}, {vs}, {vs} comb elementos:

11100 11100
0 001 0010

010 0 01

Para eliminar isso deve-se estabelecer que uma padepre tera pelo menos um ele-

mento deV com um indicei mais baixo que o indice de qualquer elemento contido na part
j + 1. Desta forma, deseja-se que apenas a segunda matriz do IBX&@2seja factivel. Ou
seja, as solucgdes factiveis devem estar, também, mafescada. Deste modo, € valida a seguinte
implicacao:

l I+1
ij’i:0:>2$j+1’izo’ Vlﬁlﬁn—k’—Fj,jGIk_l—{l} (4)
=1 =1

Usando a implicacao materidl — @ < - P V @, tem-se:

l I+1
x>0V > wjui=0, VI<I<n-—k+jje€l—{1} (5)
i=1 =1

Finalmente, a expressao abaixo forma o hovo conjunto deéc@ss a serem inseridos:

I I+1
lem - Z%’H,iEO, Vi<i<n—-k+j,j€l——{1} (6)
=1 =1

Repare que & impossivel,_; z;; = 0eY .. zj41,; # 0, pois a inequagao 6 teria um valor
negativo. Com excec¢ao disto, todas as demais possiteigdsao validas para esta restricao, o que
mantém a propriedade légica da implicagao (4).

min ty —t1 (7a)
su.a # < Zvixji <ty, VjeI, (7b)
=1
k
iji =1, Viel, (7C)
=)
l I+1
lzfﬂj,i — ij+17i207 VjGIk_l—{l},lglgn—k?—Fj (7d)
=1 =1
t1,to € Zy (7e)
Tj; € {07 1}7 \V/(j,l) €l x 1, (7f)

O modelo matematico (7) € o modelo (2) acrescido das¢éssi(7d) que permite apenas
as matrizes na forma escada como soluc¢des factiveis.
O modelo (7) temnk variaveis €k +n+ (k — 1)(n — k) + W restricoes.

https://proceedings.science/p/85359?lang=pt-br


https://proceedings.science/p/85359?lang=pt-br

3.4. Eliminacao da Partek por Substituicdo

Nesta variante, se um elemento nao pertence a nenhumalpanicel aték — 1, entao
ele sb pode pertencer a paktePortanto, a Ultima linha do modelo matematico 2 &€ desswria.
Pode-se usar a substituicao:

k—1
Thi=1-Y x5, Viel, (8)

j=1
para reconstruir 0 modelo 2. Sao eliminadagriaveis e modificadas as restricdes (2¢) para:

k—1
Y w1, Viel, (9)
j=1

O modelo matematico 10 & o resultado desta reformuldoanodelo matematico 2.

min to — 11 (108.)
SUj. a t1 < Zvile- < ta, Vj el (10b)
i=1
n k—1
t < Zvi 1— ijz' <ty (10c)
i=1 j=1
k—1
dwu<l, Viel, (10d)
j=1
t1,to € Z4 (10e)
Lj4 € {07 1}7 V(j,l) € Ik—l X In (10f)

A restricao 10c indica que os elementos da partievem estar nos limites de;, ¢o].
As desigualdades 10d informam que um elemento nao pertienasnenhuma das— 1 primeiras
partes, deve pertencgfésima parte, o complemento.

O modelo 10 contéem(k — 1) + 2 variaveis €k + n restricdes.

4. Experimentos Computacionais

Os modelos matematicos da secao 3 foram implementadusocesolvedor CPLEX
versao 12.6, na configuracao padrao, em linguaGeme usando a interfac8oncert . Os testes
computacionais foram realizados em um computador com gsader Intel Core i7-3770 CPU de
3.4 GHz com 8 niicleos, 32GB de RAM e sistema operacional tukié04 de 64 bits usando com-
piladorcl ang versao 3.8. Usa-se um Unico nlcleo para em cada execAgédnstancias para 0s
experimentos foram geradas aleatoriamente. As sequé@riaanstruidas tém elementos, sendo
n € {100,200, 400,800}, e os elementos sao inteiros, variando0d&é 999999999999, com 12
algarismos uniformemente distribuidos. Para tanto, umerd entreé) e 9 & gerado aleatoriamente
por 12 vezes consecutivas. Esse processo é repetgaes para a geracao de uma sequévicia
para a instancia. A Tabela 3 organiza as instancias percaracteristicas.
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Tabela 3: Classificacdo das instancias

k=3 k=4 k=5 k=6
S instl, inst2 inst21, inst22| inst41, inst42| inst61, inst62
n inst3, inst4 inst23, inst24| inst43, inst44| inst63, inst64
< | instb inst25 inst45 inst65
S inst6, inst7 inst26, inst27| inst46, inst47| inst66, inst67
N inst8, inst9 inst28, inst29| inst48, inst49| inst68, inst69
< | instl10 inst30 inst50 inst70
S instll, inst12| inst31, inst32| inst51, inst52| inst71, inst72
N inst13, inst14| inst33, inst34| inst53, inst54| inst73, inst74
| instl5 inst35 inst55 inst75
S inst16, instl7| inst36, inst37| inst56, inst57| inst76, inst77
tﬁ inst18, inst19| inst38, inst39| inst58, inst59| inst78, inst79
< | inst20 inst40 inst60 inst80

O objetivo dos experimentos computacionais deste artigadr uma comparagao entre
cada formulacao: modelo 2 - (M1), modelo 3 - (M2), modelo(M3) e modelo 10 - (M4), verifi-
cando se a aplicacao das técnicas de melhoria dos madatesaticos sao efetivas para o desem-
penho do resolvedor CPLEX. Os experimentos sao executeriodervalo de tempo de= 1200.

As medidas de comparacao estudadas sao: tempo em segufidite superior alcancadab;
limite inferior alcancaddb. Estas medidas sao ideais para verificar se a aplicagat&cdiaicas de
melhoria dos modelos matematicos sao efetivas para ogesto do resolvedor CPLEX. Durante
a coleta de dados, algumas execu¢des usaram meswdaa Estes resultados foram retirados do
trabalho para que a comparacgao fosse justa.

Uma analise descritiva dos dados mostra que o modelo (2h&oa o 6timo em apenas
uma instancia (inst3). O modelo (3) resolveu otimamdritestancias: instl, inst2, inst8 e inst14.
O modelo (7) nao encontrou o 6timo de nenhuma instanciemo@elo 10 resolveu otimamente
instancias: instl, inst3, inst4, inst8, inst9, inst131117.

Tabela 4: Dados descritivos do modelo M1
status ub b t

Feasible:79] Min. 0 -1.400e-05 1060
Optimal : 1| 1stQu.| 101211 -1.000e-06 1199
Median| 704716 -8.334e-07 1199
Mean | 1396442 -1.045e-06 1195
3rd Qu. | 2256268 0.000e+00 1200
Max. | 7657330 0.000e+00 1200

Tabela 5: Dados descritivos do modelo M2
status ub b t

Feasible:76/ Min. 0 -1.098e-05 12.52
Optimal : 4| 1stQu.| 144354 -1.000e-06 1198.82
Median| 627262 -4.795e-09 1199.20
Mean | 1192292 -7.059e-07 1166.45
3rd Qu.| 1966558 0.000e+00 1199.46
Max. | 7286880 0.000e+00 1199.72
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Tabela 6: Dados descritivos do modelo M3
status ub b t

Feasible:55/ Min. 11032 -5.168e-06 1190
1st Qu.| 154262 -1.000e-06 1200
Median| 535950 -3.962e-07 1200
Mean | 1643378 -7.489e-07 1200
3rd Qu.| 2713720 0.000e+00 1201
Max. | 13593400 0.000e+00 1207

Tabela 7: Dados descritivos do modelo M4
status ub b t

Feasible:73] Min. 0 -1.698e-05 41.45
Optimal : 7| 1stQu.| 47248 -2.000e-06 1199.14
Median| 209410 -6.286e-08 1199.59
Mean | 373629 -1.458e-06 1147.20
3rd Qu.| 479654 0.000e+00 1199.74
Max. | 2789720 0.000e+00 1199.94

Os dados do experimento sao independentes por constypartanto, cabe uma analise
estatistica. O delineamento do experimento & o segutatda modelo matematico & um fator e os
resultados das instancias resolvidas por cada modelditcens as réplicas. Sabfatores, sendo
0 modelo (M1) conB0 réplicas; o modelo (M2) corf0 réplicas; o modelo (M3) com 55 réplicas
(devido ao uso de memoria it swap) e 0 modelo (M4) com 80a&pl As medidas de comparacao
usadas sao o limite superiab e ¢, porque a medid& nao foi distante d® para todos os dados.
Usa-se a linguagem e suas bibliotecas para a execucao dos testes [R Core Z848j,

Em relacdo aa:b, tem-se que a premissa de homocedasticidade dos dadasitédee]
pelo Teste de Levene. Uma alternativa seria usaetch’s ANOVAara contornar este problema,
mas, apos o teste, verifica-se que os residuos tambéshndwrmais. Resta usar o teste nao pa-
rameétrico de Kruskal-Wallis [Kruskal e Wallis, 1952] parerificar se existe diferenca estatistica
com confianca d&5% entre as formulagdes matematicas testadas. Neste aestealor igual a
2,664e — 06 mostra que ha diferenca estatistica significativa eogrdimitantes superiores dos
modelos matematicos testados. A realizagao postedound Teste de Wilcoxon de Mdltiplas
Comparacdes com p-valor ajustado pelo método de BenjamntHochberg [1995] mostra que a
diferenca significativa ocorre quando o modelo (M4) & carago com qualquer outro. Nenhum
dos outros modelos matematicos (M1), (M2) e (M3) apresemtiferencas entre si. Este resultado
se mantém para todos 0s métodos de ajuste de p-valor fresER.

Tabela 8: Miltiplas comparagdes usando Teste de Wiltoxo
p-valor | M1 M2 M3
M2 0.7411 - -
M3 0.8984 0.7411 -
M4 4.8e-05 4.8e-05 0.0001

O tempo computacional nao se mostrou diferente na grandwiendas instancias. O
teste ndo rejeita a hipbtese nula de que s8o iguais, tendo seu p-valor iguab 20632. Como
poucos 6timos foram encontrados, era esperado que naedsautal diferenca.

5. Conclusio

Este artigo apresentou uma proposta3dalaptacdes de um modelo matematico para o

MWNPP. Para a validacao dessa proposta, realizou-se amparacao de tempo, limite inferior
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e limite superior encontrados pelos modelos matematiogpéeimentados no solver CPLEX. Os
resultados obtidos foram testados com instancias geeeatriamente, tendo elementos unifor-
memente distribuidos. Os resultados demonstram que &me#o das variaveis,; tem maior
impacto sobre a qualidade da solugao. Conclui-se quetodm@&ue mais reduz variaveis € o me-
Ihor.

Para reproduzir estes resultados basta gerar novasdiastaiom caracteristicas mais di-
versas e repetir 0 mesmo experimento estatistico. Casalelmmatematico com menor nimero
de variaveis nao tenha, estatisticamente, as menoreislasedeud, o resultado estara falseado.
Todo o material necessario para reproducao deste fi@batontra-se no repositorio Faria [201.8]

As dificuldades encontradas neste trabalho foram a inadaqudos dados aos testes es-
tatisticos parameétricos, 0 uso de mem@&rappelo modelo 7. Como trabalhos futuros, tem-se a
confec¢cado dos modelos matematicos integrando as idpi@sentadas neste artigo, totalizagdo
variantes. Também se faz necessaria a reestruturagd@drimento com uma maior diversificacao
de instancias e tratamento das caracteristicas dasai@s como um novo fator do teste estatistico
para obter maiores detalhes sobre qual o comportamentooligdes entregues pelos modelos
matematicos.
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